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EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSETZUNGSRECHTS . 


Vorbemerkung. 

Die  Fülle  des  zu  bearbeitenden  Materials  hat  eine  Tbeilung  des 
zweiten  Bandes  nothwendiij  t^emacht.  Der  vorlietrende  erste  Tlieil 
l)ehandelt  die  Gruppentheorie,  die  Umkehrproblerae  im  Allgemeinen, 
und  diejenigen  speciellen  Theorieen,  die  sich  an  die  Integration  einer 
linearen  DifferentiaWleichung  durch  bestimmte  Intejfrale  mit  Hülfe  der 
Eul  er 'sehen  Transfb  rmirten  angliedern  lassen.  Der  zweite  Theil  wird 
die  Theorie  der  eindeutig  umkehrbaren  Dreiecksfunctionen  (insbesondere 
der  elliptischen  Modulfunction ),  der  allgemeinen  Fuchs 'sehen  Functionen 
und  die  linearen  Differentialgleichungen  mit  doppeltperiodischen  Coeffi- 
cienten  zum  Gegenstande  haben. 

Für  die  Anordnung  und  Darstellung  des  Stoffes  sind,  ebenso  wie 
für  die  Form  der  Litteraturangaben,  die  im  Vorworte  zum  ersten  Bande 
dargelegten  Gesichtspunkte  massgebend  geblieben. 

Einige  Nachträge  und  Berichtigungen  zum  ersten  Bande  sind  am 
Schlüsse  des  vorliegenden  Theiles  zusammengestellt. 

Ausser  den  im  Vorworte  zum  ersten  Bande  genannten  Herren 
waren  diesmal  noch  die  Herren  Oberlehrer  Dr.  G.  Wallenberg  und 
Cand.  H.  Lemke  so  freundlich,  mich  bei  der  Revision  der  Druckbogen 
zu  unterstützen;  es  ist  mir  eine  angenehme  Pflicht,  ihnen  auch  an  dieser 
Stelle  den  wärmsten  Dank  für  ihre  Bemühungen  auszusprechen. 

Berlin,  im  October  1896. 

Ludwiff  Schlesinger. 
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S.      9,    Zeile   22   v.   o.    ist    zwischen    „seine"    und    „Grenzstelleu"    einzuschalten 

„sümmtlichen". 
S.  2(jö     fehlt  vor  der  ersten  Gleichung  die  Bezeichnung  (1). 
S.  2'J2,    Zeile   15   v.  o.    statt    „des    folgenden    Abschnittes"    lies    „der    folgenden 

Kapitel". 
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S.  311),  320; 
vergl.  Klein,  Vorl.  über  das  Ikosaeder 
(^1884),  S.  7; 
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Kocuigsberger,  allgemeine  Unter- 
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Vessiot,  a.  a.  0.,  S.  225  ff. 
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ffrale S.  171. 


vcrgl.   Boke,   a.  a.  0.;   siehe   auch   die 
Citate  zu  den  Nra.  5)5—98  (Bd.  1). 


liiouville,  Journal   de   l'Kcole   Polyt., 

cah.  '-'•-».  S.  ir»4tf.: 
K  u  c  h  s ,  C'relle's  Journal,  IJand  81,  S.  H»l  W. ; 

Band  10(5,  S.  '283; 
lleffter.  ebenda.  Band  lOG,  S.  •_'78  tf. 


Fünftes  Kapitel. 


179.  Genauere  Betrachtung  der  Integral- 
quotienten. Projective  Substitutionen 
und  (Jruppen.  Isomorphismus.  Be- 
ziehungen zwischen  homogenen,  uni- 
modularen   und  projectiven  Gruppen. 

S.  175. 

180.  Diflferentialgleiehung  für  die  Inte- 
gralquotienten.  Transformation  der 
unabhängigen  A'ariabeln.  Difterential- 
gleichungen  gerader  Ordnung.  Die 
Schwarz'sche  Ableitung.    .     S.  180. 


181.  Allgemeines  über  Invarianten.  Al- 
gebraische Formen.  Aequivalenz  linea- 
rer Differentialgleichungen  von  höherer 
als  der  zweiten  Ordnung.  Invarianten 
dieser  Aequivalenz.  Gewicht.     S.  185. 


182.  Bestimmung  der  Form  der  In- 
varianten. Infinitesimale  Transforma- 
tion einer  Ditferentialgleichung  in  eine 
aequivalente S.  IUI. 

183.  Kxplioite  Form  der  linearen  In- 
varianten vom  Gewichte  3,  4,  5,  6,  7 
imd  des  linearen  Theiles  derselben 
für  beliebiges  Gewicht  .    .    .     S.  195. 


Fuchs,  Acta  Mathem.,  Band  1,  S.  339tl',: 
Lie,   Transformationsgruppen,   Baml  1, 

S.  579;  S.  4-.'0; 
Engel.  LeipzigerBenchtel89-i,  S.-280tl'.; 
J  0  r  d  a  n .  Trai  te  des  Substitutions,  S.  56  fl'. ; 
Klein,  Ikosaeder,  S.  8. 
Halphen,     Memoires     presentes     ete., 

Band  -28.  S.  116  ff.; 
Forsyth,  a.  a.  0.,  S.  440; 
Schwarz,    Crelle's    Journal.    Bau<l  75, 

S.  -299  ff.; 
Cayley,  Cambridge  Philosoph.  Transact., 

Band  8 1,  S.  5  ff". 
Laguerre,     Comptes     Bendus     18791, 

S.  IIG;  S.  2-24; 
Brioschi,  Bulletin  de  la  Soc.  Mathem., 

Band  7,  S.  105; 
Halphen,  a.  a.  0.; 

Fuchs,  Acta  Mathem.,  Band  1,  S.  324  ff.; 
Forsyth,  a.  a.  0.; 
vergl.    Study,    Methoden    zur    Theorie 

der  terii.  Formen  (1889). 
Halphen,  a.  a.  0.,  S.  118  ff.; 
Forsyth,  a.  a.  0.,  S.  392  ff". 


Laguerre,  a.  a.  0.,  S.  ■2H\: 

Cockle,    Quarterlv   Journal.   Band  14, 

S.  340: 
Halphen,  a.  a.  O.,  S.  118  ff.; 
Fuchs,  a.  a.  0.; 
Forsyth,    a.    a.   0.,    S.   392;    S.  398; 

S.  403  ff.; 
Brioschi,ActaMathem.,Bandl4,S.2.35; 
vergl.   Wallenberg,    Crelle's    Journal, 
Band  113,  S.  1  ff. ; 

Vukiccvic,  a.  a.  0. 


Sechstes  KapiteL 


184.  Quadrinvarianten.  Absolute  Inva- 
rianten. Differentialgleichung  für  eine 
aus    den  Integralen  gebildete    Ferm. 

S.  200. 


185.  Differentialgleichung,  der  eine  Form 
(n — l)ten  Grades  der  Integrale  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


Forsyth,  a.  a.  0.,  S.  407  ff.; 
Brioschi,  a.  a.  0.,  S.  238  ff.; 
Appell,  a.  a.  0.,  S.  414ff.; 
Fuchs,     Crelle's     Journal,     Band    Hl, 

S.  129  ff.; 
vergl.  Wallenberg,  a.  a.  0.,  S.  9  ff . 
Fuchs,  a.  a.  0.;  Acta  Mathem.,  Band  1, 

S.  321  ff.; 
Brioschi,  a.  a.  O.,  S.  235  ff. 


Inhaltsvcrzcichniss  iiml   Mttcralurnachweis. 


XI 


t^enügt.  Neue  Gestalt  der  Invarianten. 
Ditfert'utialglt'itliungen  mit verschwin- 

(Ifinlt'u  luviiriautf'n S.  20'ii. 

186.  Homogene  lU'lationen  zwi.schen  den 
Integralen.  Algebraische  Integrale. 
Specielle  Kelationen   zweiten  (Jrade.s. 

S.  207. 


187.  Satz  liber  lineare  Ditierentialglei- 
chungen  mit  algebraischen  Coeffi- 
cienten  und  algebraischer  Integral- 
curve.  Monodromiegruppc  im  Falle 
algebraischer  Coefficienten    .     S.  211. 


188.  Fall  .einer  rationalen  und  einer 
elliptischen  Integralcurve.  Die  Mono- 
dromiegruppe  ist  endlich  .    .     S.  21.5. 


180.  Difierentialgleichungen,  für  welche 
gewisse  Invarianten  verschwinden. 
Ausnahmefälle      S.  218. 

190.  Die  Wurzeln  der  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  sind  ratio- 
nale Zahlen.  Allgemeiner  Satz  über 
Diflferentialgleichungcn  mit  algebrai- 
scher Integralcurve S.  222. 


Fuch s,Sitzung.sberichte  18H-2  n^ s.  703 fl'.; 

Acta  Mathem.,  Band  1,  S.  321  ff.; 
Hrioschi,  Bulletin  de  la  Soc.  Mathem., 

Band  7,  S.  lOött".; 
Coursat,   ebenda,   Band  11,   S.  IG'Jff.; 
Wallenberg,  a.  a.  0.,  S.  litt'.; 
Kosenkranz,  Schlömilch's  Zeitschrift, 

Band  35,  S.  82  ff. 
Fuchs,  Acta  Mathem.,  Band  1.  S.  330; 

Sitzungsberichte  18901,  S.  469  ff.; 
Wallenberg,  a.  a.  ().; 
Lipmann     Schlesinger,     Inaugural- 

Di.'isertation  (Kiel  1888); 
M.  Meyer,  de.sgl.  (Beriin  1893); 
Vukicevic,  a.  a.  0.,  S.  6ff. 
Wallenberg,  a.  a.  0.,  S.  14  ff'.; 
(iino     Fano,     Kendiconti,     Band    4^, 

S.  9  ff'.; 
vergl.S  c  h  w  a  r  z .  Crelle's  Journal,  Band87, 
S.  139  ff. ; 

Klein,  ellipt. Modulfunctionen,  Band  1 
(1890),    S.    561  ff.;    Band   2    (1892), 
S.  237  ff'. 
Halphen,  a.  a.  0.;  Acta  Mathematica, 

Band  3,  S.  325  0'.; 
Wallenberg,  a.  a.  0  ; 
vergl.  Vukicevic.  a.  a.  <).,  S.  22  ff". 
Fuchs,  Acta  Mathem..  Band  1.  S.  322; 

S.  330  ff'.; 
Brioschi,  ebenda,  Band  14,  S.  237; 
Wallenberg,  a.  a.  0.,  S.  36  ff'.; 
des    Verfassers    Inaugural- Dissertation 

(Berlin  1887),  S.  38. 


Elfter  Abschnitt. 


Formulirung  und  allgemeine  Discussion  der  Umketirproblenie. 

Erstes  Kapitel. 


191.  Differentialgleichungen  dritter  und 
vierter  Ordnung  mit  einer  homogenen 
Relation  zwischen  den  Integralen.  Co- 
varianten.  Hesse  "sehe  Covariante. 
Werthe  der  unabhängigen  Variabein 
für    einen    Punkt    der    Integralcurve. 

S.  227. 

192.  Erledigung  der  Ausnahmefälle. 
Ternäre  Relation.  Quadratische  Rela- 
tion mit  nicht  verschwindender  Discri- 
minante S.  232. 

193.  Ternäre  quadratische  Relation.  Ab- 
wickelbare  Fläche    vierter    Ordnung. 

S.  237. 


Fuchs,  Crelle's  Journal,  Band  81,  S.  98; 

Acta  Mathem..  Band  1,  S.  322  ff.; 
des  Verfassers  Inaug. -Dissertation,  S.  23  ff. 
vergl.  Hesse,  Grelles  Journal,  Band  42. 
S.  117;  Band  56,  S.  263; 

Gordan    u.   Nöther,    Mathem.    An- 
nalen.  Band  10,  S.  548. 
Fuchs,  a.  a.  0.,  S.  330  ff.; 
Goursat,  a.  a.  0.,  S.  149  ff.; 
Halphen,   a.  a.  0.; 
Picard,  Comptes  Rendus  1884",  S.  905; 
des  Verfassers  Dissertation  S.  24  ff. 
Goursat,      Comptes      Rendus     18891. 

S.  232  ff.; 
des  Verfa-ssers  Dissertation,  a.  a.  0.; 
vergl.  C  a  V 1  e  v ,  Quarterly  Journal,  Band  6, 

S.  108  ff. 


Xll 


Inhaltsverzoiilmiss  iimi  liitteratiiruachweis. 


Zweites  Kapitel. 


194.  Differentialgleichungen,  deren  un- 
abhängige Variable  eine  eindeutige 
Function  des  Ortes  der  lutegralcurve 
ist S.  243. 

l!>ö.  Algebraisch  iutegrirbaro  lineare 
Dift'erentialgleichungen.  Satz  von 
Fuchs S.  247. 

r.>G.  Ditlerentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung. Umkehrnugslunttion  des  Inte- 
gralquotienten. Nothwendige  Bedin- 
gungen für  die  p]indeutigkeit  der  Um- 
kehruugsfunction      .    .        .    .     S.  250. 

197.  Neue  Auffassung  der  scheinbar 
singuliuen  Stellen.  Das  Fuchs 'sehe 
Beispiel S.  255. 

l'.»8.  Bedeutung  der  Unbestimmtheits- 
stellen  der  Unikehrungsfunction  bei 
der  Aufstellung  der  hinreichenden 
Bedingungen    für    die   Eindeutigkeit. 

S.  259. 


Fuchs,  Acta  Mathcni.,  Band  l,S.334ff.; 
vergl.  Eosenkranz,  a.  a.  0.,  S.  129ff. 


Fuchs,  a.  a.  0.; 

des  Verfassers  Dissertation,  S.  3ff. ; 
vergl.  Klein,  Ikosaeder,  S.  113ft". 
Fuchs,    Göttinger    Nachrichten,    1880, 

S.  172tf.;    Crelle's  Journal,   Band  89, 

S.  158 ff.;  Band  90,  S.  71  ff.; 
vergl.  Poincare,  Acta  Math.,  I^and  1, 

S.  232;  S.  273;  Band  4,  S.  228  ff. 
Poincare,    Acta    Mathem.,    Band    5, 

S.  216; 
Fuchs,  a.  a.  0.;  Göttinger  Nachrichten, 

1880,  S.  445. 
Fuchs,  a.  a.  0.;  Abhandl.  der  Göttinger 

Societiit  vom  Jahre  1881,  Nr.  9ff.; 
vergl.  Jacobi,  Crelle's  Journal,  Band  13, 

S.  57ff. ; 

Hermite,  Crelle's  Journal,  Band  40, 
S.  261  ff. ; 

Kronecker,  Sitzungsberichte,  I88411, 
S.  1179  ff. 


Drittes  Kapitel. 


199.  Eigenschaften  projectiver  Substitu- 
tionen einer  Variabein.  Canonische 
Form     und     Eintheilung     derselben. 

S.  265. 

200.  Allgemeines  über  Punktmengen. 
BahncurvenelliptischerSubstitutiouen. 
Weierstrass'  Auffassung  eines  ana- 
lytischen Gebildes S.  270. 

201.  Grenzstellen,  die  einem  analyti- 
schen Gebilde  nicht  zuzuzählen  sind. 
Gebilde,  die  nach  einer  Seite  hin  ein- 
deutig sind.  Isolirte  Punktmengen 
und  isolirtwerthige  Functionen.  S.  274. 


202.  Discontinuirliche projective Gruppen 
einer  Variabein.  Begrenzung  der  Con- 
tinua,  wo  die  Gruppe  eigentlich  dis- 
continuirlich  ist.  Infinitesimale  Sub- 
stitution      S.  278. 


Klein,  Mathem.  Annalen,  Band  14, 
S.  122fF.;  Band  21,  S.  171;  Modul- 
functionen,  Band  1,  S.  163  ff. ; 

Poincare,  Acta  Math.,  Band  1,  S.  1  ff . 
Band  3,  S.  49  ff. 

G.  Cantor,  siehe  die  Citate  zu  Nr.  133; 

vergl.  Klein,  Modulfunctionen,  Band  1, 
S.  170  ff. 

Weierstrass,  Abhandl.  der  Berliner 
Akademie  1876,  S.  58ff. ;  Vorlesungen 
über  Functionentheorie  (nicht  ver- 
öffentlicht); 

Abel,  Oeuvres.  Band  2  (1881),  S.  254; 

Jacobi,  a.  a.  O.;  Werke,  Band  2  (^1882), 
S.  516 ; 

Fuchs,  Sitzungsberichte  18851,  g   5flf . 

Casorati,  Acta  Mathematica,  Band  8, 
S.  345 ff'; 

G.  Cantor,  siehe  die  Citate  zu  Nr.  133; 

Abhandl.  des  Verfassers,  Crelle's  Journal, 
Band  llo,  S.  130 ff.; 

vergl.  Klein,  Mathem.  Ann.,  Band  45, 
8.  148. 

Poincare,  Acta  Mathematica,  Band  1, 
S.  lltf.;  Band  3,  S.  57 ff.; 

Klein,  Mathemat.  Aimalen,  Band  21, 
S.  176  ff". 


Inlialtsverzciclmiss  und  LittcraturiKuhweis. 


XITI 


•20.'!.  DilV(n-(Mitial''l('iilniiij,'('ii  zweiter  Ord- 
uunj;  mit  (li.scontinuirliilier  («nippe, 
üie  l.'inkehrmigsiiiiictioii  de.s  Integriil- 
(luotienten  ist  i.solirtwertlii«,'.     S.  -Jsl. 

201.  Die  Unikelininj^.sriinction  drs  liite- 
«rralquotienten  i.st  eindeutif^.  Existcuz- 
bereich  dieser  Function     .    .     S.  28ü. 


Sieiie  die  Citate  zu  Nr.  19(5; 

Klein,    Matbemat.  Annalen,    Band  4o, 

ö.   IXill'.; 

Al)haudl.  des  Verfassers,  Crelle's  Journ;il, 
Band  110,  S.  laOtt'.;  S.  2ü6fl". 

Fuchs,  Crelle'.s  Journal,  Baud'JO,  S.T-Jtf. ; 

l'oincare,  Acta  Mathematica,  Band  ."!, 
S.  Ü3ft".; 

Klein,  Matheinat.  Annalen,  Band  21, 
S.  176  fF.; 

Ritter,  ebenda,  Band  40,  S.  4 ff. 


Viertes   Kapitel. 


205.  Dift'erentialgleicliungen  von  höherer 
als  der  zweiten  Ordnung.  Piscontinuir- 
liche  projective  Gruppen  in  mehreren 
Veränderlichen.  Beispiel  solcher  Grup- 
pen durch  Betrachtung  hyperellipti- 
scher Intearrale S.  289. 


20(1.  Lösung  des  Umkehrproblems  durch 
die  We  i  e  r  s  t r  a  s  s  'sehe  Thetafunction. 
Jacobi'sches  Umkehrproblera.  Ellip- 
tische Functionen S.  2',)"). 


Jacobi,  a.  a.  Ü.; 

Clebsch  u.  Gor  da  n,  Abersche  Func- 
tionen (18ÜG),  S.  l.-JOtf.; 

Kronecker,  Sitzungsberichte  1884II, 
S.  1282  ff. 

Itiemann,  Crelle's  Journal,  Band  71, 
S.  197. 

AVeierstrass,  Monatsberichte  der  Berl. 
Akad.  187G,  S.  680 ff.; 

C.  Neumaun,  Vorles.  über  .  .  .  Abel- 
sche  Integrale  (1865),  S.  390  tf. 

Weierstrass,  Programm  des  Brauns- 
berger  Gymnasiums,  1848/'4Ü;  Crelle's 
Journal,  Band  47,  S.  289  ff. ; 

Riemaun,  ebenda,  Band  54,  S.  137  ff. ; 
S.  116; 

0.  Neumann,  a.  a.  0.,  S.  508 ff. 


Fünftes  Kapitel. 


207.  Die  in  den  Coefficienteu  einer 
linearen  Differentialgleichung  auf- 
tretenden Parameter  als  Functionen 
der  Fundameutalinvariauten.  Auf- 
treten von  scheinbar  singulären  Stel- 
len   S.  299. 

208.  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung ohne  scheinbar  singulare  Stellen. 
Abbildung  der  Ebene  der  unabhängi- 
gen Variabein  durch  den  Integral- 
quotienten  S.  303. 

209.  Die  Winkelsumme  bei  einem  Cyklus 
von  Ecken.  Andere  Zerschueidung  der 
Ebene   der  unabhängigen    Variabein. 

S.  307. 

210.  Reguläre  Theilung  entsprechend 
der  Gi'uppeneigenschaft.  Erlaubte 
Abänderungen.  Die  Parameter  in  den 
Coefficienten  sind  eindeutige  Func- 
tionen der  Parameter  derMonodromie- 
gruppe S.  312. 

211.  Fall  realer  Wurzeln  der  detei-mi- 
nireuden  Fundamentalgleichungen. 
Geometrische  Darstellung    der  Para- 


Poincare,  Acta  Mathematica,  Band  4, 
S.  216  tf. 


Poincare,  a.  a.  0.;  Acta  Mathematica, 

Band  5,  S.  219 ff.; 
Fuchs,  Crelle's  Journal,  Band  90,  S.  72; 
Ritter,  a.  a.  0.,  S.  Sff. 

Poincare.  Acta  Mathematica,  Band  1, 

S.  21  tf.;  S.  231  ff.;  Band  4,  S.  219 ff. 
vergl.  Ritter,  a.  a.  0. 

Fuchs,  a.  a.  0.; 

Poincare.  Acta  Mathematica,  Band  1, 

S.  16tf.;   S.  39ft'.;   Band  4,   S.  219ff.; 
Klein,    Mathemat.  Annalen,    Band  19, 

S.  565 tf.;  Band  21,  S.  187 ff.;   Modul- 

functiouen,  Band  1,  S.  574  ff. ; 
Dyck,  Mathem.  Ann.,  Band  20,  8.  7tf,; 
Poincare,  Acta  Mathematica,  Band  4, 

S.  219; 

Ritter,  a.  a.  0.,  S.  10; 


XIV 


Inhal tsvtnv.iMrliniss  iiiul  LittiTiitiiniacliweis. 


lueter  der  Gnippo.  Bostinuuuufj;  ilor 
Difleientialgleichuiig,  wenn  diolinipitt' 
gegeben  ist.  FundanuMitalborcicli. 
Kigensihaften  der  die  Urnppe  zu- 
lasseudiMi     Functionen.      Fortsetzung. 


Klein,  Matlienuit.  .\nnalen,  Hand  14, 
S.  Miall'.;  Band  '21,  S.  101  H.;  Modul- 
funciioneii,   Hand    1,  S.  l'.)i'. 


Sechstes  Kapitel. 


■21'2.  Methode  von  Soli  war  z  und  Carl 
Neumaun.  Poissou'sehes  Integral 
und  alternireudes   Verfahren.    S.  ."J-i.-J. 


213.  Constructiou  kreisförmiger  Bereiche 
um  die  Ecken  des  gegebenen  Funda- 
mentalbereiches    S.  3-27. 

214.  Existenzbeweis  durch  zweimalige 
Anwendung  des  alternirenden  Ver- 
fahrens   S.  332. 

215.  Allgemeine  Sätze  über  Functionen, 
die  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe 
uugeändert  bleiben.  Aufstellung  der 
linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung S.  335. 

•_'1C.  Form  der  Differentialgleichung. 
Fall  zweier  singulärer  Punkte  im 
Endlichen.  Discontinuirliche  Gruppen. 
Weitere  Probleme S.  343., 


Püisson,  Journal  d'ficole  Polyt.  oah.  l'J, 
S.  155. 

C.  Neumaun,  das  logarithmische  und 
Newtou'sche  Potential  (1877),  S.  IGOff-, 
Vorles.  über  .  .  .  Abel'sche  Integrale 
(2.  Aufl.,   1884),  S.  388 ff.; 

Schwarz,  Crelle's  Journal,  Band  74, 
S.  218 ff.;  Züricher  Vierteljahr.s.schrift, 
Hand  15,  8.  113 ff.;  S.  272 ff.;  Monats- 
berichte der  Berl.  Akad.  1870,  S.  7G7ff. ; 

vergl.  Klein,  Modulfunctiouen,  Band  1, 
S.  50Sff. 


Klein,  bei  Kitt  er,  Mathem.  Annalen, 
Hand  40,  S.  8  ff. 


Schottky,   Orelle's  Journal,   Band  83, 

S.  305 ff.; 
Poincare,  Acta  Mathematica,  Band  1, 

S.  228;  Hand  4.  S.  220; 
Ritter,  a.  a.  ().,  S.  14; 
Riemann,  Abhandlungen  der  Göttinger 

Societät,  Band  13,  Art.  14 ff.; 
Schwarz,    Crelle's    Journal,    Band  75, 

S.  301  ff. 


Siebentes  Kapitel. 


217.  Formulirung  eines  neuen  Problems. 
Differentialgleichungen,  die  zu  der- 
selben Familie  gehören.    .    .     S.  347. 

218.  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung, die  zur  selben  Familie  gehören. 
Satz  von  Poincare  ....     S.  351. 

219.  Bestimmung  einer  Differentialglei- 
chung der  Familie  mit  der  Minimal- 
zahl von  scheinbar  singulären Punkten. 

S.  354. 

220.  Die  Reducirte  der  Familie.  Allge- 
meine Bemerkungen   ....     S.  359. 

221.  Differentialgleichung  für  die  Inte- 
gralquotienten einer  linearen  Differen- 
tialgleichung dritter  Ordnung.  S.  362. 


Poincare,  Acta  Mathematica,  Band  5, 

S.  211  ff'.; 
Vogt,  Theses  (Paris  1889),  S.  55 ff. 
Poincare,  a.  a.  0.,  S.  217ff. 


Poincare,  a.  a.  0.,  S.  219ff.; 
Vogt,  a.  a.  0.,  S.  59  ff. 


Forsyth,  a.  a.  0.,  S.  443ff. 


Achtes  Kapitel. 


222.  Differentialgleichungen  und  Func- 
tionssysteme,  die  zur  selben  (Jlasse 
gehören.   Sätze  von  Kiemann.  S.  365. 


Riemann,  Werke  (1892),  S.  380ff. 
vergl.  Klein,  Math.  Annalen,  Band  46, 

S.  83. 
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131.     Der  allgemeine  Gruppenbegriff. 

Die  analytische  Natur  der  durch  eine  homogene  lineare  Difierential- 
gleichung  M-ter  Ordnung 

(A)  P  (a;)y"'>  +  P^_,{x)y'-''  +  •  ■  •  +  P,(a;)y  =  0 

definirten  Functionen  wird,  im  Sinne  der  von  Riemann  in  die  Analysis 
eingeführten  Principien,  bestimmt  durch  die  Art  ihres  Verhaltens  in  der 
Umgebung  der  singulären  Stellen.  Wenn  die  Coefficienten  von  (A) 
z.  B.  ganze  rationale  Functionen  sind  und  wenn  wir,  wie  im  achten 
Abschnitte,  mit  a^,  a^,  •  •  ■  «^  die  im  Endlichen  gelegenen  wesentlichen, 
mit  «,,,«,„,••■«  die  '  ausserwesentlichen  singulären  Stellen  der 
Differentialgleichung  bezeichnen,  so  beherrschen  vrir  vollständig  die 
analytische  Beschaffenheit  des  allgemeinen  Integrals  von  (A),  wenn  wir 
im  Stande  sind,  für  ein  durch  seine  Anfangswerthe  gegebenes  Funda- 
mentalsystem ^j,  y.,,  ■  •  •  y„  die  Fvmdamentalsubstitutionen  A^,  A,^,  •  -  ■  A 
anzugeben,  die  das  Fundamentalsystem  [y^\  bei  einfachen  positiven  Um- 
läufen der  unabhängigen  Variabein  x  um  die  wesentlichen  singulären 
Stellen  «, ,  a„,  ■  •  •  a    erfährt. 

1 "       2 '  o 

In  der  That  gewährt  uns  die  Kenntniss  dieser  Fundamentalsub- 
stitutionen eine  vollständige  Einsicht  in  den  gesammten  Werthevorrath, 
dessen  die  Elemente  des  Fundamentalsystems  [y_^  in  einem  beliebigen 
Punkte  der  a;-Ebene  fähig  sind. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  a- -Ebene  durch  Aussonderung  der 
Punkte  «j,  «.,,  ■  •  •  a^  in  einen  (q -\-  l)-fach  zusanmienhängenden  Bereich 
T  und  diesen  durch  q  von  den  Punkten  a^,  a.,,  ■  ■  ■  a  nach  dem 
Unendlichen    hin    gelegte    Querschnitte     f^,  I.2'  '  '  '  K    wieder    in    einen 

Schlesinger,  Differeatialgleicbungeu.    II.  1 
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einfach  zusamnienhäugenden  Bereich  T  vtiwiimlclt,  so  siml  die  Integrah' 
il^,y^,  ■  ■  ■  y^^  innerhalb  T  eindeutig  determinirt.  und  der  gesammte  Werthe- 
vorrath  dieser  Integrale  wird  erhalten,  indem  wir  auf  die  innerhalb  T 
eindeutig   bestimmten   Werthe   derselben    alle    niiigliclien    in    der    Form 

(1)  S=  A'.'A^:^,  •••  vl^" 

^    ^  '1         '2'  'a 

darstellbaren  Substitutionen  anwenden^  wo  die 

alle  Combinationen  mit  beliebiger  Wiederholung  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  p,  die 

alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durchlaufen  (vergl.  Nr.  102, 
Bd.  I,  S.  309).     Die  Gesammtheit  der  Werthe.systeme 

(2)  S[yJ 

geniesst  nun  eine  ausgezeichnete  Eigenschaft. 

Greifen  wir  nämlich  irgend  ein  bestimmtes  derselben,  etwa 

(3)  Ä[yJ 

heraus,  so  ist  dies  auch  wieder  ein  innerhalb  T  eindeutig  definii-tes 
Fundamentalsystera.  Die  zu  demselben  gehörigen  Fundamentalsub- 
stitutionen lauten  (vergl.  Nr.  121,  Bd.  I,  S.  439) 

ÄÄ  A~^         (x=i,  2,  •    p) 

und  der  gesammte  Werthevorrath  von  -4[?/  ]  geht  aus  dem  innerhalb 
T  eindeutig  definirten  Werthesy.stem  durch  Anwendung  der  Substitu- 
tionen 

(4)  ASA-"- 

hervor,  die  aber  in  ihrer  Gesammtheit  offenbar  mit  der  Gesammtheit 
der  Substitutionen  S  identisch  sind.  Andererseits  ist  der  Weiihevor- 
rath  von  A[y^]  auch  mit  dem  Werthevorrath  von  \y  |  identisch,  wir 
können  also  sagen: 

Wir  erhalten  allemal  dieselbe  Gesammtheit  von  Werthe- 
systemen  (2),  wenn  wir  auf  ein  beliebiges  derselben  die 
sämratlichen  Substitutionen  (1)  anwenden. 

Als  Eigenschaft  der  Substitutionen  (1)  lässt  sich  dies  so  aus- 
drücken, dass  die  Composition  beliebig  vieler  dieser  Sub- 
stitutionen stets  immer  wieder  eine  schon  in  der  Gesammt- 
heit (1)  enthaltene  Substitution  ergiebt. 

Die  angegebene  Eigenschaft  des  Werthevorraths  (2)  wird  seit 
Galois    dadurch    ausgedrückt,    dass    man    sagt,    dieser   Werthev(irrath 
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bilde  fiue  (Jrujtpc;  die  conespondirende  Eif^enschaft  der  Substitu- 
tionen (1),  die  den  Uebergung  zwischen  den  einzelnen  „Elementen" 
der  Gruppe  (2)  vermitteln,  bezeichnet  man  nach  Cauchy,  indem  man 
die  Ciesammtheit  (1)  ein  System  conjugirter  Substitutionen  nennt. 
In  der  neueren  Zeit  wird  diese  letztere  Bezeichnung  seltener  angewandt, 
mau  spricht  gewöhnlich  auch  von  einer  Gruppe  von  Substitutionen. 
Diibei  ist  noch  hervorzuheben,  dass  der  Gruppenbegriff  bei  Galois 
und  Cauchy  nur  für  solche  Zusammenfassungen  von  Werthesystemen 
beziehungsweise  Operationen  vorkommt,  die  wie  die  Permutationen 
einer  endlichen  Anzahl  unbestimmter  Grössen  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Elementen  bestehen.  Um  die  weitere  Entwickelung  der 
Gruppentheorie,  besonders  auch  um  die  Darlegung  ihrer  Beziehungen 
zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  hat  sich  Hen-  C.  Jordan 
bedeutende  Verdienste  erworben.  Allgemein  lässt  sich  der  Gruppen- 
bei;ritf  wie  folgt  fassen. 

Man  sagt  von  dem  Inbegriffe  gewisser  Operationen  w,  w',  co",  ■  •  • 
sie  seien  einer  Composition  fähig,  wenn  sich  aus  irgend  zweien 
derselben,  etwa  cj,  ca',  in  eindeutiger  Weise  wieder  eine  Operation  bilden 
lässt,  die  dann  als  die  componirte  Operation  ojcj'  bezeichnet  wird. 
Füi-  diese  Composition  möge  das  associative  Gesetz 

u(co'  co")  =  (ac}')io" 

gültig  sein,  während  die  Gültigkeit  des  commutativen  nicht  erforder- 
lich  ist. 

AVenn  dann  jede  durch  Composition  zweier  Operationen 
der  Gesammtheit  co,  «',  w",  •  •  •  entstehende  Operation  selbst 
in  dieser  Gesammtheit  enthalten  ist,  so  bilden  die  w,  co',  co",  ••• 
eine   Gruppe. 

Denkt  man  sich  die  Operationen  einer  solchen  Gruppe  Sl  auf  ein 
Object  0  angewandt,  so  erhält  man  eine  Reihe  anderer  Objecte 

(5)  000,     Qo'o,     a"o, , 

und  es  entstehen  allemal  Objecte,  die  dieser  Reihe  angehören,  wenn 
wir  auf  irgend  ein  Object  derselben  die  Operationen  der  Gruppe  an- 
wenden. Wir  werden  uns  nur  mit  solchen  Gruppen  zu  beschäftigen 
haben,  die  so  beschaffen  sind,  dass  zu  jeder  Operation  co  derselben 
eine  Substitution  07  der  Gruppe  gefunden  werden  kann,  die  nach  co 
auf  das  Object  o  angewandt,  dasselbe  reproducirt,  für  welche  also 

5?  (00  =  0, 
oder  wie  wir  kurz  schreiben  wollen 

t5  (0  =  1 
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ist.  Diese  Operation  C5  =  co~  heisst  dann  die  zu  to  inverse,  und  tSu 
die  identische  Operation.  Wenn  die  Gruppe  nur  aus  einer  endliehen 
Anzahl  von  Operationen  ])esteht,  so  enthält  sie  nothwendiji^  zu  jeder 
Operation  die  inverse  und  folglich  auch  die  identische  0])eration.  Für 
eine  aus  unendlich  vielen  Operationen  bestehende  Gruppe  ist  das  Auf- 
treten der  inversen  Operationen  keine  nothwendige  Folge  des  Gruppen- 
begrift's,  sondern  es  muss  ausdrücklich  gefordert  werden.  Wir  setzen 
im  Folgenden  stets  voraus,   dass  diese  Forderung   erfüllt  sei. 

Dann  enthält  die  Iveihe  (5)  auch  das  Object  o  selbst,  und  sie 
reproducirt  sich  vollständig,  wenn  wir  auf  irgend  ein  Object  von  (5) 
die  .sämmtlichen  Operationen  der  Gruppe  £1  anwenden. 

Denken  wir  uns  nun  an  Stelle  von  o  ein  anderes  Object  o'  ein- 
geführt, welches  aus  o  durch  eine  gewisse  Operation  o  hervorgehen  mag, 

o'  =  cou, 
von  der  übrigens   dahingestellt  bleibt,   ob  sie  der  Gruppe  5i   angehört 
oder  nicht.     Wenden   wir  auf   o   die    sämmtlichen   Operationen  o    der 
Gruppe  fl  an,  so  ist 

CJC30  =  röooj      o', 

d.  h.    der    Anwendung    von    co    auf  o    entspricht    die   Anwendung    der 

Operation 

—    — 1 
caaco 

auf  das  Object  o'.  Wir  sagen  von  dieser  Operation,  dass  sie 
aus  CO  durch  Transformation  mit  cj  hervorgegangen  sei  (vergl. 
Nr.  31,  Bd.  I,  S.  101).  Die  Gesammtheit  der  aus  allen  Operationen 
von  Sl  durch  Transformation  mit  ta  hervorgehenden  Operationen  bildet 
dann  offenbar  wiedenim  eine  Gruppe  ß',  sie  bezieht  sich  ebenso  auf 
das  Object  o',  wie  sich  Sl  auf  das  Object  o  bezieht;  wir  nennen  diese 
beiden  Gruppen  Sl,  ü'  einander  ähnlich  und  sagen  ü'  gehe  aus  fl 
durch  Transformation  mit  der  Operation  cj  hervor. 

Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnungen  können  wir  die  Eigenschaft  einer 
Gruppe  mit  einander  paarweise  inversen  Operationen  durch  den  Satz 
ausdrücken:  Eine  so  beschaffene  Gruppe  reproducirt  sich,  wenn 
man  dieselbe  mit  irgend  einer  in  ihr  enthaltenen  Operation 
transformirt. 


132.    Gruppen  mit  endlicher  Basis.    Gruppe  der  Differentialgleichung. 

In  den  eingangs  ange.stellten ,  auf  die  DiflFerentialgleichung  (A) 
bezüglichen  Betrachtungen  ist  das  Object  o  nichts  anderes  wie  das 
Fundamentalsy.stem  |?/^j.  die  Ojjerationeii  lo  sind  die  Substitutionen,  die 
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dieses  Fundnmentalsystem  bei  allen  möglichen  Umläufen  von  x  erfährt, 
die  von  denselben  ^.(ebildetc  Gru|)])e  5i  soll  (vergl.  Nr.  130)  als  die 
Grui)pe  der  Differentialgleichung  (Aj  bezeichnet  werden. 

Diese  Gruppe  erfüllt  offenbar  die  Forderung,  dass  ihre  Operationen 
paarweise  zu  einander  invers  sind,  denn  mit  jeder  einem  gewissen  Um- 
laufe von  X  entsprechenden  Substitution  S  ist  auch  die  dem  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  beschriebenen  Umlaufe  entsprechende  Substitution 
S~  in  der  Gruppe  enthalten.  Die  oben  zur  Erläuterung  des  Gruppen- 
charakters herangezogene  Eigenschaft,  dass  die  Gesammtheit  der  Sub- 
stitutionen (4j  mit  der  Gesammtheit  der  Substitutionen  >S'  .selbst  identisch 
sei,  erscheint  also  jetzt  als  Folge  des  Auftretens  der  zu  jeder  Sub- 
stitution inver-sen  in  der  Gruppe  Sl. 

Wählen  wir  an  Stelle  von  [y  |  ein  anderes  Fundamentalsystem 
\z  ],  welches  mit  [i/  ]  durch  die  Substitution 

w  =  ^  w 

verknüpft  ist,  so  erfährt  Yz^  bei  den  Umläufen  von  x  die  Substitutionen 
der  aus  5i  durch  Transformation  mit  i*  entstehenden  Gruppe,  die  wir 
durch  das  Symbol 

darstellen  wollen,  und  die  also  ebensowohl  wie  5i  selbst  als  die  Gruppe 
der  Differentialgleichung  (A)  angesehen  werden  kann. 

Man  kann  auch  die  Gesammtheit  der  Umläufe,  die  die  Variable  x 
in  der  Fläche  T  vollzieht,  als  eine  Gruppe  ansehen,  wenn  man  einen 
solchen  Umlauf  als  Operation  auffasst,  die  auf  einen  Punkt  x  der  Ebene, 
der  dann  als  Object  fungirt,  ausgeübt  wird.  Man  kann  dann  sagen, 
die  zu  dem  Fundamentalsystem  \y^\  gehörige  Gnippe  ü  sei  aus  dieser 
Gruppe  der  Umläufe  transformirt  mittelst  einer  Operation,  die  darin 
besteht,  dass  wir  das  Werthesystem  der  [?/  ]  berechnen,  welches  zu  dem 
Punkte  x  der  Ebene  gehört.  Diese  Operation  ist  also  nichts  anderes 
wie  die  Integration  der  Differentialgleichung  (A). 

Die  Gruppe  der  Umläufe  sowohl,  wie  die  aus  den  Substitutionen 
(1)  gebildete  Gruppe  5i  besitzt  aber  noch  eine  ausgezeichnete  Eigenschaft. 

Wir  erhalten  nämlich  alle  Substitutionen  dieser  Gruppe,  wenn  wir 
die  Q  Fundamentalsubstitutionen  der  Differentialgleichung  und  ihre  in- 
versen  auf  alle  möglichen  Ai-ten  mit  einander  componiren,  ebenso  ent- 
steht die  Gruppe  der  Umläufe  von  x  innerhalb  T  durch  wiederholte 
Ausführung  der  einfachen  positiven  und  negativen  Umkreisungen  um 
die  Punkte  a..  «.,,•■•«. 

Allgemein  können  wir  uns  vorstellen,  dass  man  von  einer  gewissen 
endlichen  Anzahl  von  Operationen 
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(6)  W,,       03,, 

ausgeht  und  diese  auf  alle  möglieben  Arten  mit  einander  componirt-, 
die  Gesammtheit  der  auf  diese  Weise  entstehenden  Operationen  bildet 
dann  offenbar  eine  Gruppe.  Wenn  in  dem  Systeme  ((>)  /u  jeder  der 
darin  vorkommenden  Operationen  auch  ihre  inverse  enthalten  ist,  so 
genügt  die  aus  (6)  entspringende  Gruppe  der  Forderung,  dass  ihr  auch 
die  inversen  Operationen  sämmtlicher  in  der  Gruppe  vorkommenden 
Operationen  angehören.  Es  kann  aber  die  Gruppe  diese  Forderung 
erfüllen,  auch  ohne  dass  das  System  (6)  die  inversen  Operationen  aller 
darin  vorkommenden  w  (x  =  i,  2,  .p)  in  sich  schliesst;  dieser  Fall  tritt 
nämlich  ein,  wenn  z.  B.  die  zu  einem  a^  inverse  Operation  w"  durch 
Composition  der  Operationen  (6)  erzeugt  werden  kann. 

Wenn  eine  Gruppe  durch  Composition  aus  dem  Systeme  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Operationen  entspringt,  so  nennen  wir  dieses  System 
eine  Basis  oder  ein  System  erzeugender  Operationen  der  Gruppe, 
und  sagen  von  der  Gruppe  selbst,  sie  besitze  eine  endliche  Basis. 
Die  Basis  einer  solchen  Gruppe  ist  nicht  eindeutig  bestimmt,  sondern 
es  kann  verschiedene  Systeme,  die  ihrerseits  eine  verschiedene  Anzahl 
von  Operationen  enthalten  können,  geben,  welche  als  Basis  aufgefasst 
dieselbe  Gruppe  erzeugen.  Hat  man  eine  Basis  vorgelegt,  so  kann 
dieselbe  überflüssige  Elemente  enthalten,  indem  nämlich  einzelne  in 
der  Basis  auftretende  Operationen  schon  durch  Composition  der  übrigen 
erzeugt  werden  kömien.  Enthält  die  Basis  kein  in  diesem  Sinne  über- 
flüssiges Element,  so  wollen  wir  sie  eine  reducirte  Basis  nennen. 

Für  die  Gruppe  der  Differentialgleichung  (A)  erhalten  wir  also 
stets  eine  Basis,  wenn  wir  ein  System  von  Fundamentalsubstitutionen 
nebst  ihren  inversen  betrachten.  Ist  der  Punkt  x  =  00  eine  wesent- 
liche singulare  Stelle  von  (A)  und  bezeichnet  A^^  die  Substitution, 
welche  das  Fundamentalsystem  [?/  ]  bei  einem  einfachen  positiven  Um- 
laufe von  X  um  den  unendlich  fernen  Punkt  erfährt,  so  bilden  auch 
die  p  -{-  1  Substitutionen 

C^)  A,  K  ■■■  A 

eine  Basis  der  Gruppe  der  Differentialgleichung,  denn  da  (vergl.  Nr.  122) 

Ä^  =  {Ä^Ä.^. . .  AJ-'  =  Ä-;U;l^. . .  ä;' 

ist,  so  hat  man 

A~'  =  A  _^----  A  Ä^Ä---A     ,. 

X  y.-\- 1  (>      0      1  X  — 1 

Ist  X  = '■>:>  keine  wesenthche  singulare  Stelle,  also  ^„  =  1,  so  bilden 
die  Q  Fundamentalsubstitutionen  selbst  schon  eine  Basis.    Wir  bemerken 
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al)or  oleich  liier,  dass  die  Basis  (7),  auch  wenn  Ä^^  nicht  die  identische 
Substitution  bedeutet,  nicht  nothwendig  eine  reducirte  sein  muss. 

Wir  hatten  den  allgemeinen  GruppenbegrifF  formulirt,  nachdem 
wir  an  der  Gesammtheit  der  Sul>stitutionon,  die  ein  Fundamentalsj'stem 
bei  allen  möglichen  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein  erfährt,  den 
Gruppencharakter  beobachtet  hatten.  Die  Gesammtheit  dieser  Sub- 
stitutionen, die  Gruppe  der  Diäerentialgleichung,  kann  nun  auch  auf- 
gefasst  werden  als  der  Inbegriff  aller  linearen  Substitutionen,  die  ein 
Fundamentalsystem  mit  seinen  sämmtlichen  Zweigen  verknüpfen.  Wenn 
wir  jetzt  allgemein  den  Inbegriff  aller  Substitutionen  betrachten,  die 
ein  beliebiges  Fundamentalsystem  nicht  nur  in  seine  Zweige,  sondern 
überhaupt  in  alle  anderen  möglichen  Fundamentalsysteme  überführen, 
so  gelangen  wir  zu  einer  neuen  Gruppe,  die  in  ihrem  Charakter  von 
der  Gruppe  £1  der  Diäerentialgleichung  wesentlich  verschieden  ist. 

Der  Uebergang  von  [i/J  zu  einem  beliebigen  anderen  Fundamental- 
systeme wird  vermittelt  durch  die  allgemeinste  lineare  Substitution 


(8)  y:=2^^> 


V  (/=1,2, 


deren  Coefficienten  willkürliche  nur  der  Ungleichheitsbedingung 

(9)  |«/.!+0  (/,.  =  l,2,...n) 

unterworfene  Constanten  sind.  Die  Gesammtheit  aller  dieser  linearen 
Substitutionen  bildet  offenbar  auch  eine  Gruppe,  da  die  Composition 
zweier  derselben  wieder  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwin- 
dender Determinante  liefert.  Diese  Gruppe  enthält  auch  die  identische 
Substitution,  und  ihre  Operationen  sind  paarweise  invers,  überdies  ent- 
hält .sie  natürlich  auch  sämmtliche  Operationen  von  Sl,  oder  wie  wir 
sagen  wollen,  sie  enthält  die  Gruppe  il  selbst.  Es  besteht  aber  zwischen 
der  Natur  der  Gruppe  5i  und  der  der  Gruppe,  die  durch  die  Gesammt- 
heit der  Substitutionen  (8)  gegeben  wird,  ein  tiefgreifender  Unterschied; 
um  denselben  darzulegen,  müssen  wir  an  einige  einfache  Begriffe  der 
Functionenlehre  erinnern. 

133.    Allgemeines  über  Punktmengen.     Abzählbare  und 
continuirliche  Gruppen. 

Betrachtet    man    eine    endliche    Anzahl   von    complexen   Veränder 
liehen  x^,  x.^,  -  ■  ■  x^,  so  soll  ein  System  von  Werthen  dieser  Veränder- 
lichen  als   ein  Punkt  oder  eine   Stelle   bezeichnet  werden.     Die  Ge- 
sammtheit aller  Stellen,  die  einer  gewissen  Definition  gemäss  bestimmt 
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werden,  fassen  wir  in  den  Begriff  einer  Punktmenge  P  zusammen. 
Unter  der  Umgebung  einer  Stelle  (a^,  a„,  •  •  ■  «  )  verstehen  wir  die 
Gesammtheit  aller  Stellen  (.v^,  x^,  •  •  •  x^^,  für  welche 

Xj  — rt,    <ö,      x^  —  a.^<d,    •••    'x„  — a„   <d\ 

wo  d  eine  bestimmte  positive  reale  Grösse  bedeutet;  oder  wenn 
X  =x-\-ix",     a  =  a' -\- ia"  (x  =  i,  2,  •■  n) 

X  X        '  X    '  X  X        '  X 

gesetzt,  und  unter  den  x'^,  x^,  a^,  a^  reale  Grössen  verstanden  werden, 
so  kann  als  die  Umgebung  der  Stelle  {a^,  a„,  ■  ■  •  a  )  auch  die  Ge- 
sammtheit derjenigen  Stellen  (x^,  x,^,  ■  •  •  xj  definirt  werden,  für  welche 

x  =  l 

wo  Q  eine  positive  reale  Grösse  bedeutet. 
Man  sagt  von  einer  Stelle 

X  =^  {x^,  x.^,  •  •  •  x^j, 

sie  liege  innerhalb  einer  gewissen  Punktmenge  P,  wenn  nicht  nur  x 
selbst,  sondern  auch  jede  Stelle  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x 
der  Punktmenge  angehört-,  ebenso  sagt  man,  die  Stelle  x  liege  ausser- 
halb der  Punktmenge  P,  wenn  weder  x  noch  die  Stellen  einer  gewissen 
Umgebung  von  x  zur  Punktmenge  P  gehören. 

Eine  Stelle  x  heisst  eine  Grenzstelle  von  P,  wenn  sich  in  jeder 
noch  so  kleinen  Umgebung  von  x  Stellen  befinden,  die  der  Punkt- 
menge P  angehören.  Von  einer  Grenzstelle  bleibt  es  dahingestellt,  ob 
sie  selbst  zur  Punktmenge  gehört  oder  nicht. 

Es  kann  Punktmengen  geben,  die  keine  einzige  innerhalb  der- 
selben gelegene  Stelle  besitzen,  solche  Punktmengen  heissen  discrete 
(Punkt mengen).  Dagegen  besitzt  jede  aus  unendlich  vielen  Punkten 
bestehende  Punktmenge  nothwendig  Grenzstellen.  Die  Gesammtheit 
der  Grenzstellen  einer  Punktmenge  P  bildet  ihrerseits  wieder  eine 
Punktmenge,  die  man  nach  Herrn  G.  Cantor  die  erste  Ableitung 
der  Punktmeuge  P  nennt  und  durch  P'  bezeichnet.  Wenn  jeder  Punkt 
der  ersten  Ableitung  P'  selbst  zu  P  gehört,  so  heisst  P  eine  abge- 
schlossene, im  entgegengesetzten  Falle  eine  unabgeschlossene 
Punktmenge. 

Ist  P  eine  abgeschlossene  Punktmenge,  so  liegt  jeder  nicht  zu  P 
gehörige  Punkt  Ä  ausserhalb  P.  Es  giebt  also  eine  gewisse  Umgebung 
von  A,  die  so  beschaffen  ist,  dass  auch  kein  Punkt  dieser  Umgebung 
zu  P  gehört.  Nimmt  man  diese  Umgebung  möglichst  gross,  so  be- 
zeichnet man  sie  als  die  absolute  Umgebung  von  A  in  Bezug  auf  P. 


I 
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Sei  .1,  ein  Punkt  der  absoluten  Umgebung  von  A,  so  liegt  auch  A^ 
ausserhalb  P  und  besitzt  folglich  ebenfalls  eine  bestimmte  absolute 
X^ingebung:  sei  A,^  ein  Punkt  dieser  absoluten  Umgebung  von  A^,  so 
liegt  auch  A.,  ausserhalb  P  n.  s.  w.  Von  der  Gesammtheit  der  Punkte, 
zu  denen  man  auf  diese  Weise  von  A  ausgehend  gelangen  kann,  sagt 
man,  sie  hängen  mit  A  zusammen.  Diese  Gesammtheit  bildet  ein 
Continuum.     Man  kann  das  Continuum  auch  w^ie  folgt  definiren. 

Jede  aus  lauter  inneren  Punkten  bestehende  Punktmenge,  die  so 
beschaffen  ist,  dass  sich  zwischen  irgend  zwei  Punkten  derselben  eine 
endliche  Anzahl  von  Punkten  so  einschalten  lässt,  dass  jeder  dieser 
Punkte  in  der  Umgebung  des  vorhergehenden  liegt,  d.  h.  mit  anderen 
Worten,  jede  aus  lauter  inneren  Punkten  bestehende  Punktmenge,  deren 
sämmtliche  Stellen  unter  einander  zusammenhängen,  bildet  ein  Con- 
tinuum. 

Eine  aus  lauter  inneren  Punkten  bestehende  Punktmenge,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gesammtheit  aller  Stellen,  die  nicht 
zu  einer  gewissen  abgeschlossenen  Punktmenge  P  gehören,  zerfällt  in 
eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl  von  Continuis,  von  denen  man 
sagt,  sie  seien  durch  die  Punktmenge  P  begrenzt.  Ueberhaupt  heisst 
ein  jedes  Continuum,  welches  nicht  aus  der  Gesammtheit  aller  Punkte 
(x^,  x^,  ■  •  ■  xj  besteht,  ein  begrenztes,  und  zwar  ein  abgeschlossenes 
oder  unabgeschlossenes,  je  nachdem  seine  Grenzstellen  dem  Con- 
tinuum hinzugezählt  werden  oder  nicht*).  Bei  Festhaltung  der  vorhin 
gegebenen  Definition  des  Continuums  ist  also  stets  ein  unabgeschlos- 
senes Continuum  gemeint. 

Die  Gesammtzahl  der  Stellen  einer  complexen  Variabein  x,  an 
denen  sich  ein  System  von  n  monogenen  Functionen  y^(x),  y^(x),  ■  ■  ■  y^(x) 
dieser  Variabein  bestimmt  verhält  (Nr.  7,  Bd.  I,  S.  16)  bildet  ein  im 
Allgemeinen  unabgeschlossenes  Continuum,  welches  von  den  Unbestimmt- 
heitsstellen jener  Functionen  begrenzt  wird;  die  Gesammtheit  der  Stellen, 
wo  sieh  jene  Functionen  regulär  verhalten,  bildet  stets  ein  unabge 
schlossenes  Continuum,  dessen  Begrenzung  von  der  Puuktmeuge  der 
singulären  Stellen  gebildet  wird. 

Wenn  man  die  Elemente  einer  irgendwie  definirten  Menge  P  so 
anordnen    kann,    dass   jedes  Element    dieser  Menge    einer    der    Zahlen 

1,  2,  3, eindeutig  zugeordnet  erscheint,  so  sagt  man,  die  Menge  P 

sei  ab  zählbar.  Ein  Continuum  kann  niemals  eine  abzahlbare  Punkt- 
menge bilden,  sondern  jede  abzählbare  Punktmenge  ist  discret. 


*"!  Wir  machen   ausdrücklich   auf  den  Unterschied   zwischen   „Grenzstellen" 
und  „Punkten  der  Begrenzung"  aufmerksam. 
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Hat  man  ein  System  von  ii  monogenen  Functionen 

einer  complexen  Vnriabeln  x  und  betrachtet  die  Gesammthoit  der 
Werthesysteme  oder  Punkte  (if^,  7/.^.  •  •  •  ifj,  die  zu  einem  re«,ailären 
Werthe  .r  der  unabhängigen  Variabebi  gehören,  so  ist  die  von  diesen 
Werthesystemen  gebildete  Punktmeuge  P  stets  abzählbar,  wenn  sich 
das  von  den  regulären  Stellen  der  Functionen  y^{x),  y.^{x),  •  •  ■  y^^x) 
in  der  a;-Ebene  gebildete  Continuum  durch  eine  abzählbare  Menge  von 

Querschnitten    1^,  /.,,  l.^, in    ein   einfach   zusammenhängendes   T 

verwandeln  lässt,  innerhalb  dessen  die  Functionen  y^{x),  V-ii^)}  '  '  '  Vn^-^) 
eindeutig  definirt  sind. 

Wir  wollen  diesen  Satz  nur  in  dem  für  uns  allein  in  Betracht 
kommenden  Falle  beweisen,  wo  die  Anzahl  der  Querschnitte  /j,  /g?  '  "  " 
eine  endliche  ist.  Sei  q  diese  Anzahl,  dann  entsteht  also  jedes  System 
von  Zweigen  der  Functionen  y^^ix),  y.,ix),  ■  ■  •  y  {x)  aus  einem  solchen 
innerhalb  T  eindeutig  definirten  Systeme,  indem  man  x  Wege  beschrei- 
ben lässt,  die  die  Querschnitte  beliebig  oft  und  in  beliebiger  Aufein- 
anderfolge überschreiten.  W^ir  betrachten  zwei  Wege  von  x,  die  durch 
stetige  Deformation  innerhalb  T  aus  einander  hervorgehen,  als  nicht 
verschieden  und  bezeichnen  mit  a  einen  von  x  ausgehenden  geschlos- 
senen Weg,  der  den  Querschnitt  l  einmal  in  positivem  Sinne  über- 
schreitet, mit  «""  den  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufenen  We«;  a  . 
Dann  bildet  die  Gesammtheit  aller  für  die  Fortsetzung  unseres  Func- 
tioussystems  in  Betracht  kommenden  geschlossenen  Wege  von  x  eine 
Gruppe  (vergl.  Nr.  132,  S.  5),  für  welche  die  2q  Operationen 

ö^,       «7^  (x  =  l,2,  .    •(.) 

eine  Basis  darstellen.  Wenn  wir  nachweisen,  dass  die  Gesammtheit 
der  Operationen  dieser  Gruppe  Sl  eine  abzählbare  Menge  ist,  so  ist 
damit  auch  unser  Satz  bewiesen. 

Wir  führen  diesen  Nachweis,  indem  wir  eine  Methode  angeben,  mit 
Hülfe   deren   sich    die  Operationen   der   Gnippe   ü   den    ganzen    Zahlen 

1,  2,  o, eindeutig  zuordnen  lassen.     Jede  Operation  von  ü   lässt 

sich  in  der  Fomi 

a>  =  a  "af  ■  ■  ■  w  ' 

darstellen,  wo  a,  ß,  •  ■  ■  v  Zahlen  der  lleilic  1,  2,  •  •  •  p  bedeuten,  von 
denen  nicht  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  einander  gleich  sind, 
während  die  A^,  A^,  •  •  •  ?.^  irgendwelche  ganzzahlige  positive  oder  nega- 
tive Werthe  haben.     Man  nennt  die  Summe 


A 
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das  Gewicht  der  Operation  w.  Wir  denken  uns  nun  zunächst  die 
Operationen  von  Sl  nach  Classen  geordnet,  so  dass  in  einer  Classe  alle 
Operationen  mit  demselben  Gewicht  vereinigt  sind;  die  Anzahl  der 
Operationen  innerhalb  einer  Classe  ist  dann  eine  endliche,  wir  können 
dieselben  also  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  anordnen.  Durch  die 
Anordnung  der  Classen  einerseits  nach  der  wachsenden  Höhe  der 
Gewichte,  und  die  Anordnung  der  Operationen  innerhalb  einer  Classe 
andererseits,  ist  aber  die  gesammte  Anordnung  aller  Operationen  der 
Gruppe  Sl  gegeben. 

Wir  sagen  von  einer  Gnippe  überhaupt,  sie  sei  eine  abzählbare, 
wenn  die  Menge  ihrer  Operationen  eine  abzählbare  ist;  die  eben  durch- 
geführte Betrachtung  lehrt,  dass  jede  Gruppe,  die  eine  endliche  Basis 
hat  (Nr.  132,  S.  6),  eine  abzählbare  Grup})e  ist.  Die  Bezeichnung  ab- 
zählbare Griippe  ist  nur  als  Abkürzung  für  das  schwerfällige  aber 
genauere:  „Gruppe  einer  abzählbaren  Menge  von  Operationen"  anzu- 
sehen, ebenso  wie  man  eine  Gruppe,  deren  Operationen  nur  in  endlicher 
Anzahl  vorhanden  sind,  schlechtweg  eine  endliche  Gruppe  nennt. 

Kehren  wir  zu  der  Betrachtung  der  Gruppe  Sl  von  linearen  Sub 
stitutionen   zurück,    durch    deren    Operationen    ein    Fundamentalsystem 
Vi)  1/27     '  '  Vn    ^®^    Differentialgleichung    (A)    mit    seinen    sämmtlichen 
Zweigen  verknüpft  ist,  so  können  wir  sagen: 

Die  Gruppe  Sl  unserer  Differentialgleichung  (A)  ist  eine 
abzählbare. 

Hierzu  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken. 

Wenn  wir,  der  bequemeren  Ausdnicksweise  wegen,  die  complexen 
Grössen  y^,  y.,,  ■  ■  •  y^  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  oder  einer 
Stelle  in  der  complexen  n-fachen  Mannigfaltigkeit  auffassen,  so  wird  in 
dieser  Mannigfaltigkeit  dadurch,  dass  wir  für  die  Vi,  l/o^  '  '  '  Vn  ®^° 
Fuudamentalsystem  unserer  Differentialgleichung  (A)  nehmen,  ein  ein- 
dimensionales Gebilde,  oder  wie  man  sich  auch  ausdi-ückt,  ein 
Gebilde  (n  —  1)*"  Stufe  fixirt.  Wir  wollen  dieses  Gebilde  als  ein 
Integralgebilde,  oder  wohl  auch  als  eine  Integralcurve  [«/J  be- 
zeichnen und  sagen,  das  zu  einem  regulären  Punkte  x  gehörige  Werthe- 
system  des  Fundamentalsystems  [r/^]  stelle  einen  Punkt  dieser  Integral- 
curve dar. 

Durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  Sl  wird  dann  jeder  Punkt 
der  Integralcurve  [y^]  in  eine  Reihe  gewisser  anderer  Punkte  derselben 
Curve  transformirt,  und  die  so  auf  der  Integralcurve  entstehende  Punkt- 
menge ist  eine  abzählbare. 

Bezeichnet  ^j,  ^.,,  •  •  ^^  irgend  eine  Stelle  der  «-fachen  complexen 
Mannigfaltigkeit,  so  können  wir  offenbar  durch  diesen  Punkt  unzählig 


\2  IX.    Allgemeine  Gruppentheorio.    Kapitel  1. 

viele  Integralcurven  hindurchlegen,  sofern  nicht  alle  ^  (x=i,2,  ••«)  gleich 
Null  sind,  d.  h.  falls  der  betrachtete  Punkt  nicht  der  Nullpunkt  ist. 
Wir  haben  zu  dem  Ende  nur  ein  Fundamentalsystem  z,,  z ,,  •  •  z  her- 
zustellen,  dessen  Elemente  in  einem  noch  beliebig  zu  wählenden  regu- 
lären Punkte  X  =  x^^  die  Wei-the 

Z     =  t  (X  =  1,  2,  •  ■  •  «) 

y  ^x 

annehmen;   solcher  Fundamentalsysteme   giebt  es   dann  noch  unendlich 
viele,  da  ja  für  die  («  —  1)  ersten  Ableitungen  der  z^  im  Punkte  x  =  Xq 
noch  willkürliche  Werthe  vorgeschrieben  werden  können. 
Wenn  für  das  Fundamentalsystem  \z^ 

W  =  -ßW 

ist,  wo  B  eine  lineare  Substitution  bedeutet,  so  transformiren  die  Sub- 
stitutionen der  Gruppe 

jeden  Punkt  der  Integralcurve  [^J  in  eine  Reihe  von  Punkten,  die  auch 
wieder  eine  abzählbare  Punktmenge  bilden,  und  ebenso  ist  die  Punkt- 
menge, welche  aus  irgend  einem  Punkte  der  Integralcurve  [^.  ]  durch 
die  Substitutionen  der  Gruppe  .ß  selbst  hervorgeht,  eine  abzählbare,. 
Die  Substitutionen  von  ü  erzeugen  also  nicht  nur  aus  den  Punkten 
der  Integralcurve  [?/^|,  sondern  ebenso  auch  aus  jedem  beliebigen 
anderen  Punkte  der  complexen  n-fachen  Mannigfaltigkeit  —  den  Null- 
punkt ausgeschlossen  —  eine  abzählbare  Menge  von  Punkten,  diese 
liegen  aber  nicht  immer  mit  dem  Ausgangspunkte  auf  derselben 
Integralcurve. 

Die  Substitutionen  (8),  deren  Coefficienten  der  Ungleichung  (9) 
(Nr.  132,  S.  7)  Genüge  leisten,  sind  so  beschaffen,  dass  man  mit  Hülfe 
derselben  von  jeder  Integralcurve  zu  jeder  anderen  übergehen  kann. 
Man  kann  demnach  durch  die  Operationen  der  von  der  Gesammtheit 
der  Substitutionen  (8)  gebildeten  Gnippe  auch  aus  jedem  Punkte  der 
complexen  «-fachen  Mannigfaltigkeit  —  den  Nullpunkt  immer  aus- 
geschlossen —  jeden  beliebigen  anderen  Punkt  dieser  Mannigfaltigkeit 
und  somit  ein  Continuum  von  Punkten  erzeugen.  Diese  Gruppe  ist 
also  jedenfalls  nicht  abzählbar,  man  sagt  von  derselben,  sie  sei 
continuirlich. 


Zweites  Kapitel. 

134.    Begriff  der  continuirlichen  Transformationsgruppe. 

Die  Theorie  der  continuirlichen  (xruppen  ist  in  der  neueren  Zeit 
besonders  von  Herrn  Lie  ausgebildet  und  mit  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen in  enge  Beziehung  gesetzt  worden.  Wir  werden  im 
Folgenden  einiges  aus  den  Grundlagen  der  Lie 'sehen  Theorie  zu  ent- 
wickeln haben  und  machen  uns  darum  zunächst  mit  den  hauptsäch- 
lichen Bezeichnungen,  deren  sich  Herr  Lie  bedient,  bekannt. 

Ist  ein  System  von  n  Functionen  /^  (x  =  i,  2,  ■  »)  der  n  veränder- 
lichen Grössen  1]^,  t]^,  ■  •  ■  r}^^  gegeben,  welches  überdies  noch  von  ge- 
wissen ebenfalls  veränderlichen  Parametern  2^7  P-v  '  '  '  Pr  abhängt,  so 
definiren  die  Gleichungen 

(10)  r}^  =  f^i:n, ,  %,  .  •  •  7;^  I  p^,  p.,,  •  ■  ■  p^)  =  f.,iM  i  P) 

eine  Transformation  der  [?jj  in  die  [r;J,  wenn  wir  uns  die  p^,p.y,  •  •  ■  P^ 
fest,  imd  eine  continuirliche  Schaar  von  Transformationen, 
wenn  wir  uns  die  Parameter  veränderlich  denken. 

Damit  es  möglich  sei,  die  [?j.J  auch  umgekehrt  durch  die  [tj^] 
darzustellen,  d.  h.  also  damit  die  Gleichungen  (10)  eine  Auflösung  nach 
den  T/j,  r}„,  •  •  •  r]^  zulassen, 

(11)  %  =  K('*\'  %^---  'l. : Pv P-'  ■  ■  ■  Pr)> 

(x  =  1,  2,  ■  •  •  n) 

ist  bekanntlich  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Functional- 
determinante 

K—  (x,.  =  l,2,..n) 

nicht  identisch  verschwindet. 

Die  n  Functionen  /'  hängen  von  den  r  Parametern  p^,  }).,,  ■  ••  p^ 
wesentlich  ab,  d.  h.  sie  lassen  sich  nicht  als  Functionen  von  weniger 
als  /•  Functionen  der  p^,  p_,,  •  •  •  p^  darstellen,  wenn  sie  nicht  sämmt- 
lich  eiuer  partiellen  Differentialgleichung  von  der  Form 
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1  =  1 

geuüj<en,    deren    Coefticieiiteii    (p.   blosse    Fuuctiüiu'ii    der  p^,  p^,,  ■  ■  ■  p 
sind.     Denn    damit    eine    Function    /"(i>j,  Jt>.,,  •  •  •  p^.)    der    r   ürösseu  p. 
nur  von  r  —  q   Functionen  dieser  Grössen 

ax{i\,  ■  ■  ■  P,)         U  =  i,2,  ■  r-^) 
abhängt,  d.  b.  in  der  Form 

f{Pv  ■■•  p,)  =  9(9,,  ••  •  fy,_p) 

darstellbar  sei,  ist  erforderlich,  dass  /{p^,  ■  ■  ■  p^)  die  q  Gleichungen 

(12)  ^^niPv  P-r-'Pr)lj  =  ^        a  =  i,  V-.) 

erfüllt,  wo  die  (p;;^{p>^,  p..,  •  ■  •  2^,)  wohlbestimmte  Functionen  ihrer 
Argumente  bedeuten,  die  sich  aus  den  Determinanten  des  rechteckigen 
Systems 

in  einfacher  Weise  zusammensetzen. 

Bemerken  wir  gleich,  dass  wenn  fip^,  ■  •  •  p^)  auch  nicht  als  Func- 
tion von  weniger  als  r  —  q  Functionen  der  p^^  ■  ■  ■  p^  dargestellt  wer- 
den kann,  keine  von  den  Gleichungen  (12)  unabhängige  lineare  partielle 
Differentialgleichung  derselben  Form  durch  f{p^,  ■  •  •  p>^  befriedigt 
werden  darf,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  (12)  ein 
sogenanntes  vollständiges  System  bilden  müssen;  wir  kommen 
später  auf  den  von  Jacobi  und  C  leb  seh  herrührenden  Begriff  des 
vollständigen  Systems  noch  ausführlicher  zurück. 

Es  mögen  in  den  Gleichungen  (lOj  die  r  Parameter  p^,  p,,,  ■  •  •  p^ 
we.seutliche  sein.     Seien 

Vy  =f.M\  P')  ] 

<■  (>:=  1,  2,  ••■  n), 

n.y'=fy,{n\p"v 

irgend  zwei  Transformationen  der  Schaar  (10);  denken  wir  inis  die- 
selben hintereinander  ausgeführt,  d.  h.  bilden  wir 

(13)  ri^^  =  fM'  P")         <'^  =  ^.V-«), 

so  werden  die  Transformationen  der  Schaar  (lOj  eine  Gruppe  bilden, 
wenn  die  componirte  Transformation  (13)  allemal  auch  der  Schaar 
selb.st  angehört,  d.  h.  wenn  man  hat 

/,('/' ii>")  =  /.G;l/^)     (''=i,2,...„), 


l.'i.').    Dil!  allyoiiKMUo  liiKiare  Grupiie.  1;") 

wo  die  j)'^\  )}'^\  ■  •  ■  ;/■"  wolilbestimmte  Fuiictionon  der  j)^,  ]),',  ■  ■  ■  j/, 
J'i  7  J';"f  '  '  '  Pr'  •'^i'K^l-  Diese  Gruppe  heisst  dann  nacli  Herrn  Lie  eine 
r-gliedrige  continnirliche  Tränst  ormationsf^ruppe,  und  es 
stellen  dann,  wie  leicht  einzusehen  ist,  auch  die  durch  Auflösunji^  der 
Gleichungen  (10)  entstandenen  Gleichungen  (llj  eine  r-gliedrige  con- 
tinuirliche  Transformationsgruppe  dar.  Wenn  insbesondere  diese  letz- 
tere Gruppe  mit  der  ursprünglichen  identisch  ist,  so  enthält  also  die 
durch  die  Gleichungen  (10)  dargestellte  Grn])pe  zu  jeder  ihrer  Trans 
formationen  aucli  deren  inverse,  sie  besteht  aus  paarweise  iuversen 
Transformationen,  und  enthält  folglich  aucli  die  identische  Trans- 
formation 

fj     =  1]  (x=  1,2,  ■  ••  n). 

Mit  Benutzung  dieser  Terminologie  können  wir  also  sagen:  Die 
Gleichungen  (8)  (S.  7)  stellen  uns  (falls  die  a.^  durch  die  Unglei- 
chung (9)  beschränkt  werden,  was  wir  im  Folgenden  stets  still- 
schweifjend  voraussetzen,  wenn  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  her- 
vorgehoben  wird)  eine  n  -gliedrige  coutinuirliche  Transformationsgruppe 
L  mit  paarweise  inversen  Transformationen  dar. 

An  dieser  Gruppe,  der  sogenannten  allgemeinen  (homogenen) 
linearen  Gruppe  von  n  Veränderlichen,  lassen  sich  einige  der 
fundamentalen  Begriffe,  deren  Einführung  man  Herrn  Lie  verdankt,  in 
besonders  einfacher  Weise  erläutern;  wir  brauchen  die  Gruppe  L  zu 
diesem  Zwecke  nur  mit  den  Entwickelungen  des  zweiten  Abschnittes 
in  Vei'bindung  zu  setzen. 


135.    Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe.     Erweiterung. 
Differentialinvarianten.     Infinitesimale  Transformation. 

Indem  wir  vorläufig  von  der  Differentialgleichung  (A)  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  abstrahiren,  betrachten  wir,  wie  in  der  Nr.  14,  die 
Vu  Vi}  ■  ■  ■  y,,  ^^  irgendwie  gegebene  monogene  Functionen  von  x, 
zwischen  denen  keine  homogene  lineare  Beziehung  mit  von  x  unab- 
hängigen Coefficienten  besteht. 

Die  homogene  lineare  Differentialgleichung 

(1)  (-  i)"^(y,  vv  y-n  •  ■  ■  Vj  =  ^, 

der  (vergl.  Nr.  14)  die  y^,  //.,,  •  •  •  //^  Genüge  leisten,  wird  dann  auch 
durch  alle  Functionen  \i^^\  befriedigt,  die  aus  den  [//  ]  durch  die  Trans 
formationen  der  Gruppe  L  hervorgehen,  und  wir  wissen  überdies,  dass 
die  Coefficienten   von  (1),  d.  h.  die  Determinantenquotieuten 
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(2)  /)     =  (—   1 ) (X  =  1,  2,  ■•  n) 

ab.solut  ungeäiuiert  bleiben,  wenn  wir  auf  die  \y  \  irgend  eine  Trans- 
formation der  Gruppe  L  ausüben,  d.  h.  wenn  wir  das  Fuudameutal- 
system  [y/^]  durch  irgend  ein  anderes  Fundamentalsystem  |  t]  ]  ersetzen. 
Diese  Determiuantenquotienten  sind  also  Invarianten  und  zwarDiffe- 
rentialinvariauteu  w'®''  Ordnung  unserer  Gruppe  L,  weil  sie  nicht 
nur  die  Grössen  [?/J  selbst,  sondera  auch  noch  deren  Ableitungen  bis 
zur  «**"  Ordnung  enthalten.  Aus  dem  in  der  Xr.  15  bewiesenen 
AppelTschen  Satze  folgt,  dass  jede  rationale  Function  der  |?/  ]  und 
ihrer  Ableitungen,  die  bei  den  Transformationen  von  L  ungeändert 
bleibt,  d.  h.  also  jede  Differentialinvariante  der  Gruppe  L,  als  rationale 
Function  der  p^,  j),^,  '  '  '  Pn  ^^^^  ihrer  Ableitungen  dargestellt  werden 
kann.  Es  werden  also  die  n  Determinantenquotienten  als  ein  System 
unabhängiger  Differentialinvarianten  von  L  bezeichnet  werden 
müssen. 

Wir  können  aber  die  Gruppe  L  leicht  durch  eine  andere  ersetzen, 
für  welche  die  Ausdrücke  (2)  nicht  mehr  Differeutialin Varianten,  son- 
dern wirkliche  Invarianten  sind.  Differentiiren  wir  nämlich  die  Glei- 
chungen 

n 
z  =  1 

die  uns  die  Gruppe  L  darstellen,  v-mal  nach  x,  so  bestimmen  die 
Gleichungen 

(4)  ^f^^^^^J^         (.  =  o,,2,...,, 

y.  =  1 

eine  Gruppe,  die  wir  nach  Herrn  Lie  die  v-mal  erweiterte 
Gruppe  L  nennen  und  durch  Z^'^  bezeichnen  wollen.  Die  Operationen 
der  Gruppe  i^'^  sind  also  Transformationen  des  Systems  der  n{v  -{-  1) 
Grössen 

y.  (;i  =  0,  1,  2,     ■  •  »  ;  1  =  I,  2,  •  •  •  ri)j 

eine  Differentialinvariante   v^"^  Ordnung  von   L  ist  demnach   eine   ein- 
fache Invariante    von    L  \   d.  h.   eine  Function   der   durch    die    Opera- 
tionen von  L'    transformirten  Grössen,  die  bei  Ausübung  irgend  einer 
Transformation  dieser  Gruppe  in  sich  selbst  übergeht. 
Bedeutet 

^[vv--  Vn^  Vi^  ■ '  ■  y,,'^  ■■■r  y\'\  •  •  •  y\?)  =  ^(y) 

eine  solche  Differeutialinvariante  v^"  Ordnung  von  L,  so  besteht  die 
Identität 
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(5)  R{y)  =  R(ri), 

wenn  die  rjf^  mit  den  y.'^  durch  die  Gleichungen  (4)  verknüpft  sind. 
Es  inuss  sich  folglich  die  Gleichung  (5)  durch  Elimination  der  a.^  aus 
den  Gleichungen  (4)  ergeben.  Da  aber  diese  Gleichungen  für  Werthe 
der  a.^,  die  der  Ungleichung  (0;  der  Nr.  132  (S.  7)  Genüge  leisten, 
offenbar  algebraisch  unabhängig  von  einander  sind,  so  ist  eine  Elimi- 
nation der  n'  Grössen  a.  nicht  möglich,  wenn  v  <  w  ist,  d.  h.  es 
kann  keine  Differentialinvariante  von  niedrigerer  als  der 
j^teu  Ordnuntr  ff  eben.  Für  v  =  n  ersieht  die  Elimination  der  cc. 
zwischen  je  w^ -|-  1  der  n(n-\-  1)  Gleichungen  (4)  genau  n  von  einander 
unabhängige  Beziehiuigen  zwischen  den  y^.  ^  und  den  r].  ,  entsprechend 
den  n  unabhängigen  Differeutialinvarianten  m'®''  Ordnung  (2). 

Wir  können  nun  leicht  ein  System  partieller  Differentialgleichungen 
aufstellen,  welches  durch  jede  Ditfereutialinvariante  v*®'  Ordnung  R{y) 
befriedigt  wird,  und  dessen  jede  Lösung  umgekehrt  auch  eine  solche 
Differentialinvariante  darstellt. 

Soll  nämlich  -R(?/)  eine  Differentialinvariante  v^''^  Ordnung  be- 
deuten, so  muss  -R(i?)  mit  R(y)  identiscli,  d.  li.  also  von  den  a.,^  unab- 
hängig sein.     Nun  ist  aber 

CÜin)  _       cRii])    ,        ,  Cjt{rf)    ,  ,      (V)  dB{r}) 

diese  Ausdrücke  müssen  also  für  i,  x  =  1,  "2,  ■  ■  ■  n  verschwinden.  Das 
auf  diese  Weise  entstehende  Gleichungssystem  ist  aber  offenbar  dem 
folgenden  äquivalent: 

'"^^^y^  _i_  y '  ^-^^y)  _j i_  „<")  "^^^y^ 

cy.    '^  ^y-     cy,:    "T"         '^  Jy-     cy^; 

(.-,  X  =  1,  2,  ■•     «) 

und  dieses  System  partieller  Differentialgleichungen  ist  also  dasjenige, 
dessen  Existenz  wir  behauptet  hatten.  Die  Thatsache,  dass  die  In- 
variante R{y)  der  Gruppe  Z^''  den  Gleichungen  (6)  genügt,  können 
wir  aber  noch  etwas  anders  aussprechen. 

Wenn  den  Coefficieuten  a.  der  Transformation  (4)  Werthe  bei- 
gelegt werden,  die  sich  von  den  der  identischen  Transformation  ent- 
sprechenden Werthen 

u.    =  8.   , 
wo  wie  gewöhnlich 

(J.    =  0     für  /  H=  5t,     d.=  1,         (I, x  =  i,2,  ■  »0 

gesetzt  wurde,  nur  unendlich  wenig  unterscheiden,  so  gehen  die  y.  in 
unendlich    wenig   von    denselben    verschiedene   Grössen    übei-,    oder   wie 

Schlesinger,   ])ilTerenlialgleichnnge:i.    11.  - 


(6)       yj^:^ +yrr:'' +■■■+!/:' '^!=^, 
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wir    saLTfu     wollen,    die    i/.^    erfahren    eine    inliiiitesimule    Traus- 
tormation. 
Sei 

€'=;^(A.  +  ''''.M'    er::': .:) 

eine  solche  infinitesimale  Transformation,  also  die  du.  unendlich  kleine 
Grössen,  so  ist 

x=l 

und  ii-gend  eine  Function  f\y)  der  yf^  verwandelt  sich  bei  Anwendung 
dieser  Transformation  in 

Das  Bestehen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (G)  besagt  also, 
dass  die  Function  B(y),  die  denselben  Genüge  leistet,  bei  den  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gruppe  X'''  ungeändert  bleibt,  und  zwar 
sehen  wir  zugleich,  dass  sich  alle  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  aus  den  n'  besonderen  zusammensetzen  lassen,  die  wir  erhalten, 
wenn  wir  der  Reihe  nach  immer  nur  ein  da.  von  Null  verschieden 
und  alle  übrigen  streng  gleich  Null  wählen.  Wir  bezeichnen  mit 
Herrn  Lie  diese  besonderen  n  infinitesimalen  Transformationen  durch 
die  Symbole 


/.  =0 


^  ''^-    c^ 


die    infinitesimalen    Transformationen    der    ursprünglichen    Gruppe    L 
werden  also  insbesondere  durch  die  Symbole 

^   ■'  ly'         ^y-  oy- 

darzustellen  sein. 

Wir  werden  sehr  bald  die  Begriffe  infinitesimale  Transformation 
und  Differentialinvariante  auch  für  die  allgemeinen  continuirlichen 
Gruppen  von  Transformationen,  wie  wir  sie  in  der  Nr.  134  (S.  13) 
definirt  hatten,  zu  erörtern  haben,  vorher  woUen  wir  aber  auch  den 
daselbst  dargelegten  Grupjienbegriff  noch  in  einem  wesentlichen  Punkte 
verallgemeinern.  Zu  einer  solchen  Verallgemeinerung  gelangen  wir 
ganz  naturgemä.ss,  wenn  wir  unter  dem  jetzt  gewonnenen  Gesichts- 
punkte der  Gruppentheorie  die  Analogie  einer  Differentialgleichung 
von  der  Form  (1)  mit  einer  algebraischen  Gleichung  n^"^  Grades,  die 
uns  schon  im  zweiten  Abschnitte  «releitet  hatte,  näher  in's  Autre  fassen. 
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130.    Analogie  mit  algebraischen  Gleichungen.    Rationale  Differential- 
functionen  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems. 

Wir  hatten  schon  in  den  Nrn.  14  tt'.  chiraiif  hingewiesen,  dass  die 
Deterininautenquotienteu  (2),  oder  wie  wir  jetzt  allgemein  sagen  können, 
die  Differentialinvarianten  der  Gruppe  L  in  Bezug  auf  die  n  Functionen 
Vu  y^j  ■  ■  '  Vn  ^^^^  ähnliche  Rolle  spielen,  wie  die  symmetrischen  Func- 
tionen von  n  unbestimmten  Grössen  in  der  Algebra.  Weiter  können 
wir  jetzt  die  Gruppe  L  der  Gruppe  der  n!  Permutationeu  von  n  Un- 
bestimmten gegenüberstellen  und  dann  Folgendes  erwägen. 

Für  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  war  es  von  ausser- 
ordentlicher Wichtigkeit,  dass  Lagrange,  Van  dermo  n  de  und  Cauchy 
nebst  den  symmetrischen  Functionen  noch  andere  Functionen  der  w 
unbestimmten  Grössen  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zogen,  solche 
Functionen  nämlich,  die  nicht  bei  allen  Permutationen  ungeändert 
bleiben.  Betrachtet  man  eine  derartige  Function,  so  scheiden  sich  die 
n\  Permutationen  in  solche,  die  eine  Aenderung  der  Function  bewirken 
und  in  solche,  bei  denen  die  Function  invariant  bleibt.  Die  letzteren 
bilden  dann  wieder  eine  Grupi)e,  die  als  Untergruppe  in  der  Gruppe 
der  n\  Permutationen  enthalten  ist,  und  die  Anzahl  der  Permutationen 
dieser  Untergnippe  ist  ein  Theiler  r  von  w!.  Die  betrachtete  Function 
genügt  dann  nebst  allen  aus  ihr  durch  die  n\  möglichen  Permutationen 

hervorgehenden    Functionen    einer    Gleichung    vom    Grade    y ,    deren 

Coefficienten  symmetrische  Functionen  sind,  und  man  nennt  dann  diese 
Gleichung  eine  Resolvente  der  Gleichung,   deren  Wurzeln  die  n  un 
bestimmten  Grössen  sind,  von  denen  man  ausging. 

WoUen  wir  diesen  Gedankengang  auf  unsere  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  übertragen,  so  können  wir  mit  Herrn  Vessiot  an 
Stelle  der  invarianten  Functionen  (2)  andere  Functionen  der  i/^,  ^Z.^,  •  •  •  y„ 
und  ihrer  Ableitungen  betrachten,  und  dann  nach  derjenigen  Unter- 
grappe  der  Gruppe  L  fragen,  die  dieselben  ungeändert  lässt.  Indem 
wir  in  die  Erörterung  dieser  Frage  eintreten,  können  war  zunächst  eine 
Vereinfachung  derselben  Platz  greifen  lassen. 

Sei  nämlich 

irgend  eine  rationale  Function  der  y,^  und  ihrer  Ableitungen  bis  zur 
j^teu  Ordnung  oder,  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  eine  rationale  Diffe- 
rentialfuuctiou  der  y^,  dann  kömien  wir  uns,  falls  v>« — 1  ist, 
die   Ableitungen    von    höherer    als    der    (n —  1  y*""  Ordnung    durch    die 
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Ableitungen  bis  zur  (ti — 1)*^°  Ordnunu^  und  die  2^,  •  ■  •  P„  nebst  deren 
Ableitungen  ausgedrückt  denken.     Auf  diese  Weise  werde 

^U/)  =  R(y„  ■  ■  ■  y,,  ■  ■ .  ?/;-^  •  • .  yl"-";  p^,  ■ . .  •  y>,)  =  R{r.  p), 

wo  also  jetzt  i?(y;  p)  die  Ableitungen  der  ?/^  nur  bis  zur  [n  —  1)'*" 
Ordnung,  dagegen  im  Allgemeinen  noch  die  p  und  ihre  Ableitungen 
enthält. 

Da    es    sich    wesentlich    um    die   Untersuchung    derjenigen   Trans 
forraationen 

(9)  .f>=2'''-^'*     0=»:'--) 

x=  1 

handeln  wird,  die  eine  solche  rationale  Differentialfunction  ungeändert 
lassen,  so  wollen  wir  annehmen,  die  Transformation  (9)  habe  in  Bezug 
auf  9i(y)  diese  Eigenschaft,  so  dass  also 

ist.  Dann  ist  aber,  da  die  p^,  ■  •  p^^  nebst  ihren  Ableitungen  bei  allen 
Transformationen  der  Gruppe  L  nngeändert  bleiben,  aucli 

(10)  Bir,  p)  =  R(ri-  p), 

und  zwar  muss  diese  Gleichung  eine  in  den  y  nebst  ihren  Ableitungen, 
sowie  in  den  p^  nebst  ihren  Ableitungen  identische  sein.  Wäre  das 
nämlich  nicht  der  Fall,  so  könnte  die  Gleichung  (10)  als  eine  Diffe- 
rentialgleichung von  (n — l)*^""  Ordnung  etwa  für  y^  aufgefasst  werden, 
d.  h.  aber,  da  y^  ein  sonst  willkürliches  Integral  der  DiÖerentialglei- 
chung  (1)  ist,  es  gäbe  eine  Differentialgleichung  (w  —  l)*^""  Ordnung, 
der  sämmtliche  Integrale,  also  auch  das  allgemeine  Integral  von  (1) 
Genüge  leisten.  Das  ist  aber  nicht  möglich,  da  das  allgemeine  Integral 
von  (1)  n  wesentliche  willkürliche  Constanten  enthält. 

Wenn  also  '?fi{y)  bei  Ausübung  der  Transformation  (9)  ungeändert 
bleibt,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  R(y^  p),  und  zwar  ist  es  dabei 
gleichgültig,  ob  wir  die  in  dem  letzteren  Ausdrucke  auftretenden 
2^\j  •  ■  •  Pn  ^^^  deren  Ableitungen  wirklich  als  Functionen  von  x  auf- 
fassen, oder  ob  wir  dieselben  durch  irgendwelche  Constanten  ersetzen. 

Hierauf  und  auf  die  in  der  Nr.  135  (Ö.  17)  gemachte  Bemerkung, 
dass  es  keine  Differentialinvariante  von  niedrigerer  als  der  w*^"  Ordnung 
der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  L  geben  könne,  lässt  sich 
ein  einfacher  Beweis  des  bereits  an  derselben  Stelle  (S.  16)  erwähnten 
Satzes  gründen,  des  Satzes  nämlich,  dass  jede  Differentialinvariante 
von  L  rational  durch  die  p^,  ;>.,,  •  ;>  und  deren  Ableitungen  dar- 
gestellt werden  kann. 
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Sei  nämlich  91  (y)  eine  Diö'erentialinvariunte  von  L,  dann  gilt,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  das  Gleiche  auch  von  dem  Ausdrucke 

Jliy-  p); 

dieser  enthält  aber  die  Ableitungen  der  y^,  y,^,  •  ■  ■  y^^  höchstens  bis 
zur  (n  —  1)*"''  Ordnung,  er  wäre  also  eine  Ditferentialinvariante  (n  —  1/*' 
Ordnung  von  L  und  eine  solche  kann  es  nicht  geben.  Also  darf  Rfy;  p) 
die  y  ,  y^^,  •  •  •  y^^  und  ihre  Ableitungen  überhaupt  nicht  mehr  enthalten, 
das  heisst,  dieser  Ausdruck  ist  eine  rationale  Function  der  2\f  P.^,  ■  '  ■  P„ 
und  ihrer  Ableitungen. 

Wir  lernen  dadurch  zugleich  eine  Methode  kennen,  um 
für  eine  vorgelegte  Differentialinvariante  von  L  ihren  Aus- 
druck in  den  2\,  P^i  '  '  '  Pn  wirklich  herzustellen.  Man  hat  näm- 
lich nur  die  Ableitungen  der  y^  von  höherer  als  der  (n  —  1/"°  Ord- 
nung wegzuschaÖen,  dann  müssen  die  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung 
von  selbst  herausfallen. 

Zufolge  der  vorhin  angestellten  Erwägungen  können  wir  uns  auf 
die  Untersuchung  von  Difterentialfunctionen  (« —  1/"  Ordnung  be- 
schränken, deren  Abhängigkeit  von  den  x\,  •  •  •  2^„  ^^i  vielen  Fragen 
auch  ausser  Betracht  gelassen  werden  kann. 

Die  Gesammtheit  der  Transformationen  (9),  die  eine  solche  ratio- 
nale Difierentialfunction  -R(yj  ungeändert  lassen,  bildet  ofienbar  eine 
Gruppe  @.  Um  die  Transformationen  dieser  Gruppe  zu  charakterisiren, 
denken'  wir  uns  in  die  Gleichung 

(11)  R{y)  =  i2(>j) 

für  die  t^J.  ^  ihre  Ausdrücke  (9 )  eingesetzt  und  dann  nach  den  y.^  und 
deren  Ableitungen  geordnet.  Da  die  Gleichung  identisch  bestehen  soll, 
so  müssen  die  einzelnen  Coefficienten  verschwinden,  es  wird  sich  also 
eine  gewisse  Anzahl  von  einander  unabhängiger  algebraischer  Be- 
ziehuntren zwischen  den  a.  ergeben,  deren  Bestehen  nothwendig  und 
hinreichend  dafür  ist,  dass  die  Transfonnation  (9j  ilie  Function  jR(?/) 
ungeändei-t  lässt. 

In  dem  n  -fach  ausgedehnten  Gebiete  der  a.  bestimmen  diese  Be- 
Ziehungen  ein  gewisses  algebraisches  Gebilde,  welches  seinerseits  in 
gewisse  irreductible  Theilgebilde  zerfallen  kann.  Die  Anzahl  dieser 
irreductiblen  Theilgebilde  ist  jedenfalls  eine  endliche  und  jedem  ein 
zelnen  entspricht  eine  bestimmte  Stufenzahl.  Das  heisst,  wenn  wir 
ein  solches  irreductibles  Gebilde  herausgi-eifen,  so  können  wir  uns  das- 
selbe dadurch  gegeben  denken,  dass  die  n  Grössen  a.^  als  algebraische 
Functionen    von    gewissen    unabhängigen   Parametern    dargestellt    sind: 
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(He  Anzahl  dieser  Parameter  bestimmt  die  Dimension,  diese  Anzahl 
von  »'  subtrahirt,  die  Stufenzahl  des  Gebildes. 

Von  vorneherein  müssen  wir  die  Möglichkeit  zulassen,  dass  das 
CTOsammtirobilde  in  irreductible  Theile  von  verschiedener  Stnfenzahl 
zerfällt.     Seien 

(12)  «,.  =  4'^  K'.  •  ■  •  0     "=.,=,-.. 

(.,  X  =  1,  2,  •  •  ■  n) 

die  Gleichungen,  die  uns  jene  sämmtlichen  irreductiblen  Theilgebilde 
darstellen,  so  dass  also  v  die  Anzahl  der  Theilgebilde  und  )i'  —  r  die 
Stufenzahl  des  dem  Index  j  entsprechenden  Gebildes  ist.  Dann  sind 
die  7'  Schaaren  von  linearen  Transformationen 


(13)       ,,,.=2'^;i:«.  ■•■<)!/. 


(;  =  1,  2,  ••..) 
/  z  \    X    '  r:  f  V  r. 

X=l 

(i  =  1,  2,  •  ■•  n) 

diejenigen,  bei  welchen  die  Differentialfanction  JR(t/)  ungeändert  bleibt-, 
natürlich  hat  man  sich  dieselben  noch  durch  die  analogen  Transforma- 
tionen für  die  Ableitungen  der  y^  erweitert  zu  denken.  Diese  Trans- 
formationen (13)  bilden  nun  die  Gruppe  @,  und  zwar  ist  dies  offenbar 
eine  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen.  Da 
die  sämmtlichen  Transformationen  von  %  in  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  L  enthalten  sein  müssen,  so  sagen  wir,  %  sei  eine  Unter- 
gruppe von  Z,  und  da  ferner  in  den  Definitionsgleichungen  von  % 
die  Parameter  Q^"'^  algebraisch  eingehen,  so  sprechen  wir  von  einer 
algebraischen  Untergruppe  ®  von  L. 

Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  Gin^ippen  von  Transformationen, 
die  nicht  mehr  durch  ein  Gleichungssystem  dargestellt  werden  können, 
sondern  zu  deren  Definition  eine  endliche  Anzahl  von  Gleichungs- 
systemen erforderlich  ist.  Für  den  so  verallgemeinerten  Gruppenbegriff 
wollen  wir  nun  einige  der  fundamentalen  Lie'schen  Sätze  kennen  lernen. 
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137.    Li e 'sehe    Sätze    über   Transformationsgruppen.     Anzahl   der 
wesentlichen  Parameter  und  infinitesimale  Transformationen. 

Wir  legen  den  folgenden  Betrachtungen  eine  durch  die  v  Gleichungs- 
systeme 

((■  =  1,  2,  •  •  ■  n)  (.;  =  1,  2,  •  ■  ■  i) 

definirte  Gruppe  G  zu  Grunde,  deren  Transformationen  einander  paar 
weise  als  inverse  zugeordnet  sein  mögen,  wobei  wir  natürlich  voraus- 
setzen, dass  in  jeder  dieser  v  Schaaren  von  Transformationen  die  ge- 
schriebenen Parameter  wesentliche  sind,  und  dass  keine  dieser  Schaaren 
schon  in  einer  anderen  derselben  enthalten  ist. 

Denken  wir  uns  die  beiden  Transformationen  unserer  Gruppe 

hintereinander  ausgeführt,  so  gehört  die  so  entstehende  Transformation 

(15)  g,.  =  /^«(^;)...^;),  „«>...„»>) 

ebenfalls  zur  Gruppe  und  enthält  scheinbar  r^  -|-  >•.  Parameter.  Die 
Anzahl  der  wesentlichen  Parameter  der  Transformation  (15)  kann  aber 
nicht  grösser  sein,  wie  die  grösste  der  Zahlen  r^,  r.,,  •  •  •  r,  und  nicht 
kleiner  wie  die  grössere  der  beiden  Zahlen  r  ,  r, .  Wenn  also  r  und  r, 
beide  gleich  der  gi-össten  unter  den  Zahlen  r^,  r,,  ■  •  •  r^  sind,  so  hängt 
die  Transformation  (15)   auch   tjenau   von  r   =  r,  Parametern  ab.    Be- 

^        /  o  y.  I, 

zeichnet  also  r  diese  grösste  Zahl,  so  bilden  diejenigen  Transformations- 
schaaren  von  G,  die  von  r  wesentlichen  Parametern  abhängen,  schon 
für  sich  eine  Gruppe  F  mit  paarweise  inver.sen  Transformationen,  die 
demnach  eine  Untergruppe  von  G  ist. 

Seien   die   den  Werthen  j  =  1,  2,  ■•  •  ji    entsprechenden   Schaaren 
(14)  diejenigen,  aus  denen  sich  F  zusammensetzt,  also 

dann  betrachten  wir  zuvörderst  diese  Gruppe  genauer. 
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Sei 
(16)  '/,=/1"^(y!a) 

eine  Transformation  von  F,  dann  gehört  anch  die  inverse  Transformation 

(17)  ,/,=i^r(i?io) 

zu  dieser  Gruppe.     Bilden  wir  min 

wo    £,,■••  «,.   irgendwelche    hinreichend    kleine    Grössen    bedeuten,   so 
gehört  auch  die  Transformation 

zur  Gruppe  F.    Entwickeln  wir  die  rechten  Seiten  dieser  Transformation 
nach  Potenzen  von   £,,•••£     und  bezeichnen   den   Ausdruck,    der  aus 


da, 


(A  =  1,  2,  •  ••  r) 


entsteht,  wenn  wir  für  die  y.  ihre  Ausdrücke  (17)  einsetzen,  durch 

ftlilu     ■■^..<'  ■■■<)- V^XriW), 
so  erhalten  wir 

(18)  e,.  =  ';,  +  ^9>;:'(^!a)6,  +  [.J„ 

A  =  l 

wo  \s,],  einen  Ausdruck  andeutet,  der  in  den  £,,•••£  von  zweiter 
oder  höherer  Dimension  ist.  Nehmen  wir  die  e^^  unendlich  klein,  so 
stellen  die  Gleichungen  (18)  eine  infinitesimale  Transformation 
dar,  die  zur  Gruppe  F  gehört;  wir  schreiben  dieselbe,  indem  wir 


^.  =  ^C 

(A  =  1,  2, 

•  r) 

t,-- 

-  >?,  =  dv, 

('■  =  1,  2,  • 

■n) 

setzen,  in  der  Form 

dv.=2cp[%c,)da^r- 

A  =  l 

Diese  infinitesimale  Transformation  lässt  sich  aus  den  r  einfacheren 

(19)  drj.  =  q};;^.{ri  a) rfaj;'  (a  =  i. 2,  •  d 

zusammensetzen.  Wenden  wir  diese  auf  irgend  eine  Function  f{r]^,  •  ■  •  V„) 
an,  so  verwandelt  sich  fir^^,  ■  ■  ■  i]J  in 
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wir  werden  ihiriim  mit   Herrn  Lie  die  Ausdrücke 

1  =  1 

als  Symbole  der  infinitesimalen  Transformationen  (19)  ansehen. 
Hat    man    überhaupt    ;•    infinitesimale    Transformationen,    die    die 
j/j,  u„,  •  •  ■  y„  in  unendlich  wenig  davon  verschiedene  örö.ssen 

verwandeln  und  für  welche 

^h,  =  i',  ,(y,  j  •■■  y,)  fl\         <''  =  1. 2.  ■  ■  '■) 
ist,  wo   die   da,    irgendwelche    unendlich  kleine   Grössen   bedeuten,    so 
kann  man  diese  Transformationen  durch  die  Symbole 

cf 


^J'=^i-'u(.yi^---yn)j^. 


(h  =  1,  2,  •  •  •  r) 


darstellen,  welche  den  jenen  Transformationen  entsprechenden  Aeude- 
iimgen  einer  beliebigen  Function  f(y^,  '  '  '  yj  pi'oportional  sind.  Man 
sagt  dann,  diese  r  infinitesimalen  Transformationen  seien  von  einander 
unabhängig,  wenn  kein  System  von  Gleichungen  der  Form 


^^^Hiiyv  y^  ■■■yj  =  ^ 


(i  ==  1,  2,    •  •  n) 


besteht, 'in  welchem  die  e^^  constante,  d.  li.  von  den  y^,  -  ■  ■  y^  unab- 
hängige Grössen  bedeuten,  die  nicht  sämmtlich  verschwinden,  oder  was 
dasselbe  ist,  wenn  die  dl^f  keiner  Relation  von  der  Fonn 

^^Ä/  =  ^-^ 

A  =  l 

genügen.     Bedeuten   dann  l^,  l,^,  ■  ■  ■  l^  willkürliche    von   den  y.  unab 
hängige  Parameter  und  setzen  wir 

A  =  l 

so  stellen  uns  die  Gleichungen 

(20)  ri^  =  y,.  +  tC{y-^)  +  ^-  ^6^,)  +  •  •  •, 

(f  =  1,  2,  ■  •    n) , 

WO  t  eine  unabhängig  veränderliche  Grösse  bedeutet,  eine  Schaar  von 
Transformationen  dar,  die  scheinbar  von  den  Parametern  f,  l^,  l,,,  ■  ■  ■  l^ 
abhängt.  Da  diese  r  -{-  1  Parameter  aber  nur  in  den  Verbindungen 
tl^,  tl^,  •  •  •  tl^.  auftreten,  so  hängen  die  Transformationen  (20)  in  Wirk- 
lichkeit  nur  von   r  Parametern  ab,   wir  können   also   unbeschadet   der 
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A  llgemeiuheit  /  =  1  wählen  und  die  Gleichungen  (20)  in  der  Form 
schreiben 

(21)       ,,,  =  ,,,  +^l,*,fy)  +^^rl  3f«(*„'!/0  +  ■  ■  ■  ■ 

A  =  l  A  =  l    f/  =  l 

Aus  der  Unabhängigkeit  der  infinitesimalen  Transformationen  3t'^/' 
folgert  man  nun  leicht,  dass  die  ;•  Parameter  in  der  Transformations- 
schaar  (21)  wesentlich  sind. 

Hieraus  erschliesst  Herr  Lie  den  für  die  folgende  Untersuchung 
wichtigen  Satz: 

Enthält  eine  Schaar  von  Transformationen  die  r  will- 
kürlichen Parameter  l^,  l^y  '  '  '  K  ^^^^  lauten  die  Gleichungen 
dieser  Transformationen,  nach  Potenzen  der  l^,  l^,  •  •  •  l^.  ent- 
wickelt, 

r 

%  =  y,  +^h^'>,i(yv  •  •  •  2/J  +  ihl^ 

A  =  l 

haben  ferner  die  t,^f(yif  '  '  '  ?Ai)  ^^^  Eigenschaft,  dass  die  r  in- 
finitesimalen Transformationen 

(=1 
von    einander    unabhängig    sind,     so    sind    die    r    Parameter 
/,?,-••  /    in  den  gegebenen  Transformationen  wesentlich. 
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Differentialgleichungen  genügen. 

Zu  den  in  unserer  Gruppe  F  enthaltenen  infinitesimalen  Trans- 
formationen (19)  zurückkehrend,  beweisen  wir  zunächst,  dass  dieselben 
für  willkürliche  Werthe  der  Parameter  a\^  von  einander  unabhängig  sind. 

Wäre  das  nämlich  nicht  der  Fall,  so  müssten  sich  r  von  den 
Vi)  V^>y  '  '  '  Vn  unabhängige  Grössen  Cj,  e^,  •  •  ■  e^  finden  lassen,  für 
welche  die  Beziehung 

/,  =  1      J  =  1 
d.  h.  mit  anderen  Worten  die  Gleichungen 

(22)  ^c,,<p':!{rj\a)  =  0  (.  =  1.2,...,,. 

/,  =  1 
erfüllt    sind.     Nun    kann    aber    für   willkürliche  Werthe   der    Q^"'   Jiein 
Gleichungssystem  von  der  Form 


138.    Sätze  über  besondere  Transformationsschaarcn. 


2'=^.(»r''-  '>'"')  ""k- •■".:<'- ■■"'1=0 

(i  =  1,  2,        n) 

bestehen,  in  welchem  die  %,,  von  den  -q^,  V-^f  '  '  '  '^n  unabhängige  Func- 
tionen der  aj"'  bedeuten;  denn  setzte  man  darin  für  die  r].  ihre  Werthe 
aus  den  Gleichungen  (IH)  ein,  so  wäre 


A  =  l  * 


Ax)  Jy.) 


d.  h.  aber  nach   Nr.  134  (S.  14),  die   Q^  ,  •  ■  •  a^    wären  keine  wesent- 
lichen Parameter. 
Bedeutet  also 


1  1    ■  /•  r 

ein  allgemeines  Werthesystem  der  Parameter  Q^^\  so  sind  die  r  infini- 
tesimalen Transformationen 

e  =  1 

für  jeden  Wei*th  x  =  l,  2,  ■  -  -  (i  von  einander  unabhängig. 
Setzen  wir  nun  z.  B.  für  x  =  1 

so  sind  die  /•  infinitesimalen  Ti-ansformationen 

(23)     ?ij{n„  ■  ■  ■  1.)  =  ^  U%,  ■  ■  ■  V.)  §^^      ,.-M,... 

i==  1 

von  einander  unabhänmjx. 

Nehmen   wir   ferner  die  Transformation,   die  aus  (18)  hervorgeht, 
wenn  daselbst 

gesetzt  wird. 


^,  =  v,-^^UvK  +  l^l, 


und  componiren  dieselbe  mit  der  willkürlichen  Transformation 

(t=l,  2,    ••  n) 

von  F,  wo  ä*  ,  •  •  •  ä]'^  ein  willkürliches  aber  bestimmtes  Werthesystem 
der  a^ ,  •  ■  •  a^     und    <Jj,  •  •  •  S^    beliebige    hinreichend    kleine    Grö.ssen 
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bedeuten,  so  können  wir  die  &.  nach  Potenzen  der  d^,  •  •  d^.  entwickeln 
und  erhalten  (vergl.  S.  24) 

SO  dass  also  die  componirte  Transformation,  die  offeu])ar  auch  zur 
Gruppe  r  gehören  muss,  die  Form 

(24)  ».  =  ,,,.  +  2" *, S. ,(l)  +  ^\ V[1(.V I S)  +  U,. ,  *,, ], 

annimmt.  Diese  Transformation  enthält  die  2r  Parameter  £,,•  e,,  ■  ■  ■  e  , 
dj,  d.,,  ■  ■  ■  d^,  von  diesen  können  aber,  da  (24)  zur  Gruppe  F  gehört, 
nur  r  wesentlich  sein. 

Auf  Grund  des  in  der  vorigen  Nummer  (S.  26)  erörterten  Satzes 
schliessen  wir  hieraus,  dass  unter  den  '2r  infinitesimalen  Transforma- 
tionen 

/  =  1  /  =  1  ' 

nur  r  von  einander  unabhängige  sein  können-,  da  aber  die  3t'^/,  wie 
wir  bewiesen  haben,  unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  sich  die 


für  alle  Werthe  von  x  =  1,  2,  •  ■•  pb  und  für  jedes  beliebige 
Werthesvstem,  welches  den  Parametern  q'''',  •  ■  •  o^'*'  zuertheilt 
wird,  durch  die  r  infinitesimalen  Transformationen  X,^/'  in 
der  Form 

1=1  '     </ = 1 

darstellen  lassen  müssen;  hierin  sind  die  Z/M^^  >  '  '  '  "^r  /  ^^' 
stimmte  Functionen  der  Parameter  ai^K  •  •  •  0.^"^ 

1    '  r 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  (p^^^l(r]\a)  können  diese  Glei 
chungen  in  der  Form 


aaw        ^ 


v  =  l 

(/  =  1,  2,  ■  •    n) 


oder  endlich,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (16),  in  der  Form 
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('^)  0.  =  i^  =<n  K'>  ■  •  • »';')  2,,(^, ,  ■  •  ■  n.)   <•■  - ..  V . .. 

*       ,/ = 1 

geschrieben  werden.     Da.s  heisst: 

Die  Gruppe  F  enthält  genau  y  von  eiiiiuider  miahliängige 
i  M  t'i  n  i  t<' si  m a  1  e  Trans  f'o  nn  a  t  i  o n e n 

^Jiy^,  --yj  =^%a{yv  ■  ■  ■  yj |^     c^^^,   «-), 
1=1 

und  die.se  sind  .so  beschaffen,  dass  jede  der  Schaaren 

aus  denen  sich  F  zusammensetzt,  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (25)  erfüllt. 

Wir  müssen  nun  eine  Reihe  von  Sätzen  kennen  lernen,  die  sich 
auf  Schaaren  von  Transformationen  beziehen,  welche  Differentialglei- 
chungen von  der  Form  (25)  erfüllen.     Sei  also 

V,-  =  ffyi,  y,,  ■■  ■  y,Mi,  ■  ■  •  ^)      ('  =  1.2. ■•■") 

eine  Schaar  von  Transformationen   mit  den  r  wesentlichen  Parametern 
n  ,  •  ■  •  a .,  die  ein  System  von  Differentialgleichungen  der  Form 

befriedigen;  dann  lässt  sich  zunächst  zeigen,  dass  die  Determinante 

nicht  identisch  verschwinden  kann. 

Wäre  nämlich  diese  Determinante  gleich  Null,  so  müsste  ein 
System  von  Gleichungen  der  Form 

/i  =  i 
für  i  =  1,  2,  ■  •  •  «  bestehen;  dies  widerspräche  aber  der  Voraussetzung, 
dass  die    o  ,  ■  •  ■  a     wesentliche   Parameter  sind.     Es   lassen    sich   also 

1 '  r 

die  Gleichungen  (2(\)  nach  den  |  .  auflösen;  sei 

(27)    i^A^p  •  •  •  vj =^%>x^v  ■  ■  ■  K)  va,     C=I;2:  ■«)' 

/,  =  1 
dann  ist  natürlich  auch 

{g,  I.  =  1,  -A  •  ■  ■  r)  . 
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Hieraus  alk'in  folgt  schon,   dass  die  r  intinitesimalen  Transforraationeii 

1  =  1 
von   einander   unabhängig   sind,    da   sich    aus   dem    Bestehen    von    Glei- 
chungen 

A  =  l 

mit  von  den  ?/j,  •  •  •  tj^  unabhängigen  Coefficienten  e^^  die  partielle 
Ditterentialgleichung 

r  r  -  j, 

V  Ve  a  ,(a,,  •  .  •  Q  )---  =  U 

y=l    h=l 

für  die  n  Functionen  i]^,  ■  ■  ■  iq^  ergeben  würde,  im  Widerspruche  mit 
der  Voraussetzung,  dass  diese  die  Q,,  •  •  •  a^.  als  wesentliche  Parameter 
enthalten. 

Denken  wir  uns  nun  the  Gleichungen 

%  =  /",(  2/ |a)         (.  =  1,2,  -n) 
nach    den   y.  aufgelöst: 

dann  ist  identisch 

2/,  =  ^,(A(^'a),  •.-/•„(?/ a)a„---a^). 
Differentiiren  wir  diese  Gleichungen  nach  a,,  so  kommt 

^iF,{n\a)  cfj{y\a)        cF,{n\a)  _  ^^ 

2j       ^Vj  Sa,.      "•"       Sa, 

J  =  i 

multipliciren  wir  mit  cc^Ja^,  ■  ■  ■  Q^,)  und  summiren  über  It  =  \,2,-r, 

so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (27) 

^,    ,  ^cF.ina)    ,    ^  dF,{n\a) 

Diese  Gleichungen  sind  Identitäten,  wenn  man  in  denselben  die  rj. 
durch  f.(y  a)  ersetzt;  da  sie  aber  die  y^,  y.-,,  •  •  •  !/„  gar  nicht  enthalten, 
so  sind  sie  an  sich,   d.  h.  in   den  tj^,  rj,,,  ••'»?„  selbst   identisch. 

Die  Functionen  F^,  F,^,  ■  ■  ■  F^  befriedigen  also  das  System 
von   r   partiellen   Differentialgleichungen 

(28)  2'U''.'    ■•'".' r!;' +2* ^.(''.''>')^^'=^    <.=.,V  ... 


139.    Vollständige  .Systtme.  .'j1 

Diese  DifFerentialgleichungeii  siml  /.uiiiii-li.st   von   tiuuntlei-   unab- 
hängig, denn  sie  gestatten  zufolge  von 

eine  Auflösung  nacli   den 

cF  c  F 

ferner  sind  auch  die  n  Lösungen  jF,  ,  F,,  •  •  •  F    derselben  unabhäntrii' 
da  die  Functionaldeterminante  dieser  Lösungen  nach   den  ?/     7;.^^  ■  ■     1] 

oF,  i 

=      o^       =i=  0  (ij  =  1,  2,  •  •  •  n) 


dr]j 


K 


drij 

ist.  Um  diese  Eigenschaft  der  partiellen  Differentialgleichungen  (28) 
gehörig  verwerthen  zu  können,  müssen  wir  einige  Bemerkungen  über 
die  sogenannten  vollständigen  Systeme,  von  denen  schon  oben 
(S.  14,  Nr.  l.'»4)  vorübergehend  die  Rede  war,  einschalten. 

139.    Vollständige    Systeme.     Continuirliche  Gruppen   werden   durch 
infinitesimale  Transformationen  erzeugt. 

Seien  q^  Gleichungen  gegeben  von  der  Form 

(I)         Z,f=  Z,    -..^^  +  Z..,>^  H ^  Z.    '^  =  0      (;.  =  i,2,...vo)- 

wo  die  Z,  wohlbestimmte  Functionen  der  «,,  ic^,  ■  ■  ■  u  bedeuten. 
Diese  Gleichungen  seien  von  einander  unabhängig,  d.  h.  das  recht- 
eckige System  der  Coefficienten 

(zo     C:;;t;..'») 

sei  vom  Range  q^  (es  muss  natürlich  {/(,  ^  s  vorausgesetzt  werden). 

Befriedigt  eine  Function  /"(Mj,  •  •  •  u^  die  Gleichungen  (I),  so  muss 
sie  off'enbar  auch  den  Gleichungen 

und  folglich  auch  den  Gleichungen 

(II )        z,  (z^(n)  -  X  (z,.(/ 1)  =  0     ('• " = v„  '«) 

Genüge  leisten.  Nun  sind  aber  die  linken  Seiten  der  letzteren  Glei- 
chungen, die  wir  kürzer  durch  die  Symbole 

(Z„  Z^)t  =  z,.{z,if))  -  ^A^Jf)) 

bezeichnen  wollen,  auch  wieder  homogene  lineare  Differentialausdrücke 
erster  Ordnung,   da  die  Ableitungen   zweiter  Ordnung  sich  wegheben, 
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niul  es  kann  nun  möglich  sein,  dass  sich  unter  den  Gleichungen  (II) 
gewisse  fiudeu,  die  von  einander  und  von  den  Gleichungen  (I)  unab- 
liänijiLr  sind.     Wenn  das  der  Fall   ist,   so    fügen  wir  diese  Gleioliungen 

Z       .n  =  o,  ...    if       (/)=o 

dein  Systeme  (I)  hinzu  und  verfahren  mit  dem  so  gebildeten  Systeme 
von  7y  -f"  7i  Gleichungen  ebenso  wie  vorher  mit  dem  Systeme  1 1 ).  Setzen 
wir  diesen  Process  fort,  so  muss  sich,  da  nicht  mehr  wie  s  dieser 
Gleichungen  von  einander  unabhängig  sein  können,  endlich  ein  System 

ail)  Z^{f)  =  0,     Z,(/-)  =  0,    •••     ^(0  =  0 

ergeben,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Gleichungen 

{Z  ,  Z^^f  =  ()  (.v,  /<  =  1,  2,  ■•  •  V ;  .</  +  /') 

schon  eine  Folge  der  Gleichungen  (III)  selbst  sind,  d.  li.  also,  dass 

/  =  1 

ist,  wo  die  yb  ,.  wohlbestimmte  Functionen  der  u,,  ■  ■  •  u    bedeuten. 

Ein  solches  System  von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  nennt  man  nach  Clebsch  ein  (/-gliedriges  voll- 
ständiges System.  Die  von  Jacobi  begründete  Theorie  dieser 
Systeme  lehrt  nun  den  folgenden  Fundamentalsatz: 

Ein  5-gliedriges  vollständiges  System  in  s  unabhängigen 
Variabein   besitzt   stets   genau   s  —  q   unabhängige    Lösungen 

M?        i»y     '   '   '        I.H  —  q'l 

eine  willkürliche  Function  ^(f\,  f],,  ■  ■  •  f^^,)  dieser  Lösungen 
genügt  dann  auch  dem  vollständigen  Systeme,  und  umgekehrt 
lässt  sich  auch  jede  Lösung  desselben  als  Function  der 
f  ,  f. ,  •  •  ■  f  darstellen.  Haben  andererseits  q  von  einander 
unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  in  s  unabhängigen  Variabein  genau  s  —  q  unab- 
hängige Lösungen  gemein,  so  bilden  sie  ein  (/-gliedriges  voll- 
ständiges System,  und  sind  s  —  q  von  einander  unabhängige 
Functionen  von  s  Variabein  vorgelegt,  so  giebt  es  stets  ein 
7-gliedriges  vollständiges  System,  dessen  Lösungen  diese 
Functionen  sind. 

Die  in  der  Nr.  138  (S.  31)  ausgesprochene  Eigenschaft  des 
Systems  (28_)  partieller  Differentialgleichungen,  welchem  die  P'unctionen 
F,F,    •    F    irenütjen,   Ix-diiiirt  also,   dass   die   Gleichungen   (28),   in 
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denen    die    n  -\-  r    unabhängigen    Variabeln    7/^,  •  •  •  t;  ,  a^,  •  •  •  u     vor- 
kommen, ein  r-j^l iedrii^cs  vollständic^es  System   hild(Mi. 
Setzen  wir 

r 

^ a  ,(q.,  •  ■  ■  a  )  ' '  =  A  f. 

so  sind  die  Gleicliungen  [2'^)  in  der  Form 

!>l  F=^  F-\- A  F=()        (.7  =  1,2,     r) 

9  '  .7 

darstellbar.     Da  sie  ein  vollständiges  System  bilden,  müssen  Gleichungen 
(\ft  ,  9.,)F  =  y  ^  ,   (77,,  ■  •  •  7;  ,  a,,  •  •  •  a  )5^  F 

.7'  /l  '  X    /  .7/l(J       '1'  '«'         1'  /•'^         1 

(J  =  l 

(.7, /<  =  1,  2,  ••■y;  ?  +  -''), 

WO  die  %',,_^^  wohlbestimmte  Functionen  ihrer  Argumente  sind,  für  jede 
Function  F  der  r  -f-  n  unabhängigen  Variabein  t]  •  ■  •  t],,  üj,  •■  ■  ü^ 
bestehen. 

Schreiben  wir  diese  Gleichungen  in  der  Gestalt 

(X  ,  X,)F-{-(A  ,  A:)F=  y»  ,  i"  i<'+  y ^  ,    A  F, 

a  =  l  ./  =  1 

so  zerfallen  dieselben  in  die  beiden  Systeme 
(29)  .  (i*  ,  ?l,)F=  y#  ,   3e  F, 

CT=1 


(30)  {A^,A,)F=^^,^,^^A^F 

ff=i 
Die  letzteren  Gleichungen  (30)  zerfallen  weiter  in 


A[u,)  —  Aau     )=yo-,   u  (.7, /-, /(  =  1, 2,  •  •  • /•), 

0  =  1 

und  aus  diesen  lassen  sich,  da  die  Determinante 

a        I  4=  0  (a,;<i  =1,2,  •••r) 

ist,  die  %■  ,  ausrechnen:  wir  erkennen  hieraus,  dass  die  0-  ,  nur 
blosse  Functionen  der  o^,  a.,,  ■  ••  a^.  sein  können,  d.  h.  dass  sie  von  den 
Vi)  V-f  '  '  '  V,,  unabhängig  sind.  Dies  festgestellt,  differentiiren  wir  die 
Gleich imgen  (29)  nach  den  a  ,  so  kommt 

U  =  y'^*^X    F  (^,/,,.,  =  l,2,...r); 

o  =  l  ^ 

da  aber  die  X^F  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen sind,  so  müssen  die  Coefficienten  dieser  Relationen 

Sclilösi  n  ger.  DifiTereutialgleichuqgeu.    II.  li 
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seiu.  d.  b.  die  i^  ,  sind  auch  von  den  ü,,  •  •  •  ii  unabhänorior,  sie  sind 
folglich  einfacb  Oonstanten. 

Hat  man  also  eine  Scbaar  von  Transformationen 

mit  den  r  wesentlichen  Parametern  a, .  •  ii  .  die  Differentialgleichungen 
von  der  Form  (26)  (S.  29)  befriedigen,  so  bestehen  zwischen  den  infini- 
tesimalen Transformationen  H^f  Relationen 

(31)  a;,  .v,)/-=2'^.*A/'    '-*='-^   ^' 

(7  =  1 

mit  Constanten  Coefficienten  c  ,  . 

Herr  L  i  e  hat  nun  den  folgenden  wichtigen  Satz  bewiesen.  Wenn  r 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  i'^/'  (a  =  i,i  r) 
vorafelegt  sind,  die  Relationen  von  der  Form  (oli  mit  constanten 
Coefficienten  erfüllen,  imd  wir  bilden  ivergl.  S.  2^6,  Gl.  21  !  die  r 
wesentliche  Parameter  /^,  /^,  •  •  /^  enthaltende  Schaar  von  Transforma- 
tionen 

.'.  =  1  A  =  l  jj  =  l 

SO  constituiren  diese  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen,  von  der  man  sagt,  sie  sei  durch  die 
r  infinitesimalen  Transformationen  }ij'  erzeugt.  Wenden  wir  diesen 
Satz,  auf  dessen  Beweis  wir  nicht  eingehen,  auf  unsere  Gruppe  F  an, 
so  können  wir  Folgendes  erschliessen. 

Wir  haben  bewiesen,  dass  die  aus  den  u  Schaaren  (16»  (Nr.  137, 
S.  24)  gebildete  Gruppe  F.  deren  Transformationen  paarweise  zu  ein- 
ander invei"s  sind,  genau  r  xmabhängige  infinitesimale  Transformationen 
y.J'(k  =  i,i,r^  enthält;  diese  müssen,  wie  wir  aus  dem  Bestehen  der 
Differentialgleichimgen  (25)  auf  Grund  der  eben  gewonnenen  Ergeb- 
nisse schliessen  können,  Relationen  von  der  Fonn  .  31  i  erfüllen.  Also 
erzeugen  dieselben  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  H  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen,  und  diese  muss  folglich  in  der  Gruppe  F 
als  Untergruppe  enthalten  sein:  d.  h.  eine  der  u  Schaaren  (16) 
muss  geradezu  mit  dieser  r-gliedrigen  continuirlichen  Gruppe 
H  übereinstimmen. 

Ist  insbesondere  u  =  1.  d.  h.  wird  die  Gruppe  F  durch  eine  einzige 
Schaar  von  Transformationen  definirt,   so  ist  F  mit  H  identisch,  d.  h. 


140.    Zusaniinciisi'tzuiif,'  rincr  (inipix,'.  3.') 

jede  r-jrliedrifiH'  t-oii  t  i  ii  ii  i  rl  i  c  he  (ini|)i»r  mit  |)aii  rweise  inver- 
seii  'l'riinsforiinitioiifii  ciitliält  «^Tuau  r  von  eiiiuiHler  uiiab- 
hüiigige  infiniti'siiiialf  'riaiistd  riiiat  ioiu'ii,  von  (Iciieii  si»i  er- 
zeugt wird. 

So  wird  /.  P>.  tue  allgemeiiu'  lineare  Gruppe  L  von  den  n  infini- 
tesimalen Tran.sforinationen  (vergl.  S.  18) 

erzeugt. 

Im  all<^emeinen  Falle  fi>  1  ist  H  offenbar  die  einzige  in  F 
enthaltene  ;^gliedrige  Gruppe,  die  von  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt  wird. 

140.    Zusammensetzung   einer  r-gliedrigen  Gruppe.     Ausgezeiclmete 

Untergruppen.    Fundamentaleigenschaft  der  betrachteten  allgemeinen 

Transformationsgruppen. 

Ehe  wir  nun  weiter  auf  die  Erörterung  der  Gruppe  6r  eingehen, 
machen  wir  noch  einige  auf  r-gliedrige  continuirliche  Gruppen  mit 
paarweise  inversen  Transformationen  bezügliche  Bemerkungen. 

Sei  H,  eine  solche  Gruppe  und  seien  X,^/"  {/<  =  i,  2,  •  o  die  dieselbe 
erzeutjenden  infinitesimalen  Transformationen,  zwischen  denen  die  Glei- 
chungen  (31)  bestehen. 

Je  drei  der  infinitesimalen  Transformationen  ?i^f  erfüllen,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  die  sogenannte  Jacobi'sche  Identität: 

((*;,  U  X)  +  (d-,,  ij,  X,)  +  (iX,,  x;,),  X,)  =  o 

(r,,/,,j  =  l,2,--  r). 

Hieraus  folgen   durch  zweimalige  Benutzung   der  Gleichungen  (31)  die 
Formeln 

y  y  (c    ..  .  -f  c, .  c    +  c.  c ,  )X  /*=  0; 

^j     X  ,   \  g/ia    ajT     I        hja    n<jt     '       jga    altt/      t'  ' 

fT=l    t  =  l 

also  bestehen,  da  die  X^/'  von  einander  unabhängig  sind,  zwischen  den 
Constanten  (\  ^^  ^^  die  Beziehungen 

r 

^^  (c  ,   c  .  4-  c, .  c      -{-  c.    c  ,   )  =  0, 

/  ,   \  gha    ajt    '       hja    agr     '       jga    ohr'  ' 

a  =  l 

zu  denen  noch  die  unmittelbar  evidenten 

C   ,      -}-  C,     ,  =  0  (r  =  l,  2,  •••r) 

gbr      •        hgt 

hinzutreten.     Wie   Herr  Lie    gezeigt    hat,    gilt    auch    der  umgekehrte 

3* 
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Satz,  dass,  wenn  ^vwisse  Constanten  f  ^^^^  bekannt  sind,  die  diese 
Relationen  befriedigen,  aucb  stets  r  infinitesimale  Transformationen 
Xj'  (A  =  i.  2,  /■)  gefunden  werden  können,  die  die  He/ielinngen  ( iU ) 
erfüllen  und  folglieh  eine  >--gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Die  Constanten  e^^^^^  bestimmen  die  Ziisaiunienset/auig  der 
r-gliedrigen  (irujijie  H.  Die  Bedeutung  derselben  tritt  in  den  folgenden 
Lie'scben  Sätzen  hervor,  die  wir  ebenfalls  ohne  Beweis  iuif Uhren. 

Die  m  <  r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen von  H, 

r 
hl  ^^      hg      <ji 

WO  die  e,  Constanten  bedeuten,  erzeugen  dann  und  nur  daini  eine 
w-gliedrige  Untergruppe  von  H,  wenn  sich  alle 

(  1"^  ,    Y.)  (A,  j  =  1,  2,  ■•  ■  m ;  h  ^j) 

durch  die  1"^  allein  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  dar- 
stellen lassen.  Die  Werthesysteme  e^^^,  für  welche  dies  der  Fall  ist, 
setzen  sieh  aus  den  c  ,^  ^  mittelst  algebraischer  Operationen  zusammen. 
Wir  führen  hier  einen  für  die  ganze  Gruppentheorie  fundamen- 
talen Begriff,  den  der  ausgezeichneten  oder  invarianten  Unter- 
gruppe ein.  Hat  man  irgend  eine  Gruppe  //  von  irgendwelchen 
Operationen  und  ist  y  eine  Untergruppe  von  </,  transformirt  man  dann 
die  Operationen  von  y  durch  alle  möglichen  Operationen  S  von  //, 
d.  h.  bildet  man 

so  gehören  die  sämmtlichen  Operationen  der  Gesammtheit  y^  der 
Gruppe  (j  an,  und  bilden  offenbar  auch  wieder  eine  Gruppe,  also  eine 
Untergruppe  von  y.  Diese  sämmtlichen  Untergruppen  y^  nennt  man 
mit  y  gleichberechtigt  innerhalb  der  Gruppe  r/.  Wenn  nun  ins- 
besondere jede  der  mit  y  gleichberechtigten  Untergrui)pen  mit  y  selbst 
identisch  ist,  d.  h.  wenn  y  dui-ch  Transformation  mit  allen  Operationen 
von  ij  immer  in  sich  selbst  übergeht,  so  heisst  y  eine  ausgezeichnete 
oder  invariante  Untergruppe  von  y.  Eine  Gruppe  y  heisst 
einfach,  wenn  sie  ausser  der  identischen  Operation  keine  ausgezeich- 
nete Untergruppe  enthält,  im  entgegengesetzten  Falle  heisst  sie  zu- 
sammengesetzt. 

Seien  nun  Y^ /' (/i  =  i,2,  /«)  m  unabhängige  infinitesiniide  Transfor- 
mationen unserer  r-gliedrigen  Gruppe  i/,  die  eine  Untergruppe  7/'  der- 
selben erzeugen:  denken  wir  uns  die   Y^j'u,\.-i.      ,„\  durch   gewi.-^sc 
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ZU  einem  System  von  /•  nnabhüngigen  infinitesimalen  Transformationen 
von  //  ergänzt,  dann  ist  die  l'ntergruppe  H'  innerhalb  H  ausgezeichnet, 
wt'ini  die  sämmtlichen 

(Y  ,    y,  I  ;/    -1. -■..'.;  A  =  l,-J.  -r) 

dunli  die  Y    (3  =  1, 2,  •    ».)  allein  ausdrückbar  sind,  d.  h.  also  in  der  Form 

in 

iY„Y^)f=^^8,,,„YJ 

dargestellt  werden  können. 

Wir  kehren  jetzt  zu  der  aus  den  v  Schaaren  (14)  gebildeten 
Gruppe  G  zurück,  in  der  F  als  Untergruppe  enthalten  war.  Da  F 
die  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  H  enthält,  so  ist  H  auch  in  G 
enthalten.     Mögen  die  Transformationen 

diejenigen  sein,  die  die  Gruppe  H  definireu. 

Führen"  wir  nach  einer  Transformation  von  II  die  nicht  zu  H 
gehörige  Transformation 

(32)  .e,  =  /f(,„....,,  af,.--ai:;;)         .  =  i,v-.) 

von  G  aus,  so  erhalten  wir  in 

(33,^  ?,-  =  /f(/-;"(r"i,--/>«)i  <',••■<) 

wieder  eine  Transfonnation  von  G,  die  scheinbar  von  den  r  -\-  r^ 
I^irametern 

<\  ■  ■  ■  C  C  ■  ■  ■  < 

abhängt,  in  Wirklichkeit  aber  nur  r  wesentliche  Parameter  enthalten 
kann  (vergl.  Nr.  loT,  S.  23 ).  Da  die  Gruppe  H  die  identische  Trans- 
formation enthält,  reduciren  sich  für  besondere  Werthe  der  a^  ,  •  ••  Q^ 
die  ff\y  a)  auf  y.  («  =  i, 2,  n).  Die  Transformationsschaar  (32)  ist  also 
unter  der  Schaar  (33)  enthalten,  und  es  muss  folglich  nothwendig  (32) 
mit  (33)  identisch  sein,  d.  h.  es  ist  r^  =  r. 

Also  ist  in  allen  v  Schaaren  der  Gruppe  G,  (wenn  wir  uns 
eben  solche  Schaaren,  die  schon  unter  anderen  enthalten  sind,  von 
vornherein  weggelassen  denken)  die  Anzahl  der  wesentlichen 
Parameter  gleich  r,  d.  h.   G  ist  mit  F  identisch. 

Sei  nun  T  irgend  eine  Transformation  von  G]  betrachten  wir 
die  Transformationen 

T~'HT, 

so   ist   die   von   denselben  gebildete   Gruppe   auch   r-gliedrig   und   von 
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infinitesimalen  Transformationen  erzeugt,  sie  ist  also  mit  H  identisch, 
d.  h.  H  ist  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  G. 

Die  Gruppe  G  hat  also  die  folgende  Gt'stalt:  Sie  besteht  erstens 
aus  den  Transformationen  der  continuirlichen  Gruppe  H  und  ferner 
noch  aus  v  —  1  Schaaren  von  der  Form 

wo   Tj.  T,,     ••  7'^_,  Transformationen  bedeuten,  für  welche 
T~'HT  =  H        (x  =  i,2,      v-i) 

X  y. 

ist. 

Wir  behalten  die  Bezeichnung  continuirliche  Gruppe,  in  dem 
Sinne  wie  sie  in  der  Nr.  134  (S.  Ib)  eingeführt  wurde,  bei,  verstehen 
also  unter  einer  continuirlichen  Gruppe  stets  nur  eine  solche,  die  durch 
ein  System  von  Gleichungen,  welche  von  gewissen  stetig  veränder- 
lichen Parametern  abhängen,  defiuirt  wird.  Die  allgemeinen  Gruppen, 
zu  deren  Definition  t'  >  1  Systeme  von  Gleichungen  erforderlich  sind, 
hat  man  wohl  auch  als  gemischte  Gruppen  bezeichnet:  wenn  es  sich 
darum  handeln  wird,  eine  derartige  Gruppe  etwa  im  Gegensatze  zu 
einer  abzählbaren  Gruppe  zu  charakterisiren,  so  werden  wir  einfach 
von  einer  Giiippe  sprechen,  die  continuirliche  Schaaren  von  Transfor- 
mationen enthält.  Die  charakteristische  Eigenschaft  einer  continuirlichen 
Gruppe  (mit  paarweise  iuversen  Transformationen)  besteht  darin,  dass  sie 
aus  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  wird.  Diese  infinitesimalen 
Transfonnationen  spielen  für  die  betrefi'ende  continuirliche  Gruppe  eine 
analoge  Rolle,  wie  für  eine  Gruppe  mit  endlicher  Basis  die  Elemente 
dieser  Basis.  Wir  heben  noch  ausdrücklich  hervor,  dass  eine  continuir- 
liche Gruppe  niemals  abzählbar  sein  kann,  es  sei  denn,  dass  sie  sich 
auf  die  identische  Transformation  reducirt. 


141.  Allgemeiner  Begriff  der  Invarianten  einer  continuirlichen  Gruppe. 
Transitivität  und  Intransitivität. 

Wenden  wir  die  bisher  erlangten  Ergebnisse  auf  die  lineare  Gruppe 
i3  an,  die  durch  die  v  Transformationsschaaren  (13)  (Nr.  136,  S.  22) 
definirt  worden  war,  so  ersehen  wir  also,  dass  die  Anzahlen  i\,  )\,,  ...  ^ 
der  Parameter  einander  gleich,  etwa  gleich  r  sein  müssen,  und  dass 
eine  der  Gleichungen  (13)  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gnippe  dar- 
.stellt,  die  von  r  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  wird.  Um 
nun  die  Beziehung,  in  der  die  Difi'erentialfunction  Biy),  von  der  wir 
ausgegangen  waren,  zu  der  Gruppe  @  steht,  darlegen  zu  können, 
wollen  wir  für  unsere  aus  den   v  allgemeinen  Transformationsschaaren 
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((■  =  1,  2,         /») 

gebildete  Gruppe  d  den  Begriff  der  Invariante  bez.  Differential- 
invariante erörtern. 

Eine  Function  Uiy^,  y^^  '  '  '  lf„)  ^^^'  wwbestimmten  Grössen  y.  heisst 
eint-  Invariante  von  G,  wenn  für  die  durch  die  Gleichungen  (34) 
(k'tinirten   r].  die  identische  Gleichung 

n»/,,  V.,  ■  ■  ■  vj  =  ^'(vv  z/2,  •  •  •  yj 

besteht.  Da  diese  Gleichung  auch  bestehen  muss,  wenn  die  ri.  aus  den 
y.  durch  eine  der  r  infinitesimalen  Transformationen  y.J'  hervorgehen, 
so  muss  jede  Invariante  von  G  den  r  partiellen  Differentialgleichungen 

(35)  •  '^hf=^^  (A  =  l,2,-.-,-) 

Genüge  leisten. 

In  der  That  verwandelt  sich  ( vergl.  Nr.  137,  S.  24)  eine  beliebige 
Function  /(//j,  •  •  •  yj  bei  Anwendung  der  infinitesimalen  Transformation 

in  den  Ausdruck 

f(yi,  ■  ■  ■  yj  +  '^""n^ly^  %J'Jv  ■  ■  ■  yn)^ 

i  =  l 

so  dass  also  das  Bestehen  der  pai-tielleu  Differentialgleichungen  (35) 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  darstellt,  dass  die 
Function  fiy^,  ■  ■  ■  //J  bei  den  infinitesimalen  Transfoi-mationen  X^f 
und  folglich  bei  den  Transformationen  der  durch  diese  erzeugten, 
/•-gliedrigen  continuirlichen  Gruppe  H  ungeändert  bleibt. 

Jede  Invariante  von  G  ist  offenbar  auch  eine  Invariante  von  H, 
aber  nicht  umgekehrt.  Verweilen  wir  also  einen  Augenblick  bei  der 
Betrachtung  der  Invarianten  der  /-gliedrigen  von  der  infinitesimalen 
Transformation  X^f  erzeugten  Gruppe  H. 

Soll  die  Gruppe  H  überhaupt  Invarianten  besitzen,  so  müssen  die 
partielleu  Diö'ereutialgleichungen  (35)  eine  Lösung  zulassen.  Aus  der 
Unabhängigkeit  der  infinitesimalen  Transformationen  X^f  folgt 
natürlich  im  Allgemeinen  noch  nicht  die  Unabhängigkeit  der  Glei- 
chungen (35),  da  zwischen  den  3t'^/"  sehr  wohl  eine  homogene  lineare 
Beziehung  mit  von  den  y^,  ■  ■  •  y„  abhängigen  Coefficienten  bestehen 
kann,  ohne  dass  eine  solche  mit  von  den  y^,  ■  ■  •  y^^  unabhängigen 
Coefficienten  statt  hat.  Seien  also  etwa  q  <  r  der  Gleichungen  (35) 
von  einander  unabhängig,  dann  bilden  dieselben  zufolge  der  zwischen 
den  }ij  bestehenden  Relationen  (31j  (S.  34)  ein  g-gliedriges  voU- 
ständij?es  Svstem. 
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Wenn  q  <  n  ist,  so  besitzt  dieses  vollständige  System  genau  n  —  q 
unabhängige  Lösungen 

Diese  sind  also  Invarianten  von  H,  und  jede  Invariante  von  H  lässt 
sich,  als  Lösung  jenes  vollständigen  Systems,  als  F'unction  dieser  n  — ■  q 
Invarianten  darstellen;  wir  sagen  darum,  die  letzteren  bilden  ein 
System  von  einander  unabhängiger  Invarianten  der  Gruppe  H. 

Ist  q  =  n,  so  besitzt  die  Gruppe  H  überhaupt  keine  Invariante; 
wir  können  dies  durch  einen  in  der  Gruppentheorie  sehr  bedeutsamen 
Tenninus  noch  etwas  anders  ausdrücken. 

Zunächst  stellt  sich  die  Thatsache,  dass  die  Gleichungen  (35)  ein 
(/-gliedriges  vollständiges  System  bilden,  so  dar,  dass  das  von  den 
Coefficienten  dieser  Gleichungen  gebildete  rechteckige  System 

vom  Range  q  ist.  Die  Gruppe  H  besitzt  also  dann  und  nur  dann 
keine  Invariante,  wenn  das  System  (36)  genau  vom  Range  n  ist. 

Die  Transformationen  von  H  lassen  sich  in  der  Form  schreiben 
(vergl.  S.  34,  Nr.  139) 

A  =  l  f,  =  l   n=l 

(/  =  i,  2,  •••«). 

Bezeichnen  wir  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  für  einen  Augen- 
blick durch  0.,  so  werden  dieselben,  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Jacobi,  dann  und  nur  dann  eine  Auflösung  nach  n  von  den  Para- 
metern /j,  Z.,,  ■  ■  •  l^  gestatten,  Avenn  für  n  dieser  Grössen,  etwa 

die  nach  denselben  genommene  Functionaldeterminante  der  0.  nicht 
identisch  verschwindet,  d.  h.  mit  andern  Worten,  wenn  das  rechteckige 
System 

genau  vom  Range  n  ist.     Für 

1^  =  1^  =  .. .  =  1^  =  0 

reducirt  sich  aber  dieses  System  auf  das  System  (36),  Wenn  also  der 
Rang  dieses  letzteren  gleich  ii  ist,  so  gilt  das  Gleiche  für  das  System 
(37 ),  d.  h.  in  diesem  Falle  können  die  Gleichungen,  welche  die  Trans- 
formationen von  H  darstellen,  nach  n  von  den  Parametern  l^^  aufgelöst 
werden. 
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Das  heisst  aber  mit  anderen  Worten:  für  ein  beliebiges  Werthe- 
system  der  y.  und  ein  ebenfalls  beliebiges  Werthesystem  der  ri.  lässt 
sich  stets  ein  Werthesystem  (eventuell  auch  mehrere)  der  Parameter  der 
Gruppe  angeben,  welches  eine  Transformation  der  (iruppe  liefeii:,  durch 
die  diese  beiden  Werthesysteme  ?/.,  ri.  in  einander  übergehen;  es  giebt 
also,  allgemein  zu  reden,  stets  Transformationen  der  Gruppe,  die  einen 
beliebigen  Punkt  (// )  der  »-fachen  complexen  Mannigfaltigkeit  in  einen 
beliebigen  anderen  Punkt  ebendieser  Mannigfaltigkeit  überführen.  Diese 
Eigenschaft  der  Gruppe  H  bezeichnet  man  dadurch,  dass  man  sagt, 
die  Gruppe  sei  transitiv,  im  entgegengesetzten  Falle,  d.  h.  wenn 
H  nicht  transitiv  ist,  heisst  sie  intransitiv. 

Der  Begi-iff  der  Transitivität  ist  zuerst  von  Cauchy  für  die  aus 
den  Permutationen  von  n  Elementen  gebildeten  Gruppen  eingeführt 
worden;  (.'auchy  nennt  eine  solche  Gruppe  transitiv,  wenn  durch 
Anwendung  ihrer  Permutationen  jedes  Element  au  die  Stelle  jedes 
anderen  Elementes  treten  kann.  Insbesondere  heisst  die  Gnippe  «^-fach 
transitiv,  wenn  ihre  Permutationen  es  ermöglichen,  m  beliebige  der 
n  Elemente  an  die  Stellen  von  m  beliebigen  anderen  zu  setzen. 

Entsprechend  dieser  letzteren  Bezeichnung  nennt  Herr  Lie  die 
Giaippe  H  einfach  transitiv,  wenn  es  im  Allgemeinen  auch  nur  eine 
Transformation  derselben  giebt,  die  einen  beliebigen  Punkt  (ij.\  in  einen 
beliebigen  anderen  (ri.)  verwandelt,  d.  h.  also,  wenn  die  Anzahl  der 
Parameter  der  transitiven  Giiippe  genau  gleich  n  ist. 

Ist  die  Gruppe  H  intransitiv,  so  lassen  sich  aus  den  Definitions- 
gleichungen derselben  Beziehungen  zwischen  den  y.  und  den  r^.  her- 
leiten, die  von  den  Parametern  unabhängig  sind.  Das  ist  stets  der 
Fall,  wenn  der  Rang  (£  des  Systems  (36)  kleiner  ist  wie  n.  In  diesem 
Falle  ist,  da  der  Rang  von  (o7 )  nicht  kleiner  sein  kann  als  g,  die 
Anzahl  der  von  den  Parametern  der  Gruppe  und  von  einander  unab- 
hängigen Beziehungen  zwischen  den  ij.  und  >;.,  die  sich  aus  den  Glei- 
chungen 0.  =  0  herleiten  lassen,  keinesfalls  grösser  wie  n  —  q.  Sie 
muss  aber  genau  gleich  n  —  q  sein,   denn   wir  kennen  ja  die   n  —  q 

unabhängigen  Invarianten  «j,  •  •  •  u^^ der  Gruppe  H,  welche  die  n  —  q 

von  einander  und  von  den  Parametern  der  Gnippe  unabhängigen 
Gleichungen 

liefera.     Wir  erschliessen  also  den  Satz: 

Ist  die  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  H  transitiv,  so 
hat  sie  keine  Invarianten.  Ist  sie  intransitiv,  so  hat  sie  die 
gemeinsamen  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichungen 
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(35)  zu  Invarianten;  in  die.'^em  Falle  lassen  sich  ans  den  De- 
finitionsgleichnngen  der  Grnppe  gewisse  von  einander  nnab- 
hängige  Kelationen  zwi.schen  den  ij.  nnd  den  >;  lierleiten,  die 
auf  die  Form 

"xC'/j,  •  •  •  //„)  =  ^^Mv  '  •  •  n,) 

gebracht  werden  können.  Die  »^(//^  •  •  •  //„)  bilden  alsdann  ein 
System  nnabhängiger  Lösungen  des  durch  die  Gleichungen 
(35)  bestimmten  vollständigen  Systems,  d.  h.  ein  System  von 
einander  unabhängiger  Invarianten. 
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Wir  fragen  nun,  welche  Invarianten  von  H  zugleich  Invarianten 
von   (i   sind. 

Da  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  G  von  den  ä'^/"  ab- 
hängig sind,  so  verwandeln  sich  die  }ij'  bei  Anwendung  irgend  einer 
Transformation  von  G  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst. 
Eine  Lösung  des  durch  die  Gleichungen  (35)  bestimmten  vollständigen 
Systems  muss  demnach  bei  Anwendung  irgend  einer  Transformation 
von  G  wieder  in  eine  Lösung  übergehen.  Also  verwandelt  sich  jedes 
Uy(iJi,  •  •  ■  y„)  in  eine  Function  der  n  —  (j  Lösungen  u^,  ■  •  ■  '(,,_,.  Da 
aber  die  u,{ji^,  ■  ■  •  i/j  für  die  Gruppe  H  Invarianten  und  die  sämmt- 
lichen  Transformationen  von  G  in  der  Form 


H, 


T,H, 


T.,H, 


H 


darstellbar  sind,  so  brauchen  wir  nur  die  Aenderungen  zu  betrachten, 
die   die    «, ,  •  •  •  u  _^  bei   Anwendung    der  speciellen   Transformationen 


T    T 


T     ,  erfahren. 
1 —  1 


Möge  durch   T    die  Lösung  U-iy^,  •  •  •  yj  übergehen  in 
dann  bilden  die  v  Transformationen 

^■(y)  =  «-xK(^);  •  •  ■  ^.-,(y))      (''=0,1,. ..,.-1), 

{,  =  1,  2,  ■    -«-y), 

woselbst 

zu  nehmen  ist,  offenbar  eine  Gruppe,  wenn  wir  die  Functionszeichen  (o.^ 
als  Operati ons.symbole  auffassen.  Jede  Function  der  n^,  u^,  ■  •  •  m^,_,  , 
die  bei  den  Operationen  dieser  Gruppe  ungeändert  bleibt, 
ist  dann   eine  I  n  ^■  a  r  i  a  n  t  e  v  o  n   G. 
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Da  nicht  jede  continnirliehe  Gruppe  Invarianten  hat,  so  ist  es 
von  Wichtigkeit,  den  Invarianlenbegriff  7ai  erweitern,  indem  man  die 
Differentialinvarianten  einführt.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  die 
y  y^,  •  •  •  //,,  als  Functionen  gewisser  unabhängiger  Variabein,  z.  B.  wie 
es  bei  unseren  auf  die  linearen  Difierentialgleichungen  bezüglichen 
Untersuchungen  der  Fall  ist,  als  Functionen  der  einen  unabhängigen 
Variabein  x,  und  bilden  uns  zunächst  die  Ausdrücke,  die  die  Ab- 
leitungen der  7^.  durch  die  y.  und  deren  Ableitungen  darstellen. 

Wenn  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  die  Transformationen 
der  r-gliedrigen  continuirlichen  Grappe  H  beschränken 

so  haben   wir  also   diese  Transformationsgleichungen  zu   diflFerentiiren, 

(39)      •  .j-  =y-^i,--, 

^      ■'  dx         X  I    cy^    dx  ' 

z^  1 

dann    stellen    die    Gleichungen   (38),  (39)    zusammengenommen    Trans- 
formationen in  den  2n  Grö-ssen 

dar,    die,   wie   leicht  zu   beweisen   ist,   eine   von   den   /•   infinitesimalen 
Transformationen 

''  '         ^^  »A/^^    cy.    1    ^yj      dx        dy. 

dx 
erzeugte   r-gliedrige   Gruppe   bilden;    man   nennt   die.selbe   die   einmal 
erweiterte  Gruppe  JEf;  wir  wollen  sie  durch  jff'^'  bezeichnen. 

Die  Zusammensetzung  von  R^^^  (Nr.  140,  S.  36)  ist  dieselbe, 
wie  die  der  Gruppe  H.  die  Invarianten  von  B}^^  heissen  Differential- 
invarianten erster  Ordnung  von  H.  Fahren  wir  so  fort,  indem 
wir  die  Ditferentialquotienten  der  ri.  etwa  bis  zur  .A^'®"  Ordnung  bilden, 
so  erhalten  wir  eine  Gruppe  in  den  i'N -\-  V)n  Grössen 

VV--    Vn^       dx'    '"      dx'    '"     dx""''    '"     dx""' 

die  von  den  r  infinitesimalen  Transformationen 

{h  =  1,  2,  ■  ■  •  /•) 

erzeugt  wird.     Die  Invarianten  dieser,   wie  man  sich  ausdrückt,   durch 
^- malige    Erweiterung    von    H   erzielten    Gruppe    H^'  '    sind    die 
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Lösungen  des  vollständigen  Systems,  welches  durch  die  partiellen 
Difierentialgleichungen 

bestimmt  wird;  sie  sind  Differentialinvarianten  N^^""  Ordnung 
der  ursprünglichen  Gruppe  H,  und  man  übersieht,  dass,  da  N  stets  so 
gross  gewählt  werden  kann,  dass  die  Anzahl  der  Variabelu  in  diesen 
Ditferentialgleichungen  grösser  ist  wie  ;•,  es  stets  möglich  ist  zu  einer 
gegebenen  r-gliedrigen  continuirlichen  (iruppe  Differentialinvarijinten  zu 
finden,  indem  nämlich  für  hinreichend  grosses  N  eine  iS'-mal  erweiterte 
Gruppe  noth wendig  einmal  intransitiv  werden  muss. 

Für  die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  ist  z.  B.  die  (w  —  l)-malige 
Erweiterung  L*"~^'  noch  transitiv,  die  »-malige  L  dagegen  intransitiv 
(vergl.  Nr.  IHö,  S.  17). 

Oifenbar  ist  jede  Ableitung  einer  Differentialiiivariante  nach  x 
selbst  wieder  eine  Ditferentialinvariante. 

Ebenso   vrie  H  kann   nun    auch    G    selbst    beliebig    oft    erweitert 
werden;  die  Differentialinvarianten  N^^'^  Ordnung  der  iS^-mal  erweiterten 
Gruppe  Ct"^^  werden   aus  den  Differentialinvarianten  von  IT'     in  ahn 
lieber   Weise    ausgesondert,    wie    wir    es    für    die    Invarianten    von    G 
beziehungsweise  H  auseinandergesetzt  haben. 
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Viertes  Kapitel. 

14."».    Algebraische  Untergruppen   der   allgemeinen   linearen    Gruppe. 

Infinitesimale  Transformationen.   Algebraische  Differentialgleichungen 

für  rationale  Differentialfunctionen. 

Wir  nehmen  nunmehr  die  Untersuchung  der  rationalen  Differential 
function   Ii{y)   wieder   auf  und   können  jetzt   die    Beziehung   von  R{y) 
zu  der  durch  die  Gleichungen 

B{y)  =  Biji) 

bestimmten  algebraischen  Untergruppe  @  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  L  dahin  charakterisiren^  dass  wir  sagen:  Hiy)  ist  eine  Diffe- 
rentialinvariante (w —  1)'""^  Ordnung  der  (n —  l)-mal  erweiterten  Gruppe 
%  ,  wobei  allerdings  stets  vor  Augen  zu  halten  ist,  dass  der  Aus- 
druck jR(?/)  noch  die  Invarianten  p^,  ■  ■  ■  p^  der  Gruppe  L  nebst  deren 
Ableitungen  enthalten  kann. 

Die  Gleichungen,  welche  die  Gruppe  ®  definiren,  seien 

(1)  ,,,=2'4f(af,.--a;'');,^        »  =  ,,.,... 

z  =  l 

(»■  =  1,  2,  •■     «); 

die  dem  j  =  1  entsprechende  Schaar  möge  die  in  ®  enthaltene  r  glie- 
drige  continuirliche  Gruppe  ,t)  darstellen,  welche  von  infinitesimalen 
Transformationen 

ac/  (A  =  l,2,.       r) 

erzeugt  wird. 

Diese  infinitesimalen  Transformationen  sind  natürlich  linear,  denn 
sie  setzen  sich  aus  den  n  infinitesimalen  Transformationen  der  allge- 
meinen linearen  Gruppe  L,  d.  h.  aus  den 

(f 
^^  cy. 

linear  mit  constanten  Coefficienten  zu.sammen.     Sei 

(2)  •^■./■=2'2'^'>'^-    "-■■^'  '■'•■ 
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dann  sind  also  die  im  allgemeinen  Falle  mit  b/,,t'/i)  "  "  "  V,,)  bezeichneten 
Functionen  einfach 

x  =  l 

Die  infinitesimalen  Transformationen  der  («  —  l)-mal  erweiterten  Gruppe 
©'""'•  lauten 

(3)    a:;"-'y = y  ye^'u,  '/  +  v  ye"\  ^'^  .^,  + . . . 

•  X  ix 


und  es  muss  demnach  Tl{ji)  eine  Lösung  des  Sj'stems  partieller  DiflFe- 
rentialgleichuugen 

(4)     y  y,(^!L  II  +  .-.  +  '^^/L  1=0    (,=.,...) 

sein.  Dies  giebt  uns,  falls  die  Function  liHj)  gegeben  ist,  ein  Mittel 
an  die  Hand,  um  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppen  © 
beziehungsweise  §  zu  finden. 

Setzen  wir  nämlich  in  die  Gleichungen  (4)  für  /"  die  Function 
jR(//)  ein,  so  müssen  diese  Gleichungen  identisch  erfüllt  sein.  Soll  eine 
Gleichung  von  der  Form 

■^^   "^^        f       ri?     .         ,rR  in  —  i)       cR      \         (. 

identisch  erfüllt  sein,  so  liefert  dies  eine  gewisse  Anzahl  linearer  homo- 
gener Beziehungen  zwischen  den  c  .,  vermöge  deren  sich  eine  gewisse 
Anzahl  dieser  Constanten  durch  die  übrigen  willkürlich  bleibenden 
homogen  linear  darstellen  lässt.  Führen  wir  die  so  gewonnenen  e  . 
in  den  Ausdruck 

I  X 

ein,  so  stellt  derselbe  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 
von    @    dar:    die    Factoren    der    willkürlich    gebliebenen    e  .  sind   die 

'  ~  X« 

Symbole  der  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen,  welche 
die  Gruppe  ^  erzeugen. 

Es  lassen  sich  aber  aus  den  partiellen  Difterentialgleichungen  (4) 
noch  weitere  wichtige  Eigenschaften  der  Function  li(y)  ableiten;  wir 
müssen  zu  diesem  Zwecke  vorerst  nachweisen,  dass  jene  r  partiellen 
Differentialgleichungen  .stets  unabhängig  von  einander  sind. 
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Wir  halu'ii  bereits  in  der  Nr.  DU")  (S.  ITtt'.)  da.s  System  von  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erwähnt,  welehe.s  durch  die  Ditterential- 
invarianten  der  allgemeinen  linearen   Grupjie  L  befriedigt   wird. 

Die  «"  von  einander  unabhänffitcen  intinitesimaleu  Tran.si'ormationen 

erzeugen  die  (n — l)-mal  erweiterte  Gruppe  X'"^,  und  die  Differential- 
gleichungen 

(5)  x|^"_-^y  =  o      (/,.=i,2,...«) 

müssen  folglieh  durch  jede  Invariante  von  L  '  befriedigt  werden. 
Diese  Differentialgleichungen  sind  offenbar  von  einander  unabhängig, 
denn  die  Determinante  ihrer  Coefficienten  ist  der  w*®"  Potenz  der  De- 
terminante 

-t»(t/,,  y,,  ••■  yj 

des  Fundamentalsystems  ?/j,  y,^,  ■  ■  ■  y  gleich.  Es  constituiren  folglich 
die  Gleichungen  (5)  ein  w"-gliedriges  vollständiges  System  in  den 
n    Variabein 

//>\  '  '  («  —  1)  (n  — 1) 

(6)  2/i,  •••  y„,  ?/i,  •■•?/„,  •••  y,     ,  ■■•  y„     , 

woraus  wir  beiläufig  schliessen  können,  dass  es  keine  von  diesen 
Variabein  abhängige   Invariante  von  L  geben  könne,  ein  Satz, 

den  wir  schon  in  der  Nr.  135  (S.  17)  bewiesen  und  dort  so  aus- 
gesprochen haben,  dass  es  keine  Differentialinvariante  von  niedi'igerer 
als  der  «*®°  Ordnung  der  Gruppe  L  giebt. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  von  @^"~^'  sind  zufolge  der 
Gleichungen  (2),  (3)  von  der  Form 

I  X 

und  da  dieselben  von  einander  unabhängig  sind,  so  ist  das  System  der 
r  ■  n    Elemente 

{€)    („:i;:t:::) 

genau  vom  Range  r.  Nun  sind  die  n  Gleichungen  (5)  von  einander 
unabhängig,  also  gilt  das  Gleiche  auch  für  irgendwelche  r  dieser 
Gleichungen;  wir  erhalten  also  auch  /•  unabhängige  Gleichungen,  wenn 
wir  mit  Hülfe  von  r  ■  n  Grö.ssen,  die  ein  System  vom  Range  r  con- 
stituiren, r  lineare  homogene  Verbindungen  der  Gleichungen  (5)  bilden. 
Es  sind  also  in  der  That  die  /•  Gleichungen  (4)  von  einander 
unabhängig,  dieselben  stellen  also  ein  genau  >--gliedriges  voll- 


48  IX.    Allgemeine  Gruppentheorie.    Kapitel  4. 

.ständiges  System  von  partiellen  Diftcrcntialgleiehnngen  in 
den  )!'  Variabein  ((>)  dar. 

Bilden  wir  nnn  die  suecessiven  if  —  r  ersten  Ableitnngen  der 
Dilterentialtiinction  it*(?/)  i^^^ch  x  und  ersetzen  in  den  so  entstehenden 
Ausdrücken  die  Ableitungen  der  y^,  deren  Ordnung  höher  ist  als  die 
(n —  1  V'\  durch  ihre  Werthe  dargestellt  mit  Hülfe  der  (ii — 1)  ersten 
Ableitungen  und  der  «,,  //  ,  ••  •  >>  nebst  deren  Ableitungen,  so  sind 
die  so  entstehenden  Ausdrücke,  die  wir  der  Reihe  nach  durch 

bezeichnen,  auch  DiÖ'erentialin Varianten  («  —  1  )*'''■  Ordnung  der  Gruppe 
©,  sie  befriedigen  also  ebenfalls  das  r-gliedrige  vollständige  System  (4). 
Dieses  System  besitzt  aber  genau  n'  —  r  von  einander  unabhängige 
Lösungen,  durch  dieselben  müssen  sich  also  die  n'  —  r  -f-  1  Lösungen 
R(y),     R^(y),  ■••  R,^,_^(y) 

darstellen  lassen.  Bezeichnen  wir  die  DifFerentialfunctiou  R(;y)  als 
Function  von  x  aufgefasst  durch  V,  so  ist 

(7)         B(j,)  =  r,   Ji^(y)  =  -,'■■  ii,,_Xy)  =  '—^'^ 

dx"^       ' 

die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  enthalten  die  n  Grössen  (0)  nur 
in  n'  —  r  von  einander  unabhängigen  Verbindungen,  es  muss  folglich 
möglich  sein,  zwischen  den  Gleichungen  (7)  jene  n'  Grössen  zu  elimi- 
niren.     Sei 

das  Resultat  dieser  Elimination,  wo  also  ^  eine  ganze  rationale  Func- 
tion seiner  Argumente  bedeutet,  mit  Coefficienten ,  die  sich  aus  den 
])  •  •  •  2^,1  wnd  deren  Ableitungen  rational  zusammensetzen,  dann  stellt 
uns  die  Gleichung  (8)  eine  algebraische  Differentialgleichung 
(n^  —  r)^"  Ordnung  dar,  der  die  Function  Ii{y)  genügen  muss. 
Bei  der  Bildung  dieser  Differentialgleichung,  beziehungsweise  der 
Gleichungen  (7),  wurde  nur  die  Eigenschaft  der  y^,  //.,,  •••?/„,  der 
Differentialgleichung 

(9)    (—  1 )  -^,7 s==y-{-PtV       -\-  •  ■  •  -\-  p.y  =  ^ 

\   /       V.         /       Z)(y^,  2/2'  ■••  y„)  '  " 

Genüge  zu  leisten,  benutzt. 

Die  Differentialgleichung  (8)  wird  also  aiicli  befriedigt 
werden  durch  jede  Function,  die  aus 

V=R(y) 
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hervorgeht,  wenn  wir  f  iir  !/.,'>/.,,  •■■  //^,  i  rgend  w  clehf'  ii  Lösungen 
der  linearen  Dif'i'erent  ialgleichung  (9)  setzen,  d.  h.  iilso  dnrch 

wo 

n 
x^  1 

ist,  und  die  u.     «;;ui/.  beliebige  Constanten,  auch  solche,  deren 
Determinante  verschwindet,  bedeuten   k()iinen. 


144.    Eigenschaften  der  algebraischen  Differentialgleichungen ,  denen 
die  rationalen  Differentialfunctionen  Genüge  leisten. 

Wir  dürfen  offenbar  die  linke  Seite  der  Difi'erentialgleichung  (8), 
d.  h.  also  die  ganze  Function   0,  als  eine  in  Bezug  auf  die  Grössen 

y    dF  d"''-''V 

im  algebraischen  Sinne  irreductible  Function  betrachten;  denn  sollte 
sich  O  nicht  gleich  von  vomeherei]i  in  irreductibler  Form  ergeben, 
so  müsste  einer  der  irreductiblen  Factoren  von  ^  für  V  =^  Pi{y)  ver- 
.schwinden.  und  da  die  Coefficienten  dieses  Factors  sich  rational  aus 
den  p  ,  ■  ■  ■  p^^  und  deren  Ableitungen  zusammensetzen,  so  würde  der- 
selbe auch  für    V  =^  Md])  verschwinden,  wenn  die  Determinante 

\u.     '  (/,>:  =  1,2,  ■••  H) 

der  [v  ]  mit  [7;  ]  verknüpfenden  Transformation  von  Null  verschieden 
ist.  Sofern  also  nur  solche  jR(ij)  in  Betracht  kommen,  die  aus  Riy) 
durch  die  Transformationen  der  Gruppe  L  hervorgehen,  könnte  jener 
irreductible  Factor  an  Stelle  von  $  der  Untersuchung  zu  Grunde  ge- 
legt werden. 

Diejenigen  Integrale  Biji)  der  Differentialgleichung  (H),  für  welche 
die  Deteinninante  der  u.  verschwindet,  sind  in  gewisser  Weise  als 
singulare  Lösungen  von  (8)  aufzufassen;  wir  wollen  danim  jedes 
Integi-al  -R(>/),  wo  die  r^j,  •  •  •  tj^  ein  Fundamentalsystem  constituirt-n, 
als  eine  nicht  singulare  Lösung  von  (8)  bezeichnen. 

Dann  ist  es  von  Wichtigkeit  zu  zeigen,  dass  eine  solche 
nicht  singulare  Lösung  keiner  algebraischen  Differential- 
gleich ung  von  niedrigerer  als  der  (w"  —  r)*®"  Ordnung  genügen 
kann,  deren  Coefficienten  ebenso  wie  die  von  (8)  i-ational  in 
den  p^,  •  •  ■  p^^  und  deren  Ableitungen  sind. 

Schles  in  ger,  Diffeientialgleichungen.    II.  4 
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Zunächst  ist  khir.  d;i.ss,  wi-iiii  (.'ine  nicht  singulare  Liisung  von  (8) 
einer  Ditferentialgleiehung  von  niedrigerer  als  ck'r  (n'  —  /•)*"'"  Ordnung 
Genüge  leisten  würde,  diese  DitJerentialgleiehung  /u  Folge  der  Unver- 
änderlichkeit  ihrer  Coefticienten  bei  den  Transformationen  von  L  auch 
durch  die  allgemeinste  nicht  singulare  Lösung  -R(>/)  befriedigt  werden 
müsste.  Nun  lässt  sich  aber  leicht  einsehen,  dass  diese  allgemeinste 
Lösung 

genau  von  (»"  —  r)  wesentlichen  Parametern  abhängt.    Es  gilt  nämlich 
ganz  allgemein  der  folgende  von  Herrn  Vessiot  herrührende  Satz: 

Setzt  man  in  eine  Function  Ii{y^,  y.^,  •  ■  •  yj  an  die  Stelle 
der  y^f-'-y,,  tlie  aus  denselben  durch  die  allgemeinste  Trans- 
formation 


(10) 


^,) 


einer  p-gliedrigen  Gruppe  hervorgehenden  transformirten 
Grössen  i]^,  ■  ■  ■  i]^^  ein,  so  hängt  der  Ausdruck  Ii(y]^,  ■  ■  ■  >/„) 
genau  von  q  —  r  wesentlichen  Parametern  ab,  wenn  Ii(y)  bei 
r  von  einander  unabhänoricpen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen  der  Gruppe  (10)  ungeändert  bleibt. 
Seien  in  der  That 


YJ  =  yi^„{i^,---yJ^,      ("=^>^. 


df 


^ 


^Vi 


C') 


Q   unabhängige    infinitesimale   Transformationen,    die    die    Gruppe   (10) 
erzeugen,  und  möge  Mix)  bei  den  r  <  ^  infinitesimalen  Transformationen 


(11) 


(y  =  1,  2,  •  •  ■  r) , 


wo  die  e^ji^   Constanten  bedeuten,  ungeändert  bleiben;  dann  ist  also 


1 


CT}. 


und  da  zufolge  der  in  der  Nr.  138  (S.  29)  bewiesenen  Sätze 


CT]. 


y^-  1 

sein    muss,    wo   die    «^    wohlbestimmte    Functionen    der    a,,  n.,, 
bedeuten,  so  haben   wir 
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^    yi'^     ''x^  1'     -"  {.>'  ^     dr].     ca^ 

/,  ^  1  X  =  1  I  -=  I 

Da  aber  ferner 


(a^~       ^     ?7j.     ca^ 


I  =  1 


ist,  (wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dnss  B('i/)  eine  Function 
der  ?/j,  ;//.,,  •••?/„  allein  sei;  sollte  es  noch  von  den  Ableitungen  der 
Y/j,  ■  •  •  1/^^  abhängen,  so  wären  die  analogen  Betrachtungen  für  die  er- 
weiterte Gruppe  (10)  anzustellen),  so  ergiebt  sich  endlich 

^e^^a,   (n,ci.„...a)^5^  =  0         (.=1.2,...  o. 

k=l  x=l 

Diese    partiellen   Differentialgleichungen    sind   von    einander  unab- 
hängig, denn  die  Determinante 

!«.  (a,,  •  •  ■  Q  )         (/,,x  =  i, 2, •••^) 

ist  von  Null  verschieden  und  das  System  der 

ist  vom  Range  r,  wenn  eben  die  infinitesimalen  Transformationen  (11) 
von  einander  unabhängig  sind.  Die  Function  R(i])  befriedigt  also, 
wenn  Ii{y)  bei  r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  p-gliedrigen  Gruppe  (10)  ungeändert  bleibt,  als  Func- 
tion der  Oj,  o„,  •  ■  ■  Q^  aufgefasst  /•  lineare  von  einander  unabhängige 
partielle  Differentialgleichungen,  und  man  übersieht  auch  sofort,  dass 
umgekehrt,  wenn  Ii{rj)  solche  r  partielle  Differentialgleichungen  erfüllt, 
ebensoviele  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  Gruppe  (10)  vorhanden  sein  müssen,  bei  deren  Anwendung  Ii(y) 
sicli  nicht  verändei't.  Nach  einer  in  der  Nr.  134  (S.  14)  gemachten 
Bemerkung  häncrt  aber  eine  Function  der  Q,,  ■  •  •  a  ,  die  r  von  einander 
unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen  erfüllt,  von  genau 
p  —  r  Functionen  dieser  Q,,  •  •  •  a    wesentlich  ab,  und  uniirekehrt:  unsere 

»>  l'  II  7,-1, 

Behauptung  i.st  sonach  als  bewiesen  anzusehen. 
Es  hängt  also  der  Ausdruck 

i^ivi,  %,■■•  n,),    i«x|  +  0, 

von  genau  n  —  r  wesentlichen  Parametern  ab,  da  R{y)  bei  den  r  in- 
finitesimalen Transformationen  von  ®  beziehungsweise  §  ungeändert 
bleibt;  diese  Parameter  spielen,  wenn  man  R[ri)  als  Lösung  der  Differen- 
tialgleichung (8)  auffasst,  die  Rolle  von  willkürliehen  Constanten. 
Eine  Function  von  x,  die  n  — r  willkürliche  Constanteu  enthält,  kann 

4* 
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aber  keiner  DiÖerentialgleichuni^  von  niedrigerer  als  der  (n"  —  ;•)**" 
Ordnung  genügen,  es  hat  also  die  Ditferentialgleiohnng  (8)  keines  ihrer 
nicht  singnlären  Integrale  mit  einer  Diiferentialgleiebung  von  niedrigerer 
Ordnung  und  vom  selben  Charakter  (so  drücken  wir  uns  kurz  aus, 
um  hervorzuheben,  dass  die  Coefficienten  der  Ditt'erentialgk'ichung  In- 
varianten der  linearen  Gruppe  L  sind)  gemein. 

140.   Rationale  DifiFerentialfunctionen,  die  zur  selben  Gruppe  gehören. 

Denken  wir  uns  für  eine  Differentialfunction  B,{y)  die  successiven 
n  ersten  Ableitungen  gebildet  und  aus  diesen  die  Ableitungen  der 
Vif  .'/.)>  '  '  '  y  y  deren  Ordiuingszahl  grösser  ist  wie  n — 1,  weggeschafft-, 
bezeichnen  wir  diese  Ausdrücke  durch 

so  ist  also,  wenn  wir  R{y)  als  Function  von  x  gleich  V  setzen, 

(12)  V=  R(y),    ^=  i2,(?/X   ■■■'^p  =  ^n^-(y)- 

Aus  diesen  n'  -\-  1  Gleichungen,  die  jedenfalls  mit  einander  verträglich 
sein  müssen,  lassen  sich  die  n"  Grössen 


(13)        Vr,--  y„> 


(Ix  '  dx  '  f7.x«-i  '  dx" 


allemal  elimiuiren;  es  wird  sich  aber  im  Allgemeinen  ereignen  können, 
dass  schon  die  .*?  -|-  1  ersten  dieser  Gleichungen  eine  Elimination  jener 
n'  Grössen  gestatten,  und  dann  genügt  R(y)  einer  algebraischen  Diffe- 
rentialgleichung s*^''  Ordnung  vom  selben  Charakter  wie  (8).  Es  muss 
also  die  kleinste  Zahl,  für  welche  eine  solche  Elimination  möglich  ist, 
mit  n'  —  r  übereinstimmen,  und  wir  können  somit  auf  Gi-und  unserer 
bisherigen  Untersuchungen  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bedeutet  s  die  kleinste  Zahl,  für  welche  aus  den  .s-  -\-  1 
ersten  der  Gleichungen  (12)  eine  Elimination  der  sämmt- 
lichen  n'  Grössen  (13_)  möglich  ist,  so  hängt  die  Function 

^iVv  ■  ■  ■  nj, 

woselbst 

r].=    y^a.   11,      la.   1=1=0  (f,x  =  i,  2,  •  ■  «) 

y.  =  l 

ist,  von  sjenau  s  wesentlichen  Pai-amcteiii  ab,  und  die  dui-ch 
die  Gleichung 

Fc{y)  =  R(i]) 
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definirte  Hl^chiaisc  lir  li  n  tci-^rii  ppc  dt'i-  allj^fiiiciiicii  linearen 
Grujipt'  L  enthält  <^enaii  n'  — 6'  von  einaiidei'  ii  na  Miängige 
i n f "in i t e s i m H 1  e  Trans t'o r ni a t i o n e n. 

Daraus,  dass  li{ij)  keiner  Ditterentialgleicliung-  von  niedrigerer  als 
der  (w  —  r)***"  Ordnung  genügen  kann,  schliessen  wir  nunmehr,  da.ss 
die  n  —  r  Functionen 

(14)  B{y),     R^(y),  •  •  •  i?„,_,._,Oy) 

ein  System  unabhängiger  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (4) 
(S.  46)  bilden.  Es  lässt  sich  folglich  jede  Lösung  dieses  vollständigen 
Systems  als  Function  der  Lösungen  (14)  darstellen.  Die  Lösungen 
von  (4)  sind  aber  nichts  anderes  als  die  Differentialinvarianten  (ji  —  1)*«' 
Ordnunjx  der  von  den  r  infinitesimalen  Transformationen  ?i^f  (//  =  i,2,  •  ;) 
erzeugten  Gruppe  ."p.  Bedeutet  also  S{ij^,  ?/,,,  •  •  •  y„)  eine  rationale 
Differentialfunction,  die  bei  den  Transformationen  von  §  nngeändert 
bleibt,  so  ist  S  als  Function  der  Lösungen  (14),  und  zwar  offenbar 
als  algebraische  Function  derselben  darstellbar. 

Falls  S  nur  die  Transformationen  der  r  gliedrigen  Gruppe  ip,  nicht 
aber  die  der  gesammten  Gruppe  05  zulässt,  kann  der  algebraische  Aus- 
druck von  S  durch  die  Functionen  (14)  auch  nicht  mit  Zuhilfenahme 
der  durch  die  Gleichung  (X)  definirten  Irrationalität 

d"'-'V 

auf  eine  rationale  Form  gebracht  werden. 

Wenn  dagegen  die  rationale  Differentialfunction  S  bei 
allen  Transformationen  von  Ö5  nngeändert  bleibt,  so  lässt 
sich  S  als  rationale  Function  von  JR(?/)  und  seinen  Ableitungen 
sowie  von  den  p^,  p„,    ■  ■  p„  nebst  deren  Ableitungen  darstellen. 

Man  köinite  dies  dadurch  beweisen,  dass  man  annimmt,  die  Func- 
tionen v/j,  ■  •■  ij^  von  X  seien  als  eindeutige  Functionen  gegeben;  dann 
müsste  nämlich  einem  zu  einem  bestimmten  a;-Werthe  gehörigen  Werthe- 
system  von  Ii{ij)  und  seinen  Ableitungen  auch  ein  einziger  Weiih  von 
S{y)  entsprechen;  wir  wollen  den  Beweis  aber  etwas  schärfer  fassen, 
indem  wir  mit  Herrn  Vessiot  direct  auf  die  Differentialgleichungen 
zurückgreifen,  denen  die  Functionen  S{y)  und  R{i/)  Genüge  leisten. 

Bilden  wir  ( vergl.  S.  52)  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ord- 
nung, der  S(>j^,  //.,,  •  ••  //J  genügt.     Sei  dieselbe 

0{S)  =  0, 

wo  0{S^  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,   die  in  Bezug  auf  S 
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und   seiiio  Ableitungen    im  algebraischen  Sinne  irreductibel   ist.     Dann 
wird  diese  DifTerentialgleichung  aneli   liefriedigt  durch 

S{Vi,  %,  ■  ■  •  V„), 

wenn  wir,   wie  gewöhnlich,  durch   rj^,  t]^,  ■  ■  ■  i]^   ein  beliebiges  System 
von  Integralen  der  Differentialgleichung  (1>)  (S.  48)  bezeichnen. 
Bedeute  nun  n  eine  unbestimuite  Function  von  x  und  sei 

W=  uBü/^,  11.,,  ■  ■  ■  ;v„)  +  /S(t?,,  Vv  ■  ■  ■  Vn), 

so  genügt   W  der  Differentialgleichung 

(15)  0(W-uR{y,,y„,--y„))=O. 

Bilden   wir  andererseits   die  Differentialgleichung   niedrigster  Ord- 
nung, der  die  Function 

Genüge  leistet, 

(16)  W(W)  =  0, 

so  müssen  die  gemeinsamen  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (15) 
und  (16)  die  Gleichung 

uR(jf„  ■  ■  ■  ?/J  4-  Siß^,  •  •  •  yj  =  nR(v„  ■  ■  •  vj  +  ^i^r,  ■  •  •  ^J 

erfüllen,  wo  y^,  ■  •  ■  V^  ^^^  bestimmtes  Fundamentalsystem  von  (9)  be- 
deutet.    Es  muss  also,  da  u  eine  Unbestimmte  ist, 

^(^1.  ■■  ■  h)  =  ^(^v  •  •  •  ^J 

sein.  Da  aber  S  und  B  bei  denselben  Transformationen  der  linearen 
Gruppe  L  ungeändert  bleiben,  muss  allemal,  wenn 

-R(yp  ■••  y„)  =  J^{Vi,  ■■■  vj 

ist,  auch 

sein,  so  dass  also  die  Gleichungen  (15),  (K))  nur  das  eine  gemeinsame 

Integral 

W^  =  >(R(y^,  y.,,  ■  ■  ■  yj  +  S{y^,  //„  •  •  •  yj 

besitzen  können.  Um  hieraus  den  zu  beweisenden  Satz  erschliessen 
zu  können,  müssen  wir  einen  allgemeinen  Satz  aus  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  kennen  lernen. 


U6.    Sätze  über  DifFerentialgleiohungen.  öö 


14r>.    Allgemeine  Sätze  über  Differentialgleichungen.     Satz,  der  dem 
Theoreme  des  Lagrange  analog  ist. 

Wir  bchtiupteu  zuvörderst: 

Wenn  zwei  algebraische  Differentialf^loichunf^en  ein  und 
nur  ein  particulares  Intt'f^ral  mit  einander  gemein  haben,  so 
ist  dasselbe  nothwendig  eine  algebraische  Function. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  allgemeinen  von 
Herrn  Koenigsb erger  herrührenden  Satzas: 

Hat  eine  algebraische  Differentialgleichung  ^*^''  Ordnung 

(J  .  F{x,  z,  z\---  ä'^"  )  =  0 

mit  einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer,  etwa  m**'' 
Ordnung  (»i  <  ju) 

(11)  f(^,  ^,  ^',  ■  •  •  ^""')  =  0, 

die  in  Bezug  auf  z  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  ist, 
ein  Integral  gemein,  welches  keiner  Differentialgleichuno- 
von  noch  niedrigerer  Ordnung  genügt,  so  befriedigen  die 
sämmtlichen  Lösungen  von  (H)  die  Differentialgleichung  (I  i. 
In  der  That  ergiebt  sich  aus  (II)  durch  DiflFerentiation 

(UI)  /^  i"'  =  /■  (;r,  z,  Z',---  d"")  (.  =  ».  +  1.  ».  +  2  ...,), 

c  z 

wo  fJXy  Zj  ^',  ■  •  •  ^'")  eine  ganze  rationale  Function  seiner  Argumente 
bedeutet;  wenn  wir  also  durch  z^^  das  den  Differentialgleichungen  (I) 
und  (11)  gemeinsame  Integral  bezeichnen,  so  werden  die  Ableitungen 
von  «j,  deren  Ordnung  höher  ist  als  die  w*®,  durch  die  Formeln  (III) 
als  rationale  Functionen  der  ni  ersten  Ableitungen  gegeben,  da  der 
Factor  von  z 

IL 

der  in  Bezug  auf  z "'  von  niedrigerem  Grade  ist  wie  die  linke  Seite 
von   (II ),  für  z  =  z^  nicht  verschwinden  kann. 

Wäre    dies    nämlich    der   Fall,    so    müsste    sich,    indem    man    auf 
f(x,  z,  z',  ■■■  r''"')  und 

IL 

als  ganze  Functionen  von  z  aufgefasst,  das  Verfahren  zur  Aufsuchung 
des  grössten  gemeinsamen  Theilers  anwendet,  entweder  eine  Differential- 
gleichung von  niedrigerer  als  der  m'"'  Ordnung  ergeben,  der  z^  genügt, 
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oder  es  müsste  f'{x,  z,  •  •  •  z'"  )  in  Factoren  zerftillon,  die  in  Be/Ji<jj  aiif 
Z  ganze  rationale  Functionen  sind;  l)oides  würde  aber  gefron  die 
gemachten  Annahmen  Verstössen. 

Setzen  wir  die  sich  aus  (III)  ergebenden  Werthe  von 

(m  +  l)         Jm  +  2)  >) 

in  (I)  ein,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  von  der  Form 

die  für  z  =  z^  befriedigt  werden  muss.  Diese  darf  mit  (II)  zusammen 
eine  Elimination  von  z'"  nicht  gestatten,  da  sonst  z^  einer  Differential- 
gleichung von  niedrigerer  als  der  m'*^"  Ordnung  genügen  würde;  ebenso- 
wenig kann  O  in  Bezug  auf  z  von  niedrigerem  Grade  sein  als  X 
Also  muss  zufolge  von  bekannten  Sätzen  der  Algebra 

•     O^x,  z,.--  z'")  =  fix,  z,...  ^•")  W{x,  z,-.-  z'") 
sein,  wo   W  ebenso  wie  0  eine  ganze  rationale  Function   seiner  Argu- 
mente bedeutet.    Also  verschwindet  0  für  alle  Lösungen  der  Differen- 
tialgleichung (II),   und   folglich   befriedigen   auch   diejenigen   Lösungen 
von  (U\  die  nicht 

IL 

zu  Null  machen,  d.  h.  die  nicht  singulare  Integrale  (im  gewöhnlichen 
Sinne)  sind,  die  Differentialgleichung  (I). 

Hat    nun    eine    Differentialgleichung    von    der   Form   (I)    mit    der 
Differentialgleichung  v^"  Ordnung 
(IV)  G{x,  z,z',  •••  /")  =  0 

ein  und  nur  ein  particulares  Integral  z^  gemein,  so  muss  es  eine  Diffe- 
rentialgleichung niedrigster  Ordnung,  die  in  Bezug  auf  die  höchste  in 
derselben  auftretende  Ableitung  in  algebraischem  Sinne  irreductibel  ist, 
geben,  der  dieses  Integral  z^^  Genüge  leistet;  sei  dies  die  Differential- 
gleichung (II).  Dann  sind  also  die  sämmtlichen  Integrale  von  (II) 
sowohl  Integrale  von  (I)  als  auch  von  (IV),  d.  h.  sie  sind  gemeinsame 
Lösungen  dieser  beiden  Differentialgleichungen.  Also  muss  die  Diffe- 
rentialgleichung fll)  von  der  nullten  Ordnung,  d.  h.  eine  algebraische 
Gleichung  sein;  die  gemeinsame  Lösung  z^  ist  demnach,  wie  behauptet 
wurde,  eine  algebrai.sche  Function. 

Wenden  wir  dies  auf  die  Untersuchung  der  Nr.  145  (S.  54 )  an,  so 
schlie.ssen  wir  also,  dass  li^  eine  algebraische  Function  der  Coefficienten 
der  Differentialgleichungen  (15),  (16)  sein  müsse.  Da  aber  femer, 
wenn  y, ,  «/g»  '  '  "  2/„  ^.Is  eindeutige  Functionen  von  x  gewählt  werden, 
sowohl  Edj)  als  auch  S(i/)  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  so  muss 


I 
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die  algebraische  Gleiclnmg  l'iir  ]\\^  vom  ersten  Grade,  d.  li.  VF,,  eine 
rationale  Function  der  Coefficienten  der  Gleichungen  (lo),  (1<J)  sein. 
Es  ist  also  11',  und  folglich  auch  *S'(//,,  ••■  yj  eine  rationale  Function 
von  It{!J^,  ■  •  •  //„)  und  seinen  successiven  Ableitungen,  d.  h.  da  li(j/) 
der  Differentialgleichung  (8)  genügt,  eine  rationale  Function  der  durch 
die  (Tlriclnmg  (8)  mit  einander  verknüpften  Grössen 

mit  Coefticienten,  die  noch  von  den  ;>, ,  •  •  •  p^  nebst  deren  Ableitungen 
abhängen. 

Dieses  Ergebniss  entspricht  dem  Lag  ränge 'sehen  Theoreme  von 
den  ähnlichen  Functionen  in  der  Algebra,  demzufolge  eine  rationale 
Function  der-w  Unbestimmten  x,,  x,,  •  ■  •  x  ,  die  bei  derselben  Per- 
mutationsgnippe  ungeändert  bleibt,  wie  eine  andere  rationale  Function 
B{x^,  •  ■  •  X  )  dieser  Unbestimmten  sich  rational  durch  R  und  die 
elementaren  symmetrischen  Functionen  darstellen  lässt.  Wir  können 
auch  sofort  den  folgenden  einer  bekannten  Verallgemeinerung  des 
Lagrange 'sehen  Theorems  entsprechenden  Satz  beweisen: 

Wenn  die  rationale  Differentialfunction  S(y^,  //,,  •  •  •  //„) 
bei  denjenigen  Transformationen  ungeändert  bleibt,  welche 
den  Gruppen,  die  beziehungsweise  die  Differentialfunctionen 
jBj(«/),  R.2(y),  •  '  •  I^y(y)  ungeändert  lassen,  gemeinsam  sind,  so 
ist  S(y)  rational  durch  die 

-^,(i/),     ^\>(»/),  •  •  •  ^Jy),    Pv  1\'  ■    •  Pn 
und  deren  Ableitungen  darstellbar. 
Bilden  wir  nämlich  den  Ausdruck 

^(y)  =  «i^i(y)  +  ^^My)  +  •  ■  •  +  >\My)> 

wo  die  j*j,  »2,  ■  ■  ■  f(^  unbestimmte  Functionen  von  x  bedeuten,  so  bleibt 
S{i/)  bei  den  Transformationen  der  Gruppe,  die  diesen  Ausdruck  un- 
geändert lässt,  ebenfalls  ungeändert,  und  hierdurch  ist  der  zu  be- 
weisende Satz  auf  den  bereits  bewiesenen  (S.  53)  zurückgeführt. 


Fünftes   Kapitel. 

147.    Resolventen.     Insbesondere  solche,  die  ausgezeichneten 
Untergruppen    entsprechen.      Empfindliche    Function.      Picard'sche 

Resolvente. 

Wir  können  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung,  der 
eine  rationale  Differentialfunction  /?(//j,  //.,,  •  •  •  l/J  genügt,  unter  An- 
wendung einer  in  der  Algebra  gebräuchlichen  Terminologie  als  eine 
Resolvente  der  linearen  Differentialgleichung  (9)  (S.  48)  bezeichnen 
(vergl.  Nr.  136,  S.  19).  Die  Natur  dieser  Resolvente  hängt  offenbar 
wesentlich  von  der  Beschaffenheit  der  Transformationsgruppe  @  ab, 
die  jR(^)  unverändert  lässt. 

In  der  Algebra  spielen  bekanntlich  diejenigen  Resolventen  einer 
Gleichung  eine  besonders  wichtigre  Rolle,  für  welche  die  Permutations 
gruppe  der  der  Resolvente  genügenden  Function  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  der  symmetrischen  Gruppe  aller  ii\  Permutationen  ist. 
Wir  wollen  hier  das  analoge  Verhalten  für  die  Gruppe  @  voraus- 
setzen, d. h.  rationale  Differentialfunctionen  untersuchen,  deren 
Gruppe  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  allgemeinen 
linearen  Gruppe  L  ist. 

Hat  man  allgemein  eine  rationale  Differentialfunction  R(if^,ij.^,-  ■  ■  i/^^ 
und  bedeutet  ö  die  Gruppe  linearer  Transformationen,  bei  deren  An- 
wendung Il(y)  ungeändert  bleibt,  geht  ferner  das  Fundamentalsystem 
[tjJ  aus  [yj  durch  die  nicht  zur  Gruppe  §  gehörige  lineare  Sub- 
stitution  T  hervor,  d.  h.  ist 

\%\  =  T|.vJ, 

so    bleibt    die    Function    -R(>/)    bei    den    Transformationen    der    mit    ,'p 
gleichberechtigten  Untergruppe  (vergl.  S.  3ß,  Nr.  140) 

ungeändert. 

Denn  sei,  in  leichtverständlicher  Schreibweise, 

l{(rj)  =  R(Tij)  =  R(ij), 
so  ist  offenbar 
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Sei  rmii 
(17)  0(V)  =  () 

die  Diflerentialgleichiing  niedrigster  Ordnung,  der  R(y)  genügt,  so  sind 
die    übrigen    nicht   singuläreii    Integrale    dieser   Diflferentialgleichung   in 

der  Form 

R{r])  =  R(Ty) 

enthalten,  wenn  wir  jetzt  durch  T  die  allgemeinste  lineare  Transforma- 
tion   mit    nicht    verschwindender    Determinante    bezeichnen.     Die    den 
selben  entsprechenden  Transformationsgruppen  sind  also  die  sämmtlichen 
mit  §  gleichberechtigten  Untergruppen 

der  allgemeinen  linearen  Grnppe  L. 

Ist  §  innerhalb  L  ausgezeichnet,  d.  h.  stimmen  alle  zu  ^  gleich- 
berechtigten Untergruppen  mit  ^  selbst  überein,  so  ist  jedes  R(r]) 
eine  Fnnction,  die  dieselbe  Gruppe  zulässt  wie  R(y)  selbst;  es  ist 
folglich  jedes  R(i])  eine  rationale  Function  von  R(y)  und 
seinen  successiven  Ableitungen  mit  Coefficienten,  die  sich 
rational  aus  den  l\,  l\,  ■  •  •  p„  nebst  deren  Ableitungen  zu- 
sammensetzen. 

Die  identische  Transformation  ist  in  L  offenbar  als  ausgezeichnete 
Untergruppe  enthalten;  die  soeben  für  R(y)  hei-vorgehobene  Eigen- 
schaft wird  also  sicherlich  einer  solchen  Differentialfunction  zukommen, 
deren  Gruppe  nur  aus  der  identischen  Transformation  besteht,  d.  h. 
einer  Function,  die  sich  bei  allen  linearen  Transformationen  verändert. 
Eine  so  beschaffene  Function  spielt  in  unserer  Theorie  die  analoge 
Rolle,  wie  die  von  Galois  eingeführte  sogenannte  empfindliche 
Function  in  der  Algebra:  wir  wollen  auch  dieselbe  Bezeichnung  für 
die  von  uns  zu  betrachtenden  Functionen  beibehalten. 

Sei  also  Riy)  eine  empfindliche  Function.  Dann  ist  die  früher  mit 
r  bezeichnete  Zahl  gleich  Null,  also  sind  nach  dem  Satze  der  Nr.  145 
(S.  52)  die  n  -\-  1  Gleichungen  (12 j  von  einander  unabhängig  in  dem 
Sinne,  dass  wir  etwa  aus  den  n  ersten  derselben  die  Grössen  (13) 
ausrechnen  können,  und  da.ss  dann  diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung 
eingesetzt  die  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n  ergeben,  der 
die  Function  R{y)  genügt. 

Die  Berechnung  der  Grössen  (13)  muss  aber  überdies  auf  ein- 
deutige Weise  erfolgen  können.  Denn  ergäben  sich  zwei  verschiedene 
Werthesysteme  dieser  Grössen,  so  müssten  dieselben  zunächst  offenbar 
durch  eine  (n  —  l)-mal  erweiterte  Transformation  der  Gruppe  L  aus 
einander    hervorgehen    und    R{y)    müsste    bei     dieser    Transformation 
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ungeändert  lileilttMi.  iVlso  erfrebeii  sich  die  (Jrösson  (1.'))  iiothwiMuli^  Jils 
rationale  Fuiu'tionou  von  i?(//)  und  seinen  successivcn  Al)leitungiMi  mit 
Coeffioienten,  die  von  den  p^,  ■  •  •  ;>_  nebst  deren  Ableitungen  rational 
abhängen,  d.  li.  wir  haben  den  einem  bekannten  Satze  der  Algebra 
analogen  Satz: 

Eine  empfindliche  Function  R(jf),  d.  h.  eine  solche,  die 
bei  keiner  linearen  Transformation  der  y^,  //^,  •  •  •  ij^^  un- 
geändert  bleibt,  genügt  einer  Differentialgleichung  von  der 
Ordnung  n'-^  jede  nicht  singulare  Lösung  derselben  lässt  sich 
ebenso  wie  die  y/j,  //.,,  •  •  •  //„  und  deren  Ableitungen  durch  B(y), 
seine  Ableitungen,  die  }\,  JK>,  ■  ■  •  2\i  ^^'^^  deren  Ableitungen 
rational  darstellen. 

Ein  Beispiel  einer  empfindlichen  Function  liefert  der  von  Herrn 
Picard  betrachtete  Ausdruck 

y.  =  1  x^  l  X  =  1 

in  welchem  die  A.  (i  =  o,  i,  «)  willkürliche  (unbestimmte)  Functionen 
von  X  bedeuten.  Differentiiren  wir  denselben  (w  —  l)-mal  nach  x 
und  schaffen  die  Ableitungen  von  höherer  als  der  (w  —  1)*^"  Ordnung 
der  y/j,  ?/„,  •  •  •  y^^  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (9)  weg,  so  er- 
halten wir  n  lineare  Gleichungen  für  die  n  Grössen  (13),  aus  denen 
sich  diese  Grössen  in  der  Form 

(18)  y     ==  w  .,Vi  4-  IV  .„  T — \-  •  ■  •  -\-  w  .2  5 — 

dx 

/x=l,2,         n        \ 
\/  =  0,  1,         »  — 1/  ' 

also  in  diesem  Falle  als  lineare  Functionen  von  U  und  seinen  Ab 
leitungen  berechnen  lassen,  wo  die  Coefficienten  w^.^  sich  aus  den  A.^, 
deren  Ableitungen,  sowie  den  p^,  Pc,,  •  •  p^  nebst  deren  Ableitungen 
rational  zusammensetzen.  Fügt  man  noch  die  Ableitung  der  Ordnung 
n  von  U  hinzu,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  in  dieselbe  die  gefundenen 
Werthe  der  y'J  einführt,  die  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n  , 
der  U  genügt,  und  zwar  ist  dies  in  diesem  Falle  eine  lineare  homo- 
gene Differentialgleichung 

a  X  ax 

Wir  nennen  dieselbe  die  Picard'sche  liesolvente  der  Differen- 
tialgleichung (9);  die  Coefficienten  äj,  •  •  •  jr^2  derselben  setzen  sich 
rational  aus  den  A.^,  p^,  ■  •  ■  p^  und  deren  Ableitungen  zusammen. 
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Für  manche  Betrachtungen  genügt  es,  einen  besonderen  Fall  der 
Function  U(//)  ^ii  Grunde  zu  legen,  der  auch  noch  den  Charakter  einer 
empfindliclicn    Function    besitzt,    und    den    man    erhält,    indem    mau    die 

A.  =  0  (/  =  l,:i,      ■  n-l) 

nimmt.     Die  so  entstehende  Function 

n(ti)  =  Ä^^y^  +  Ä^^y^  -] f-  A^jf^^, 

in  welcher  die  A^^,  A^^,  ■  ■  ■  A^^^  noch  als  unbestimmte  Functionen 
von  X  anzusehen  sind,  hat  mit  Xl{y)  die  beiden  Eigenschaften  gemein, 
dass  sie  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  der  Ord- 
nung n'  genügt,  und  dass  sich  die  Grössen  (13)  durch  die  Function 
u(jf)  und  ihre  Ableitungen  linear  mit  von  den  A^^,  A^.,,  •••  A^^,  den 
2\,P.2r"Pn  '^^^  deren  Ableitungen  rational  abhängenden  Coefficienten 
darstellen  lassen. 

Die  Einführung  der  empfindlichen  Function  ermöglicht  es  nun- 
mehr, wie  Herr  Picard  zum  ersten  Male  gezeigt  hat,  für  die  linearen 
homogenen  Diö'erentialgleichungen  eine  Theorie  aufzustellen,  die  der 
Galois  scheu  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  in  vielen  Punkten 
analog  ist. 

148.  Einige  Sätze  aus  Galois'  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

Wir  erinnern  zunächst  an  einige  Hauptsätze  der  Galois'schen 
Theorie. 

Hat  man  n  willkürliclie  Grössen  x,,  x„  •  ■  •  x  ,  so  kann  man  die- 
selben  auffassen  als  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichunor 

(I)      fix)  =  r."  -  f^-'  +  fx-'  —  +  (- 1)7;  =  0, 

wo  /"j,  /",,  ■  ■  ■  f,  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  bedeuten. 
Seien    a^,  a.,,  •  •  •  a      n    Unbestimmte,    so    geuügt    die    empfindliche, 

d.  h.  bei  allen  n!  Permutationen  der  x,,  ■  •  ■  x    veränderliche  Function 

1 "  « 

V  =  ci.x,  -\-  a,x,-\-  ■  ■  ■  -\-  a  x 
der  Gleichung  vom  Grade  n\ 

(II)  %{y)  =JY(r  —  (^^x.^  —  a.^x.^ a^x.j 

wo   das   Productzeichen  77  sich    auf  alle    möglichen   ?<!   Permutationen 
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der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  «  bezieht,  und  deren  Coefficienten  5,?  %o,  ■  •  •  5„, 
symmetrische  Functionen  der  x^,  x„,  •  •  •  ^„  sind. 

Diese  Gleichung,  die  sogenannte  Galois'sche  Kesolvente,  ist  irre- 
ductibel,  solange  die  x^,  x^,  •  •  •  x^  von  einander  unabhängige  Variable 
bedeuten.  Die  Gleichung  (I)  hat  dann  die  Eigenschaft,  dass  jede  ratio- 
nale Function  ihrer  Wurzeln,  die  rational  durch  die  Coefficienten  aus- 
gedrückt werden  kann,  bei  sämmtlichen  7i\  Permutationen  der  sym- 
metrischen Gruppe  ungeändert  bleibt;  umgekehrt  kann  natürlich  jede 
bei  allen  n\  Permutationen  unveränderliche  Function  der  Wurzeln 
rational  durch  die  Coefficienten  f\,  /".,,  •••/',,  dargestellt  werden. 

Hat  man  dagegen  eine  specielle  Gleichung  Ji''^"  Grades 

1,111 1  a:''-cy-'-^  ■■■-{-(- l)"c,^  =  0 

und  bezeichnet  durch  I, ,  1^,  •  •  •  £  die  Wurzeln  derselben,  so  kann  es 
sich  ereignen,  dass  die  Gleichung  (II)  reductibel  wird,  wenn  man 
für  X,,  a\,  ••  •  X  die  I,,  £,,-•■  £  einsetzt,  d.  h.  dass  sie  in  Factoren 
zerfällt,  deren  Coefficienten  demselben  Rationalitätsbereiche  an- 
gehören, wie  die  Coefficienten  der  Gleichung  (III). 

Sei  dann  F^(v)  derjenige  irreductible  Factor  der  linken  Seite 
von  (II),  der  für 

?■  =  «, I,  +  «,b,  +  •  ■  ■  4"  «  I 

l'l      I  2~".'      I  '  «=n 

verschwindet,  und  mögen  allgemein  durch 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

darijestellt   werden,    wo   also  //,,  h ,,  ■  ■  •  li     gewisse   Permutationen   der 

o  /  I'2'  /i*^ 

Zahlen   1,  2,  •  •  •  «  bedeuten.     Die  Permutationen 

fc       t       .  .  .   t 

bilden  dann  eine  Gruppe,  die  man  die  Galois'sche  Gruppe  der  Glei- 
chung nennt  und  die  die  folgende  Doppeleigenschaft  besitzt: 

Eine  rationale  Function  der  Wurzeln  ^j,^.,,  •••!,  die 
ihren  numerischen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  auf  die 
^,,  l.,,  •  •  •  ^  eine  Permutation  der  Gruppe  anwendet,  ist 
rational  bekannt,  und  umgekehrt  verändert  eine  rationale 
Function  der  Wurzeln,  die  rational  bekannt  ist,  ihren  nume- 
rischen Werth  nicht,  wenn  man  mit  den  t, ,  H,,  •••  £  eine 
Permntation  jener  Gruppe  vornimmt. 

Die  Galois'sche  Gruppe  der  speciellen  Gleichung  (III)  besitzt  also 
dieselben   Eigenschaften    in    Bezug    auf  jene    Gleichung,    wie   die   sym- 
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metrische  Gruppe  in  Bezug  iuif  die  Gleichung  (I).  Der  specielle 
Charakter  der  Gleichung  (111)  besteht  darin,  dass  f'iii-  dieselbe  die 
Gk'ichung  (II)  reductibel  wird;  man  drückt  dies  nach  Kronecker 
dadurch  aus,  dass  man  sagt,  die  (ileichiing  (Hl)  besitze  einen  Affe  ct. 
Der  Affect  einer  Gleichung  kann  dann  in  folgender  Weise  dargestellt 
werden. 

Denken  wir  uns  den  irrcductiblen  Factor  I^\{v)  in  seine  linearen 
Factoren  zerlegt 

F,{v)  =lJ{v  -  a^    -  a.X„„ «J   )  , 

so  können  wir,  indem  wir  diese  linearen  Factoren  statt  nach  den 
«j,  «.,,  •  •  •  « ,   nach  den   1^,  l,?  •  "  •  ^„  ordnen,  F^{v)  auch  in  der  Form 

schreiben.  Es  erscheint  dadurch  I''\{v)  als  ganze  rationale  Function 
der  Unbestimmten  a,,  a„,  ■  ■  •  a  ,  die  formell  unt^eändert  bleibt, 
wenn  mit  diesen  Unbestimmten  eine  Permutation  der  Galois'schen 
Gruppe  der  Gleichung  (III)  vorgenommen  wird.  Setzen  wir  an  die 
Stelle  der  «j,  «.,,-•  ■  a^^  die  a;^,  x,,,  ■  -  •  x^^,  so  haben  wir  auf  diese 
Weise  die  Gesammtheit  der  Functionen  der  n  unbestimmten  Grössen 
x^,  a\,,  •  •  •  iC„  charakterisirt,  die  bei  den  Permutationen  unserer  Gruppe 
ungeändert  bleiben.  Diese  Gesammtheit  oder,  wie  Kronecker  sich 
ausdrückt,  diese  Gattung  von  Functionen  der  x^,  x„,  ■  ■  ■  x^^  (die  sich 
nach  dem  Lagrange'schen  Satze  alle  i-ational  durch  eine  derselben 
und  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  f^,  /.,,  •  •  •  /"  darstellen 
lassen)  hat  die  Eigenschaft,  dem  Rationalitätsbereiche  der  Coefficienten 
der  Gleichung  (III)  anzugehören,  wenn  man  die  x^,  x,,,  •  ■  •  iC„  durch 
die  £,,  £o,  •  •  •  I    ersetzt. 

Bedeutet  also  gipc^^  Xg,  •  ■  •  x^  eine  Function  dieser  Gattung,  so 
werden  die  Aflt'ect-Eigenschaften  der  Gleichung  (III)  charakterisirt  durch 
das  System  von  n  -{-  1   Gleichungen 

fii^i,  ^-v  •■•  ^■„)  =  ^i; 


(IV) 


g{x^,  X.-,,  ■  ■  •  x)  =  g(^^,  l,,  ■  ■  ■  ij  =  c, 
wo   ('  einen    bestimmten    rationalen  Werth   bedeutet,    und   dieses   Glei- 
chungssystem wird  nur  befriedigt  durcli  die  Werthesysteme 


^1   "=>/,! '        ^2  5/,^,,    •   •  •    X.. 


die  den  Permutationen  der  Gruppe  unserer  Gleichung  illl)  entsprechen. 
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14!*.    Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  für  die  empfindliche 

Function. 

Wir  wollen  nun  nach  Herrn  Picaril  die  analogen  Betrachtungen 
für  lineare  Differentialgleichungen  anzustellen  versuchen. 

Eine  Bemerkung  haben  wir  noch  vorauszuschicken. 

Aus  den  Gleichungen  (18)  folgt,  dass  jeder  Lösung  der  linearen 
Dittereutialgleichnng  (19)  ein  wohlbestimmtes  System  von  n  Integralen 
der  linearen  Differentialgleichung  (9)  entspricht.  Dieses  System  rauss 
aber  nicht  noth wendig  ein  Fundamentalsystem  sein;  die  Bedingung 
dafür,  dass  zwischen  den  durch  die  Gleichungen  (18)  definii-ten  n  Inte- 
gralen von  (9)  eine  homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  stattfindet,  ist  (Nr.  14,  Band  I,  S.  'dS)  das  Verschwinden  der 
Determinante  v 


J5(2/i'?/..  ■•■y,)  =  \y.\      (.•=o;i,..«-i)- 

Das  giebt,  wenn  man  die  y  durch  ihre  Ausdrücke  (18)  ersetzt,  eine 
algebraische  Differentialgleichung  für  U 

m  .(u,^',...0)  =  o, 

deren  Ordnung  6  höchstens  gleich  n'  —  1  ist,  und  deren  Coefficienten 
sich  rational  aus  den  A.^,  den  p^,  p.^,  •••  p^^  und  deren  Ableitungen 
zusammensetzen.  Dieser  Differentialgleichung  genügen  also  die  in  der 
Nr.  144  (S.  49)  sogenannten  singulären  Lösungen  der  Differential- 
gleichung (19).  Denjenigen  Integralen  der  letztgenannten  Differential- 
gleichung, die  nicht  auch  die  Differentialgleichung  (20)  befriedigen, 
entspricht  dann  vermöge  der  Gleichungen  (18)  ein  Fundamental- 
system  von  (9). 

Aus  den  allgemeinen  Untersuchungen  der  Nummern  144 — 146 
folgt  nunmehr,  dass,  solange  die  Functionen  y^,  y.,,  ■  •  ■  y^  beliebig  oder 
unbestimmt  bleiben,  keine  Lösung  von  (19),  die  nicht  der  Differential- 
gleichung (20)  genügt,  eine  algebraische  Differentialgleichung  von 
niedrigerer  als  der  Ordnung  n'  befriedigen  kann.  In  diesem  Pralle 
sind  nur  diejenigen  Differentialfunctionen  der  y^,  ?/.,,  •  •  •  y^,  die  bei 
den  sämmtlichen  Transformationen  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L 
ungeändert  bleiben,  rational  durch  die  roefficienteu  p^^  p  •  •  •  jt^^  der 
Differentialgleichung  und  deren  Ableitungen  darstellbar;  es  entspricht 
dies  dem  Falle  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Galois'sche 
Resolvente  irreductibel  ist. 
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Dagegen  karni  es  sich  bei  specieller  Wahl  der  Functionen 
?/,,//„,  ■  •  •  jf„  ereignen,  dass  Integrale  der  Ticard'.schen  llesolvente  (19), 
die  der  Ditreri'ntialgk'iehung  (20)  nicht  genügen,  doch  eine  algel^raische 
Ditterentiiilgleichung  von  niedrigerer  als  der  nn^'^"  Ordnung  befriedigen. 

Wir  wollen   der  Einfachheit   wegen   annehmen,    die   y,,  y.,,  ■  -  •  y 
bildeten  ein  Fundamentalsystem  einer  homogenen  linearen  Ditferential- 
gleichung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten.    Sei  dies  die  Differential- 
gleichung 

(A)  P  (:r)y<''^  +  P^-^iM"'''  +  •  •  •  +  J'My  =  0. 

Für  eine  solche  Diff"erentialgleichung  verwandelt  sich  eine  rationale 
Diff'erentialfunvtion  eines  Fundamentalsystems  y^,  y.^,  ■  •  ■  y  ,  wenn  man 
mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  die  Ableitungen  höherer  als  (n  —  IV®"^ 
Ordnung  wegschafi't,  in  eine  Diö'erentialfunction  höchstens  (n  —  l)*«"" 
Ordnung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 
Möge  fem  er 

(21)  0(U)  =  0 

die  algebrai.sche  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  bedeuten, 
welche  die  folgenden  Eigenschaften  besitzt:  Ihre  Coefficienten 
sind  rational  in  den  A.^,  deren  Ableitungen  und  in  x:  sie  ist 
in  Bezug  auf  U  und  seine  Ableitungen  im  algebraischen 
Sinne  irreductibel;  wenigstens  eines  ihrer  Integrale  befriedigt 
die  Differentialgleichung  (19),  ohne  der  Differentialgleichung 
(20)  zu  genügen. 

Betrachten  wir  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (21)  als 
ganze  rationale  Function  der  höchsten  Ableitung  von  U.  Wäre  diese 
ganze  Function  reductibel,  d.  h.  in  Factoren  zerlegbar,  die  ganze  Func- 
tionen der  höchsten  Ableitung  sind  mit  Coefficienten,  die  sich  aus  den 
Ableitungen  niedrigerer  Ordnung  von  U,  den  Ä._^  nebst  deren  Ablei- 
tungen und  aus  x  rational  zusammensetzen,  so  würde,  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Algebra,  dieser  Zerlegung  von  0(U)  eine  Zer- 
legung in  Factoren,  die  in  Bezug  auf  alle  Ableitungen  von  U  ganz 
sind,  entsprechen  müssen,  falls  wir  von  einem  Factor  absehen,  der  in  den 
Ableitungen  von  U,  deren  Ordnung  niedriger  ist  als  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  (21),  ganz  und  rational  ist.  Dies  ist  aber  offenbar 
gestattet,  da  wir  (21)  als  die  DifiFerentialgleichung  niedrigster  Ordnung 
angenommen  haben,  die  die  angegebenen  Eigenschaften  besitzt. 

Wir  können  also  die  Fordenmg,  dass  0(U)  in  Bezug  auf  alle 
Ableitungen  von  U  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  sei,  dahin 
abändern,    dass    wir    voraussetzen,    0(11)  sei    in    Bezug    auf   die 
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Ableitun<i;    höchster    Oriliiung,    die    diiriii    auftritt,     im    ajt^e- 
braischeii  Sinne  irrednctibel. 

Wir  schliessen  dann  /Ainächst  auf  Urund  dos  in  der  Nr.  14(3 
(S.  55)  bewiesenen  Koeuigsberger'schen  Satzes,  dass  die  sämnitlichen 
Lösungen  der  Ditterentialgleichung  (21)  der  Differentialgleichung  (19) 
genügen  müssen.  Es  könnten  aber  einige  Lösungen  von  (21)  die 
Ditterentialgleichung  (20)  befriedigen.  Wäre  dies  der  Fall,  so  müssten 
diese  Lösungen  einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer  Ordnung 
wie  0(U)  Genüge  leisten,  da  widrigen  Falles  zufolge  des  Koeuigs- 
berger'schen Satzes  jede  Lösung  von  (21)  auch  eine  Lösung  von  (20) 
sein  müsste,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Wir  wollen  der 
Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  kein  Litegral  von  (21)  die  Diffe- 
rentialgleichung (20)  befriedigt,  bemerken  aber,  dass  diese  Einschrän- 
kuno-  auf  die  im  Folgenden  zu  ziehenden  Schlüsse  ohne  EinHuss  ist, 
indem  nämlich  diese  Schlüsse  auch  bestehen  bleiben,  wenn  man  jene 
Einschränkung  fallen  lässt.  Machen  wir  jene  Annahme,  so  folgt,  dass  die 
Ditterentialgleichung  (21)  mit  keiner  algebraischen  Ditterentialgleichung 
niedrigerer  Ordnung  und  vom  selben  Charakter  eine  Lösung  gemein 
haben  kann.  Es  ist  also  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (21) 
im   Sinne  von  Herrn  Koenitjsberger  irrednctibel. 

Herr  Koenif^sbero'er  saü-t  nämlich  von  einer  algebraischen  Ditt'e- 
rentialgleichung,  sie  sei  irrednctibel,  wenn  ihre  linke  Seite  in  Bezug 
auf  die  höchste  Ableitung;  im  al«cebraischen  Sinne  irrednctibel  ist  und 
wenn  sie  mit  keiner  algebraischen  Ditterentialgleichung  von  niedrigerer 
Ordnung  und  vom  selben  Charakter  in  Bezug  auf  die  Coefticienten 
ein  Integral  gemein  hat. 

Aus  dieser  Definition  folgt  auf  Grund  des  erwähnten  Koeuigs- 
berger'schen Satzes,  dass,  wenn  eine  irreductible  Ditterentialgleichung 
mit  einer  anderen  Ditterentialgleichung  ein  Integral  gemein  hat,  dass 
sie  dann  auch  ihre  sämmtlichen  Lösungen  mit  derselben  gemein  haben 
muss.  Ein  analoger  Satz  besteht  bekanntlich  für  irreductible  alge- 
braische Gleichungen. 

Ferner  ist  leicht  einzusehen,  dass  eine  iiTeductible  Ditterential- 
gleichung auch  mit  keiner  Ditterentialgleichung  von  derselben  Ordnung, 
die  aber  in  Bezug  auf  die  höchsten  Ableitungen  von  niedrigerem  Grade 
ist,  eine  Lösung  gemein  haben  kann. 

Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  so  könnte  man  die  linken  Seiten  der 
beiden  Ditterentialgleichungen  als  Polynome  in  der  höchsten  Ableitung 
auffassen  und  mit  denselben  nach  der  Methode  des  grössten  gemein- 
samen Theilers  verfahren.  Ergäbe  sich  ein  identisch  verschwindender 
Rest,   so    wäre    die    vorgelegte    Ditterentialgleichung    in    Bezug    auf   die 
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böcbsto  Ableitung  im  algebraischen  Sinne  reductibel.  \\  ünlf  dagegen 
»in  die  liöchste  Ableitung  nicbt  enthaltender  und  nicht  verschwindender 
liest  zum  Vorschein  kommen,  so  müsste  dieser  liest  durch  die  gemein- 
same Lösung  notb wendig  zu  Null  gemacht  werden,  d.  h.  aber,  die  ge- 
gebene Ditterentialgk'ichung  hätte  mit  einer  Ditt'erentialgleichung  von 
niedrigerer  Ordnung  eine  Lösung  gemein.  Beides  widerstreitet  den  in 
der  Definition  der  Irreductibilität  enthaltenen  Voraussetzungen. 

Es  möge  noch  ausdrücklich  auf  den  Unterschied  hintjewiesen 
werden,  der  zwischen  einer  in  diesem  (Koenigsberger'schen)  Sinne 
irreductiblen  linearen  homogenen  Differentialgleichung  und  einer  solchen 
Gleichung,  die  im  Sinne  des  Herrn  Frobeuius  irreductibel  ist,  besteht. 

Wenn  die  -Differentialgleichung  (21)  nicht  als  irreductibel  voraus- 
gesetzt würde,  so  könnten  wir  nur  schliessen,  dass  eine  Lösung  der- 
selben, die  nicht  der  Differentialgleichung  (20)  genügt,  keiner  Diffe- 
rentialgleichung derselben  Ordnung  und  niedrigeren  Grades  in  Bezug 
auf  di«  höchste  Ableitung  genügen  könne.  Dementsprechend  wäre 
im  Folgenden  auch  immer  hinzuzufügen,  dass  nur  Integrale  von  (21) 
gemeint  sind,  die  nicht  auch  die  Gleichung  (20)  befriedigen.  Um  dieser 
Weitläufifjkeit  aus  dem  Wege  zu  gehen,  halten  wir  die  gemachte  Ein- 
schränkung  für  (21)  fest. 

!;")().    Transformationsgruppe  einer  linearen  Differentialgleichung. 
Methode    zur    Herstellung    derselben.      Formale    Unveränderlichkeit. 

Sei  Uj  ein  pai*ticulares  Integral  der  Differentialgleichung  (21)  und 
möge  demselben  gemäss  der  Gleichung  (18)  das  Fuudamentalsystem 
Vu  y->7  '  '  '  Vn  ^^^'  DiÖ^i't'ntialgleichung  (A)  entsprechen.  Sei  ferner  V 
eine  beliebige  andere  Lösung  von  (21)  und  z^,  z„,  ■  •  •  z^  das  ent- 
sprechende Fuudamentalsystem  von  (A). 

Dann  ist 

z.=^ß.^y^        (/  =  i,L',:     »). 
Wir  wollen  die  Gesammtheit  der  linearen  Transformationen 

(^J  ('•,^  =  1,2,...«) 

ins  Auge  fassen,  die  auf  diese  Weise  dem  Uebergange  von  einem  pai-ti- 
cularen  Integrale  Uj  der  Differentialgleichung  (21)  zu  allen  übrigen 
Integralen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  zu  dem  allgemeinen 
Integrale  von  (21)  ent-sprechen. 

Das  allgemeine  Integral  von  (21)  ist  eine  Lösung  der  homogenen 
linearen  Ditierentialgleichung  (19j;  wenn   wir  also  dun-h 
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U,,  ?/,,    •  •  •   ?«  o 

1'       i'  n" 

ein  FundamentalsYstem  von  (19)  bezeichnen,  so  ist  Jus  allgemeine 
Integral  U  von  (21)  in  der  Form 

(22)  ]X  =  e^>(^-\-rji.^-\ h^^'V-i 

darstellbai-,  wo  die  r^,  r.,,  •  ■  •  c^^-y  von  a;  nnabhängige  Grössen  bedeuten. 
Differentiiren  wir  nunmehr  den  Ausdruck  (22)  »"-mal  nach  .r,  und  sei 
;•  die  Ordnung  der  Ditt'erentialgleichung  (21). 

Dann  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  U  das  allgemeine  Integral 
der  Differentialgleichung  (21)  darstellen  soll,  dass  zwischen  den  n'  Con- 
stanten r  ,  c„,  •  •  ■  r  -2  eine  gewisse  Anzahl  algebraischer  Beziehungen 
bestehen  muss,  die  ein  Gebilde  in  dem  »r-fach  ausgedehnten  Gebiete 
der  €.€,'■■(■;  bestimmen.  Dieses  muss  in  seine  irreductibleu  Theil- 
Gebilde  zerlegt,  mindestens  ein  irreductibles  Gebilde  der  Stufenzahl 
n'  ■ —  r  enthalten,  während  die  übrigen  Theilgebilde  von  derselben  oder 
von  höherer  Stufeuzahl  sein  könnten.  Jedes  einzelne  dieser  irreduc- 
tibleu Gebilde  kann  dargestellt  werden,  indem  man  die  c^,  c,^,  -  •  ■  c^« 
als  algebraische  Functionen  gewisser  Parameter  auffasst,  deren  Anzahl, 
von  w'  subtrahirt,  die  Stufenzahl  des  betreffenden  Gebildes  liefert 
(vergl.  hierfür  die  analogen  Betrachtungen  der  Nr.  130,  S.  22).  Mögen 
die  Gleichungen 

(23)  c^  =  ^/'{^\^2,---^l)        (>=^.vv) 

('■  =  1,  2,  •■  •  «-) 

die  V  verschiedenen  irreductibleu  Theilgebiete  darstellen,  wo  also  min- 
destens eine  der  Zahlen  r  gleich  >•,  die  übrigen  nicht  grösser  als  r  sind. 
Bilden  wir  mittelst  der  Gleichungen  (18)  das  zu  dem  allgemeinen 
Integrale  U  von  (21)  gehörige  Fundamentalsystem  der  Differential- 
gleichung (A)  und  denken  wir  uns  dasselbe  etwa  durch  das  der  parti- 
culareu  Lösung  U^  entsprechende  Fundamentalsystem  y^,  y,,,  '  '  '  Vn  ^^ 
der  Form 

(24)  a.^y^  +  a^.,y.^  H \-  cc.jf^^         (.  =  1, 2...  „) 

dargestellt,  so  erscheinen  die  Substitutionscoefficienten  u.^,  entsprechend 
den  V  iiTcductiblen  algebraischen  Gebilden  (23),  als  algebi-aische  Func- 
tionen der  Parameter  x[^\  l\i\  •  •  •  k^'K     Heien  diese  Functionen 


(24a)         ,.,  =  si;.;'(A</',4",--4;) 


(/•,>:  =  1,2. 

Diese    Formeln    bestimmen    uns    daim    die    Gesammtheit    der    linearen 
Transformationen    (24),    die    dem    Uebergange    von    dem    i)articulareu 
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lutcgnile  llj  iler  DitiercntialgU'ichung  (21)  zu  allen  ühiigeii  Integralen 
dieser  DiÖ'erentialgleichung  entsprechen. 

Von  dieser  Gesammtheit  ist  zunächst  evident,  dass  sie  eine  Gruppe 
mit  paarweise  inversen  Transfonnationen  ausmacht.  Die  v  continuir- 
lichen  Schaaren  von  Transformationen,  welche  durch  die  Formeln  (24) 
und  (24a)  bestimmt  werden,  stellen  also  eine  algebraische  Untergruppe 
(i  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  dar,  und  hieraus  folgt  dann 
(vergl.  Nr.  14(1,  S.  )i7),  dass  alle  Zahlen  r.  mit  r  übereinstimmen. 
Wir  nennen  mit  Herrn  Picard  diese  Gruppe,  zum  Unterschiede  von 
der  in  der  Nr.  132  (S.  5)  definirten  „Gruppe  der  Differential- 
gleichung^',  die  zur  Differentialgleichung  (A")  gehörige  Transforma- 
ti onsgruppe  imd  werden  beweisen,  dass  dieselbe  in  Bezug  auf  die 
Gleichung  (A)  eine  ähnliche  Kolle  spielt,  wie  die  Galois'sche  Gruppe 
in  Bezug  auf  eine  algebraische  Gleichung.  Ehe  wir  auf  diesen  Beweis 
eingehen,  schicken  wir  noch  zwei  Bemerkungen  voraus. 

Die  erste  Bemerkung  bezweckt  zu  zeigen,  wie  man,  falls  die 
Differentialgleichung  (21)  bekannt  ist,  zu  einer  expliciten  Darstellung 
der  Gruppe  G  gelangen  kann. 

Denken  wir  uns  nämlich  der  Einfachheit  wegen  die  Function  Vi(y) 
durch  die  speciellere  Function  H{y)  ersetzt,  d.  h.  nehmen  wir  die  Func- 
tionen 

Ä.  (»"  =  1,  2,  ■      «  — 1;  z  =  l,  2,  •■•  n) 

IX 

sämmtlich  gleich  Null,  so  wird  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung (21)  durch  den  Ausdruck 

(25)  „=^^u,^A,;,^,     .4,  =  -4,,„ 

x=l / = 1 

dargestellt,  wo  die  a.^  als  die  durch  die  Gleichungen  (24)  gegebenen 
algebraischen  Functionen  von  /•  Parametern  anzusehen  sind.  Differen- 
tiiren  wir  diese  Gleichung  >--mal  nach  x  und  setzen  die  sich  so  er- 
gebenden Werthe  in  die  linke  Seite  von  (21)  ein,  so  wird  dieselbe 
identisch  gleich  Null,  wenn  wir  die  y^,  ?/.,,  •  ■  •  y  als  Lösungen  der 
Differentialgleichung  (A)  betrachten;  es  ist  also  (21)  nichts  anderes 
als  das  Resultat  der  Elimination  der  r  Parameter,  von  denen  die  a 
abhängen,  zwischen  (25)  und  den  aus  dieser  Gleichung  durch  /--malige 
Differentiation  nach  x  abgeleiteten  Gleichungen.  Hieraus  schliesst  man 
leicht  (vergl.  den  Satz  der  Nr.  141,  S.  41,  42 1,  dass  die  linke  Seite 
der  Differentialgleichung  (21)  mit  einem  geeigneten  Factor  multiplicirt, 
eine  Differentialinvariante  der  Gruppe  G  sein  muss,  sofern  man  die 
y^,  y^,  ■  •  ■  y„  als  unbestimmte  Functionen  ansieht. 
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Nun  kann  mau  aber,  statt  auf   die  [//.|  ilic  Substitution 


X/     'f^x 


(.  =  1,2,  •••  n) 


anzuwenden,  die  [Ä.\  durch  die  Substitution 
{26)  V«.-4^        (.  =  1,2,.-) 


x  =  l 


transformiren.  Dann  ist,  wie  ans  der  Symmetrie  von  n  in  Bezug  auf 
die  [y]  und  die  [Ä^]  folgt,  die  linke  Seite  von  (21)  auch  eine  Ditte- 
rentialinvariante  der  durch  die  Formeln  (26)  dargestellten  Gruppe  G 
von  Transformationen  der  [Ä^.  Die  unbestimmten  Functionen  [Ä.^ 
kommen  aber  in  dem  Ausdrucke  der  linken  Seite  von  (21)  explicite 
vor,  man  kann  also  nach  dem  in  der  Nr.  136  (S.  21)  für  die  dort  be- 
trachtete rationale  Dijfferentialfunction  -R(y)  dargelegten  Verfahren  die 
Gnippe  G  finden,  welche  die  linke  Seite  von  (21),  aufgefasst  als  ratio- 
nale Ditferentialfunction  der  [^.],  uugeändert  lässt.  Mit  der  Gruppe  G 
ist  aber  auch  die  Gruppe  G  bekannt,  denn  wir  erhalten  die  Trans- 
formationen von  G  aus  denen  der  Gruppe  G,  indem  wir  die  letzteren 
einfach  transponiren  (vergl.  Nr.  30,  Bd.  I,  S.  95\  Da  die  Gruppen 
G  und  G  aus  paarweise  inversen  Substitutionen  bestehen,  können  wir 
uns  auch  so  ausdrücken,  dass  wir  sagen:  die  Gruppe  G  besteht  aus 
den  reciproken  Transformationen  (vergl.  a.  a.  0.)  von  G,  oder 
kürzer,  G  ist  die  zu  G  reciproke  Gruppe. 

Wenn  wir  auf  diese  Weise  die  Gruppe  G  beziehungsweise  G  durch 
eine  Differentialinvariante  r^^'  Ordnung  derselben,  in  den  n  unbestimm- 
ten Functionen  [yl.]  dargestellt,  bestimmen,  so  ist  die  Unveränderlich- 
keit  dieser  rationalen  Diff'erentialfunction  der  [Ä.\  bei  den  Transforma- 
tionen von  (r,  wie  es  bisher  auch  immer  geschehen  musste,  in  dem 
Sinne  gefasst,  da.ss  jene  Ditferentialfunction  formell  ungeändert  bleibt. 
Wesentlich  zu  unterscheiden  ist  hiervon  der  Fall  —  und  darauf  bezieht 
sich  unsere  zweite  Bemerkung  —  wo  etwa  eine  rationale  Ditferential- 
function der  Elemente  [y.\  eines  Fundamentalsystems  der  speciellen 
Differentialgleichung  (A),  als  Function  von  x  betrachtet,  unge- 
ändert bh.'ibt,  wenn  man  auf  die  [//.]  eine  lineare  Transformation  oder 
eine  Gruppe  solcher  Transformationen  anwendet.  Wenn  wir  es  also 
mit  Differentialfunctionen  zu  thun  haben,  die  aus  Systemeu  von  n  spe- 
ciellen, d.  h.  nicht  mehr  willkürlichen  oder  unbestimmten  Functionen 
gebildet  sind,  so  werden  wir  die  foi-melle  Unveränderlich keit  von  der 
Un Veränderlichkeit  als  Function   von  x  wohl   zu  unterscheiden  haben. 
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Dies  kommt  .st)<(k'icli  in  ilfiii  in  der  folgenden  Nnmint-i"  ilar/nlegendon, 
von  den  Hen*en  Picar<i  nml  W-ssiot  berrühronden  Doppelsutze  zur 
Geltung,  der  die  Analogie  der  (iruppe  G  mit  der  Galois'sehen  Gruppe 
einer  algebraischen  Gleiebung  begründet. 

1;')!.    Fundamentaltheorem   von   Picard    und   Vessiot.     Die    Trans- 
formationsgruppe ist  nur  abhängig  von  der  Differentialgleichung. 

Der  Picard -Vessiot 'sehe  Doppelsatz,  der  die  Grundlage  der  hier 
behandelten  Theorie  bildet,  lautet  wie  folgt: 

Jede  rationale  Differentialfunction  der  Elemente  [//.  | 
eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (A),  die 
gleich  einer  rationalen  Function  von  x  ist,  bleibt  als  Func- 
tion von  X  ungeändert,  wenn  man  auf  die  [//.]  eine  Transfor- 
mation der  Gruppe  G  anwendet,  und  umgekehrt: 

jede  rationale  Differentialfunction  der  [//J,  die  als  Func- 
tion von  X  bei  den  Transformationen  von  G  ungeändert 
bleibt,  ist  eine  rationale  Function  von  x. 

Sei,  zum  Beweise  des  ersten  Theiles,  -R(y)  eine  rationale  Diffe- 
rentialfunction von  der  vorauszusetzenden  Beschaffenheit.  Ersetzt  man 
die  y^j  y.,,  •  •  ■  y„  und  deren  Ableitungen  durch  ihre  Ausdrücke  (18), 
so  verwandelt  sich  R(y),  wenn  für  U  eine  beliebige  particulare  Lösung 
der  Differentialgleichung  (21)  genommen  wird,  in  einen  Ausdruck 


./,,   (in  (Vnx 


n--l), 


der    zufolge    der  Voraussetzung  gleich    einer   rationalen  Function  f(x) 
von  X  ist.     Dann  hat  die  Differentialgleichung 


F(rx,f^,-'ß)  =  f(r} 


mit  der  irreductiblen  Differentialgleichung  (21)  eine  Lösung  gemein, 
sie  wird  folglich  (vergl.  Nr.  149,  S.  66)  durch  alle  Lösungen  von  (21) 
befriedigt.  Der  Au.sdruck  F  ändert  sich  also  nicht,  d.  h.  er  bleibt 
die.selbe  Function  von  x,  wenn  man  darin  U  durch  ein  beliebiges  an- 
deres Integral  von  (21)  ersetzt.  Dies  besagt  aber  nichts  anderes,  als 
dass  R(y)  als  Function  von  x  unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  die 
Ifu  y-2f  '  '  '  Hn  ^^^^  Transfonnation  von  G  ausübt. 

Sei  umgekehrt  die  rationale  Differentialfunction  li(y),  als  Function 
von  x  betrachtet,  eine  Invariante  von  G.  Ersetzt  man  wieder  die 
Viy  y^j  '  '  '  Un  '^^  ^®  Ableitungen  durch  die  Ausdrücke  (18),  wodurch 
sich  jR(//)  in  F  verwandelt,  so  stellt  wegen  der  Unveränderlichkeit  von 
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B{y)  bei  Anwendung  einer  Transformation  von  G  der  Ausdruck  F 
dieselbe  Function  von  x  dar,  welches  Integral  der  Differentialgleichung 
(21)  man  auch  für  U  in  denselben  einsetzten  mag.  Bedeutet  fi  den 
Grad  der  höchsten  (;•"'")  Ableitung  in  der  Gleichung  (21),  so  hat  diese 
Gleichung  für  willkürliche  Werthe  von 

,.    (in  d'—^Vi 

u  verschiedene  Wurzeln  als  Gleichung  für 

(TU 

Vermöge  der  Gleichung  (21)  kann  man  bewirken,  dass  F  keine 
höhere  als  die  /•*"  Ableitung  von  U  und  diese  höchstens  zur  (,«  —  l)*^*" 
Potenz  enthält.     Sei  in  diesem  Sinne 

wo  also  F  in  der  >•*<">  Ableitung  von  U  höchstens  vom  {^  —  1)'"°  Grade 
ist.  Für  einen  gegebenen  Werth  von  x  nimmt  F  denselben  Werth 
an,  wenn  für 

irgend  ein  diesem  jt -Werthe  entsprechendes  Werthesjstem  gesetzt  wird, 
welches  der  Gleichung  ^^21)  genügt;  daraus  schliessen  wir  aber  auf 
Grund  der  Irreductibilität  der  Differentialgleichung  (21),  dass  F  die 
Grössen  (27)  überhaupt  nicht  mehr  enthalten  kann.  Es  ist  also  F  eine 
rationale  Function  von  x,  was  zu  beweisen  war. 

Die  Gruppe  G  ist  für  eine  gegebene  Differentialgleichung  (A) 
nicht  vollkommen  bestimmt,  vielmehr  hängt  dieselbe  von  der  Wahl 
des  Fundamentalsystems  y^,  ij,„  •  •  •  ^,,  ab.  Geht  man  von  dem  Funda- 
mentalsysteme [?/J  zu  einem  anderen  Fundamentalsysteme  [*J  über, 
welches  mit  [y  ]  durch  die  lineare  Substitution 

verknüpft  ist,  so  entspricht  dem  neuen  Fundamentalsysteme  die  mit  G 
gleichberechtigte  Untergruppe 

S~'GS 

als  Transforraationsgruppe  von  (A).  Es  kann  also,  ebenso  wie  G 
selbst,  auch  jede  mit  G  innerhalb  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  gleichberechtigte  Untergruppe  als  die  Transforma- 
tionsgruppe von  (A)  angesehen  werden. 
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Im  Anschlüsse  hieran  hcmorkon  wir,  dass  es  im  Allgemeinen  für 
eine  gesehene  lineare  Differentialgleichung  (A)  mehrere  Differential- 
gleichungen von  der  für  (21)  vorausgesetzten  Beschaflenheit  geben 
kann.  Da  aber  (Nr.  147,  S.  59)  jede  Lösung  der  Picard'schen  Kesol- 
vente  als  rationale  Function  einer  beliebigen  nicht  singulären  Lösung 
mit  in  x  rationalen  Coefficienten  darstellbar  ist,  so  gehen  alle  diese 
vei-schiedenen  Differentialgleichungen  aus  einer  derselben  durch  ratio- 
nale Transformation  hervor.  Sie  entstehen  also  z.  B.  aus  (21), 
indem  man  in  dieser  Diö'erentialgleichung  an  die  Stelle  von  U  eine 
gewisse  rationale  Function  von  U  und  x  .setzt.  Daraus  folgt  aber 
durch  einfache  Schlü.sse,  da.ss  sich,  wenn  wir  statt  von  (21)  von  irgend 
einer  anderen  der  ebenso  beschaflFenen  Diö'erentialgleichungen  ausgehen, 
als  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung  (A)  entweder  (x 
selbst  oder  eine  mit  G  innerhalb  L  gleichberechtigte  Untergruppe 
ergiebt,  so  dass  es  also  gleichgültig  ist,  von  welcher  jener  algebraischen 
Differentialgleichungen  niedrigster  Ordnung,  die  mit  (19)  nicht  singu- 
lare Lösungen  gemein  haben,  wir  ausgehen. 

Unter  allen  (algebraischen  linearen  homogenen)  Gnippen,  die 
die  Eigenschaft  haben,  dass  eine  rationale  Diö'erentialfunction  der 
iVv  y-^y  '  '  '  y^y  ^^  ^^^  ^^^^  Transformationen  jener  Gruppe  ungeändert 
bleibt,  rational  in  x  ist,  ist  die  Gnippe  G  die  engste,  denn  jede 
solche  Gruppe  muss  G  als  L^ntergruppe  enthalten.  Umgekehrt  muss 
jede  Gruppe,  bei  deren  Anwendung  eine  rationale  Differentialfunction 
der  («/j,  ij^,  ■  ■  •  y^,  die  einen  in  x  rationalen  Werth  besitzt,  ungeändert 
bleibt,  in  G  als  L^ntergruppe  enthalten  sein. 

Daraus  folgt,  dass  die  durch  den  Picard-Vessiot'schen 
Doppelsatz  ausgedrückten  Eigenschaften  der  Transforma- 
tionsgruppe einer  Differentialgleichung  (A)  für  diese  Gruppe 
auch  charakteristisch  sind,  d.  h.  dass  sie  auch  zur  Definition 
dieser  Gruppe  dienen  können. 

Diese  Bemerkung  ist  insofern  von  Wichtigkeit,  als  sie  uns  zeigt, 
dass  die  Tran.sformationsgruppe  etwas  der  Differentialgleichung  selbst 
Eigenthümliches  ist,  wenn  wir  ein  bestimmtes  FundamentaLsystem  zu 
Grunde  legen.  Also  ist  z.  B.  auch  die  besondere  Wahl  der  empfind- 
lichen Function  unwesentlich. 
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152.    Rationalitätsbercich.     Gattungen.     Aoqnivalcnz  einer  speciellen 

linearen   Differentialgleichung  mit  der  allgemeinen  unter  Adjunetion 

einer  gewissen  Gattung. 

Wenn  Ci  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  Gruj)])i'  als  aus- 
gezeichnete Untergruppe  enthalten  ist,  so  ist  die  Transforraations- 
gruppe  der  Ditferentialgloichung  (A)  imal>liängig  von  der  W'alil  des 
Fundamentalsystems. 

Dies  ist  z.  B.  allemal  der  Fall,  wenn  die  Picard'st-he  Resolvente 
(19)  der  Ditterentialgleiehung  (A)  so  beschallen  ist,  dass  keines  ihrer 
Integrale,  welches  nicht  der  Ditferentialgleichuug  (20)  genügt,  eine 
algebraische  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  «-w*°"  Ordnung 
befriedigt,  denn  in  tliesem  Falle  ist  die  Transformationsgruppe  von  (A) 
offenbar  nichts  anderes  als  die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  selbst. 
^Venn  dies  eintritt,  so  hat  also  die  Differentialgleichung  [A)  denselben 
,,Gi'uppencharakter"  wie  die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung  (1) 
(Nr.  134,  S.  15),  der  die  n  unbestimmten  Functionen  y^,  v/^,  ■  •  ■  y^ 
Genüge  leisten.  Charakteristisch  für  die  Differentialgleichung  (A)  ist 
dann  nur  der  Umstand,  dass  ihre  Coefficienten  rationale  Functionen 
sind,  und  dass  wir  für  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (21) 
auch  (he  Forderung  aufstellen,  sie  seien  rationale  Functionen  von  x 
(und  den  unbestimmten  Functionen  A.  ),  d.  h.  wie  wir  uns  kurz  aus- 
drücken wollen,  dass  wir  den  Bereich  der  rationalen  Functionen 
von  X  als  den  der  bekannten  Functionen  oder  als  den  Ratio- 
nalitätsbereich ansehen. 

Die  Sätze,  die  wir  in  den  Nummern  140 — 151  unter  dieser  Vor- 
aussetzung abgeleitet  haben,  bleiben  aber  nebst  den  für  dieselben  ge- 
gebenen Beweisen  ohne  Weiteres  bestehen,  wenn  wir  nebst  den  ratio- 
nalen Functionen  von  x  noch  gewisse  andere  Functionen  f\{x),  f.^{x),  ••• 
als  bekannt  ansehen,  sofern  wir  nur  allenthalben  den  Ausdruck  „ratio 
nale  Function  von  x"  durch  „rationale  Function  von  x,  f\(x),  t\{x),  •■■ 
und  deren  Ableitungen"  ersetzen.  Die  Functionen  t\{x)^  t\{^)j  •  •  • 
brauchen  auch  nicht  in  den  Coefficienten  von  (A)  explicite  aufzutreten, 
es  genügt,  wenn  wir  sie  ein  für  alle  Mal  als  bekannt  ansehen,  oder 
wie  wir  sagen  wollen,  dem  Rationalitätsbereiche  adjungiren. 

Wir  werden  also  von  der  Transformationsgruppe  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  sprechen,  unter  Zugrundelegimg  eines 
gewissen  Rationalitätsbereiches,  d.  h.  indem  wir  gewisse  Functionen 
von  X,  deren  Ableitungen  und  rationale  Verbindungen  aus  x,  jenen  Func 
tionen  und  ihren  Ableitungen  als  bekannt  ansehen.  Für  eine  Differen- 
tialgleichung   mit    in    x    i-ationalen    Coefficienten    sprechen    wir    dann 
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einfacli  von  ihrer  Transforiiiatiuiisfrnippe  fschlochthiii^),  wenn  nur  die 
rationalen  Funetionen  von  ./•  uliein  den  Kationalitätshereich  ausmachen, 
oder  von  ihrer  Transformationsgruppe  unter  Adjunction  gewisser  Func- 
tionen f\(x),f^{x),  •••. 

Für  die  „allgemeine"  Differentialgleichung  (1)  (Nr.  l'dA,  S.  15), 
der  die  uny)estimmten  Functionen  y^,  y,,,  •  •  y„  genügen,  constituiren 
dann  dir  invarianten   Determinantenquotienten 

Pv  Pi^--  Pn 

den  Rationalitätsbereich,  bei  dessen  Zugrundelegung  die  allgemeine 
lineare  Gruppe  L  als  Transformationsgruppe  dieser  Differentialgleichung 
erscheint. 

Adjungirt  man  eine  rationale  Differentialfunction  der  y^, !/.,,  ••>/„, 
so  ist  in  dem  so  entstehenden  Rationalitätsbereiche  die  Transformations- 
gmppe  von  (l)  (Nr.  134,  S.  15)  nichts  anderes  als  diejenige  Unter- 
gruppe von  L,  bei  deren  Anwendung  jene  adjungirte  Differentialfunction 
ungeändert  bleibt.  Denn  die.se  Gruppe  geniesst  offenbar  die  in  dem 
Picard'schen  Theorem  enthaltene  Doppeleigenschaft,  wobei  man  be- 
denken muss,  dass  für  eine  Differentialfunction  der  unbestimmten 
Functionen  y^,  y.^,  ■  ■  •  y^  die  Unveränderlichkeit  als  Function  von  x  mit 
der  formalen  Unveränderlichkeit  identisch  ist. 

So  ordnet  sich  also  der  Gruppencharakter  der  allgemeinen  linearen 
Differentialgleichung  gleichsam  als  besonderer  Fall  unter  die  Gruppen- 
charaktere .specieller  Differentialgleichungen  bei  gegebenen  Rationalität.s- 
bereichen  ein. 

Wenn  für  eine  gegebene  lineare  Differentialgleichung 

(28)  y-'  +  Xj""''  -f  Xj"-'^  +  .  .  .  +  A„^  =  0, 

wo  die  Aj,  A^,  •  •  •  A^  Functionen  sind,  die  einem  gewissen  Rationalitäts- 
bereiche angehören,  die  Picard'sche  Resolvente  (19)  kein  nicht  singu- 
läres  (d.  h.  der  Differentialgleichung  (20)  genügendes)  Integral  mit  einer 
Differentialgleichung  von  niedrigerer  Ordnung,  deren  Coefticienten,  ab- 
gesehen von  den  unbestimmten  Functionen  A.^,  demselben  Rationalitäts- 
bereiche angehören,  gemein  hat,  d.  h.  wenn  für  diesen  Rationalitäts- 
bereich die  Transformationsgruppe  der  gegebenen  Differentialgleichung 
die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  ist,  so  stimmt  der  Gruppencharakter 
der  speciellen  Differentialgleichung  (28)  mit  dem  der  allgemeinen 
Differentialgleichung  (1)  fNr.  134,  S.  15)  überein,  und  es  kann  ein 
willkürliches  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (28)  als 
durch  die  n  Differentialgleichungen 
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definirt  augeseheu  werden. 

Wenn  dagegen  für  den  l)etreffeuden  Rationalitätsbereich  die  Trans- 
formationsgruppe der  gegebenen  Differentialgleichung  unter  Zugninde- 
legung  eines  bestimmten  Fundamentalsystems  i]^,  r]^,  •  •  -  tj^  eine  Unter- 
gruppe G  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  ist,  so  denken  wir  uns 
z.  B.  mit  Hülfe  des  in  der  Nr.  141  (S.  41)  angedeuteten  Verfahrens 
eine  rationale  Differentialinvariante  von  G  gebildet ,  d.  h.  also  eine 
rationale  Differentialfunction  der  unbestimmten  Functionen  il^,y.„  •■!/„, 
R(il^,  y.^,  ■  ■  ■  yj,  die  bei  den  Transformationen  von  G  und  nur  bei 
diesen  (formell)  ungeändert  bleibt.  Dann  wird  diese  gleich  einer 
wohlbestimmten,  dem  Rationalitätsbereiche  angehörenden  P'unction  A, 
wenn  man  die  ij^,  y.,,  •  •  ?/„  durch  die  Vi,  V'2>  '  '  -  V„  ersetzt,  und  das 
System  der  n  -\-  1  Differentialgleichungen 


(29) 


[(-ir2),(2/,,y,,  ...7/„) 

=  A  (x  =  l,  2,  ■■•«), 


i^iui,  y.2^  ■  ■  ■  y,)  =  ^ 


definirt  uns  das  Fundamentalsystem  r,^,  >?.-,,  •  •  •  >j^  in  dem  Sinne,  dass 
es  dann  und  nur  dann  befriedigt  wird,  wenn  für  die  y^,  y.^,  ■  •  ■  y^  ein 
Functionssystem  gesetzt  wird,  welches  aus  >;j,  7j^,  •  ■  •  V„  thirch  die 
Transformationen  von  G  hervorgeht. 

Die  Differentialfunction  Biy^,  y^,  ■  •  •  y„)  ist  hierbei  nur  als  der 
Repräsentant  der  Gesammtheit  von  Differentialinvarianten  der  Gruppe 
G  anzusehen,  die  sich  ja  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  145  (S.  53)  sämmt- 
lich  durch  B(y)  und  seine  Ableitungen,  sowie  die  2\,  P.^,  ■  ■  •  P„  "i^tl 
deren  Ableitungen  rational  darstellen  lassen.  Wenn  wir  also,  im  An- 
schlüsse an  die  Kronecker'sche  Bezeichnung  in  der  Algebra,  diese 
Gesammtheit  von  rationalen  Differentialfuuctionen  als  eine  Gattung 
bezeichnen,  so  erscheint  in  dem  Gleichungssysteme  (20)  R(y)  nur  als 
Repräsentant  einer  bestimmten  Gattung. 

Durch  diese  Auffassung  sind  wir  also  in  der  Lage,  von  der  spe- 
ciellen  gegebenen  Differentialgleichung  (28)  überzugehen  zu  einer  ge- 
wissen Gattung  von  Differentialfuuctionen  der  n  unbestimmten  Func- 
tionen y^,  yc^,  •  •  •  y„,  indem  nämlich  der  Gruppencharakter  der 
speciellen  Differentialgleichung  (28)  identisch  wird  mit  dem 
Gruppencharakter  der  allgemeinen  Differentialgleichung 

(«)  — 1)"^(!/,  yvyv"  yJ  =  ^> 
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falls  wir  dem  Rutiouali  tilts  bereiche  der  letzteren  die  Uiit- 
tiin<(,  der  die  Differentialfunction  Ii{^/^,  y.,,  ■  •  •  yj  angehört, 
iidjungiren  (vergl.  S.  75). 

Hieraus  folgt  nun  unmittelbar,  dass  alle  Sätze,  die  wir  im 
vierten  Kapitel  für  Ditferentialfunctionen  der  unbestimmten  Func- 
tionen //, ,  y.,,  ■  •  ■  y  ,  «lie  bei  den  Transformationen  einer  gewissen 
Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  formell  ungeändert 
bleiben,  bewiesen  haben,  sich  übertragen  lassen  auf  Ditferentialfunc- 
tionen gebildet  aus  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  der 
speciellen  Differentialgleichung  CJS),  wenn  wir  in  diesen  Sätzen  an  die 
Stelle  von  „formeller  Unveränderlichkeit"  setzen  „Unveränderlichkeit 
als  Function  von  x"  und  zugleich  überall  an  die  Stelle  der  allgemeinen 
linearen  Gmppe  L  die  Transformationsgruppe  der  Diff'erentialgleichimg 
(28)  treten  lassen.     So  haben  wir  z.  B.  die  Sätze: 

Eine  rationale  Beziehung  zwischen  den  Elementen  y^,  y.,,  ■  •  ■  y,^ 
eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (28)  und  den  Ab- 
leitungen dieser  Elemente  mit  (Joefticienten,  die  dem  Rationalitäts- 
bereiche angehören,  bleibt  erhalten,  wenn  man  auf  die  y^,  ?/.,,  •  •  •  y„ 
eine  Transformation  der  Gruppe  G  anwendet. 

Die  Transformationen  von  6',  bei  denen  eine  rationale  Differential- 
function S(y)  der  y^,  ?/.,,  •  ■  ■  y„  als  Function  von  x  ungeändert  bleibt, 
bilden  eine  Untergruppe   G^  von  G. 

Femer  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  der  Nr.  145  (S.  53),  dass  eine 
rationale  Differentialfunction  Siy)  der  y^,  «/.,,  •  •  •  y^^,  die  als  Function 
von  X  bei  denselben  Transformationen  von  G  ungeändert  bleibt  wie 
die  Function  S(^y),  als  rationale  Function  von  S(y)  und  deren  Ab- 
leitungen mit  Coefficienten,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören, 
darstellbar  ist. 


Sechstes  Kapitel. 

153.    Bedeutung    der    Transformationsgruppe    für    das    Integrations- 
problem.     Reduction   der  Transformationsgruppe    durch  Adjunction. 

Die  Bedeutung  der  Craloissehen  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen liegt  darin,  dass  die  Auflösung  einer  gegebenen  Gleichung 
wesentlich  von  der  Structur  ihrer  Galois'schen  Gruppe  abhängt.  Ins- 
besondere lassen  sich  z.  B.  noth wendige  und  hinreichende  Bedingungen 
angeben,  die  für  die  Gruppe  einer  Gleichung  erfüllt  sein  müssen, 
damit  diese  Gleichung  algebraisch,  d.  h.  durch  Wurzelausziehungen 
auflösbar  sei.  Es  wird  also  dasselbe  Auflösungsverfahren  gültig  sein 
für  alle  Gleichungen,  die  dieselbe  Gruppe  haben,  und  da,  im  Sinne  des 
Gleichungssystems  (I\^  der  Nr.  149,  (ß.  63),  der  Gruppencharakter 
einer  gegebenen  speciellen  Gleichung  stets  identisch  ist  mit  dem  der 
allgemeinen  Gleichung  (der  die  n  Unbestimmten  x^,  x,„  •  ■  •  ^„  genügen) 
unter  Adjunction  einer  gewissen  Gattung  rationaler  Functionen  der 
X,,  X ,,  •  ■  ■  X  ,  so  kann  man,  wie  Kronecker  betont  hat,  die  Theorie 
der  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  unmittelbar  an  der  allgemeinen 
Gleichung  (mit  unbestimmten  Wurzeln)  und  an  den  Gattungen  von 
Functionen  unbestimmter  Grössen  entwickeln. 

In  ähnlicher  Weise  bestimmt  für  eine  lineare  Difi'erentialj'leichung 
die  ihr  zugehörige  Transformationsgruppe  in  gewissem  Sinne  das 
bei  derselben  anzuwendende  Integrationsverfahren 5  in  welchem  Sinne 
dies  der  Fall  ist,  wird  aus  den  nachfolgenden  Eröi-terungen  deutlich 
hervorgehen;  vorläufig  können  wir  nur  Folgendes  feststellen. 

Die  Integration  einer  vorgelegten  linearen  Differentialgleichung  ist 
als  vollzogen  anzusehen,  wenn  derjenige  Rationalitätsbereich  bekannt 
ist,  für  welchen  die  Transformationsgruppe  der  gegebenen  Differential- 
gleichung nur  die  identische  Transformation  enthält,  denn  dann  sind 
die  Elemente  des  Fundamental.s3'stems  y^,  y^,  ■  ■  •  y^^  selb.st  rational  be- 
kannt. Es  wird  also  wesentlich  darauf  ankommen,  den  Kationalitäts- 
bereich  so  zu  erweitem,  dass  sich  die  Transformationsgruppe  der  Diffe- 
rentialgleichung reducirt. 
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Jedenfalls  wissen  wir,  diiss  wir  die  jiiif  chni  (jiruppencharakter 
be/ütjflichen  Untersacliun«?en  dircct  an  die  allgemeine  lineare  Differen- 
tialf(leichung 

(a)  {-'^yJHihVr^y,,  •••?/„)  =  <^ 

der  das  System  der  n  willkürlichen  linear  unabhängigen  Functionen 
y  i  y»  '  '  y  Genüge  leistet,  und  an  die  derselben  7X\  adjungirenden 
rationalen  Ditferentialfunctionen  dieser  y^,  y,„  •  ■  •  y„  knüpfen  können, 
da,  wie  wir  bewiesen  haben,  stets  eine  rationale  Diff'erentialfunction 
gefunden  werden  kann,  bei  deren  Adjunction  die  Transformationsgruppe 
der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung  (u)  mit  der  einer  ge- 
gebenen speciellen  Differentialgleichung  von  derselben  Ordnung  über- 
einstimmt. 

Wir  hatten  bereits  bemerkt,  dass  sich  durch  Adjunction  einer 
rationalen  Differentialfunction  R{y)  (beziehungsweise  der  durch  dieselbe 
repräsentirten  Gattung)  die  Transformationsgrui)pe  L  der  allgemeinen 
Differentialgleichung  (a)  auf  diejenige  Grujtpe  (r  reducirt,  bei  deren 
Anwendung  -R(t/)  invariant  bleibt. 

Denken  wir  uns  nun,  es  sei  ein  für  alle  Mal  die  Differentialglei- 
chung (a)  unter  Adjunction  von  R(ij)  vorgelegt,  so  dass  also  G  ihre 
Transformationsgruppe  darstellt,  und  adjungiren  wir  noch  die  rationale 
Differentialfimction  S(y),  die  bei  den  Transformationen  der  Unter- 
gruppe H  von  G  nngeändei-t  bleibt,  während  sie  sich  bei  jeder  nicht 
in  H  enthaltenen  Substitution  von  G  verändert.  Dann  ist  H  offenbar 
die  umfassendste  Gruppe,  die  in  der  Gruppe  G  und  in  der  zu  S(y) 
gehörigen  Transformationsgruppe  gleichzeitig  enthalten  ist;  es  reducii-t 
sich  folglich  die  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung  (a) 
nach  Adjunction  von  S(y)  auf  die  Untergruppe  H. 

Sei  z.  B.  G  eine  Gruppe,  die  aus  v  Schaaren  von  Transformationen 
besteht,  und  bedeute  F  die  uinftissendste  in  G  enthaltene  und  von  in- 
finitesimalen Transformationen  erzeugte  continuirliche  Gnippe.  Dann 
ist  (Nr.  14(J,  S.  38)  F  innerhalb  G  ausgezeichnet  und  Cr  besteht  aus 
V  Schaaren  von  der  Form 

F     TT     T  r ■    •  T      r 
WO  die   T,,  T,,  ■  ■•  T     ,   Transformationen  bedeuten,  für  welche 

1'  Z'  1  —  1  ■ 


J-'FT  =  F 


(z  =  l,2, 


ist.  Bedeutet  nun  P(y)  eine  charakteristische  Differential- 
invariante von  F,  d.  h.  eine  Differentialfunction  der  y^,  y.,,  ■  ■  •  y^, 
die  bei  den  Trazisformationen  von  F  und  nur  bei  diesen  ungeändert 
bleibt,   so  reducirt  sich  zufolü'e    des  vorhin    bewiesenen  Satzes  bei  Ad- 
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junction  von  P{if)  die  Tnuisforiiiationsü^rnjijx'  tU-r  vorgelegten  Differen- 
tialgleichung auf  r.  Möge  nun  bei  An\\(■lullm^•  (Ut  'rrtinsformntion  T 
die   Function  P(y/)  übergelien  in 

^;,l'/)  (x=l,-',         r-^l); 

dann  genügen  die  i'  Functionen 

Pitf),     P,(y),  •••  P,_,{y) 

einer    algebraischen    Gleichung    i'*''"    Grades,    deren    Coefficienten    als 
Differentialinvarianten  von   (i   dem   Uationalitätsbereiche  angehören. 

Wir  können  also  sagen,  dass  sich  durch  Adjunction  der 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Coefficienten 
dem  Kationalitätsbereiche  angehören,  die  Gruppe  unserer 
Differentialgleichung  auf  eine  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugte,  also  durch  ein  einziges  Gleichungs 
System  darstellbare  Gruppe  reduciren  lässt. 

Da  wir  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  algebraische 
Operationen  stets  als  ausführbar  ansehen  können,  so  dürfen  wir  im 
Folgenden  die  Annahme  machen,  dass  die  Transformationsgruppe  einer 
vorgelegten  Differentialgleichung  eine  aus  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erzeugte  sei,  und  dass  wir  es  auch  stets  nur  mit  solchen  ratio- 
nalen Difierentialfunctionen  zu  thun  haben,  die  bei  so  beschaffeneu 
Gruppen  von  Transformationen  ungeändert  bleiben. 

Für  die  in  G  enthaltene  umfassendste  aus  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugte  continuirliche  Gru])pe  F  gilt  dann  offenbar  der 
folgende  Doppelsatz: 

Jede  rationale  Differentialfunction  der  v/^,  ^/., ,  •  •  •  ?/  ,  die  gleich 
einer  algebraischen  Function  ist  (d.  h.  die  einer  algebraischen  Gleichung 
genügt,  deren  Coefficienten  dem  Rationalitätsbereiche  angehören),  bleibt 
bei  den  Transfonnationen  von  F  ungeändert,  \uu\ 

jede  rationale,  bei  den  Transformationen  von  F,  oder  was  dasselbe 
heisst,  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  von  (t  unveränderliche 
Differentialfunction  der  y^,  y,,,     •  •  y„  ist  algebraisch  ausdrückbar. 

Wenn  (r  selbst  aus  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt,  also 
mit  r  identisch  ist,  so  fällt  dieser  Doppelsatz  mit  dem  auf  die 
Gruppe   (t  bezüglichen  der  Nr.  löl   (S.  71)  zusammen. 

154.  Adjunction  des  allgemeinen  Integrals  einer  Differentialgleichung. 
Normalzerlegungen  der  Transformationsgruppe. 

AVir  setzen  also  von  nun  ab  voraus,  dass  schon  von  Anfang  an 
die  Gruppe  G  der  Differentialgleichung  eine  aus  infinitesimalen  Trans- 


154.    Adjunction  einer  Ditlereutialfuuction.  Hl 

foniijitionen  erzeu^fte  coiitiimirliche  sei  und  bezeichnen  Uiicli  wie  vor. 
iluirh   Ji{l/)  die  den  Kiitioimlitiitsbereich  chnnikt(;risirende  Function. 

Sei  S{y)   eine  beliebige  DifFerentialfunction  der  y, ,  i/„,  ■  •  •  y^^,   die 
bei  den  Tninsfonniitionen  der  Untergruppe  (i\.  von  G  ungeändert  bleibt, 
während  sich  dieselbe  bei  jeder  nicht  in  G-^  enthaltenen  Transformation 
von  G  verändert,  und  bilden  wir  S{rj),  wo 
» 

(30)  i].  =  ^Ä.^(a^,  «,,..■  a;)y^       (.  =  1,2,.  •„) 

x  =  l 

die  allgemeinste  Transformation  von  G  darstellen  möge. 

Wenn  dann  die  Untergruppe  Gg  nur  von  q  =  r  —  6  Parametern 
abhängt,  so  enthält  der  Ausdruck  S(rf)  nach  dem  Satze  von  Herrn 
Vessiot  (Nr.  144,  S.  50)  genau  6  =  r  —  q  wesentliche  Parameter. 
Differentiiren  wir  also  S(rj)  ö-mal  nach  x  und  eliminiren  zwischen 
S{i^)  und  seinen  6  ersten  Ableitungen  jene  6  Parameter,  so  erhalten 
wir  eine  algebraische  Differentialgleichung 

(31)  0{S)  =  0 

©*"  Ordnung  für  S(r}),  deren  Coefficienten  offenbar  rationale  Differen- 
tialfunctionen  der  V^,  y^j  '  '  '  Vn  sind,  die  bei  den  Transformationen  von 
G  ungeändert  bleiben  und  folglich  dem  Kationalitätsbereiche  angehören. 
Diese  Difierentialgleichung  (31),  die  wir  uns  in  Bezug  auf  S  und  seine 
Ableitungen  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  denken  können,  hat 
keines  ihrer  nicht  singulären  Integrale  (im  Sinne  der  Nr.  144,  S.  49) 
mit  einer  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnuntr  und  vom  selben 
Charakter  gemein;  denn  eine  solche  Differentialgleichung  mü.sste  dann 
auch  durch  S{i])  selbst  befriedigt  werden,  d.  h.  sie  besässe  eine  Lösung, 
die  6  wesentliche  willkürliche  Parameter  enthält,  und  das  ist  unmög- 
lich (vergl.  Nr.  144,  S.  o2).  Wir  können  folglich  die  Difierential- 
gleichung (,->l)  auch  als  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung 
mit  dem  Rationalitätsbereiche  antrehörio'en  Coefficienten  definiren,  der 
die  rationale  Difierentialfunction  S{y)  Genüge  leistet. 

Die  Transformationen  von  G,  bei  denen  *S'(7;),  aufgefasst  als  Difie- 
rentialfunction der  y^,  y.2,  •  ■  •  y,,,  ungeändert  bleibt,  bilden  offenbar 
eine  Untergruppe  von  G,  die  aus  G^  hei*vorgeht,  indem  man  diese 
letztere  Gruppe  durch  die  Substitution,  die  [);J  mit  [?/.]  verknüpft, 
transformirt.  Wir  nannten  (Nr.  140,  S.  36)  eine  solche  Untergnippe 
mit  G^  innerhalb  G  gleichberechtigt. 

Adjungiren  wir  nunmehr  der  Difierentialgleichung  («)  die  sämmt- 
lichen  Lösungen  von  (31),  so  reducirt  sieh  die  Transforraationsgruppe 
G    auf  diejenige  Untergruppe,    die   allen   mit    G ^.   innerhalb    G  gleich- 

Suttlesiuger,  Differentialgleicbungeu.    II.  6 
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berechtigten  Untergruppen  gemeinsam  ist;  diese  ist  aber  oÜenbar  inner- 
halb (t  ausgezeic"hnet,  und  zwar  ist  es  die  umfassendste  ausgezeichnete 
Untergruppe  von  G,  bei  deren  Anwendung  S{y)  ungeändert  bleibt; 
wir  können  also  sagen: 

Durch  Integration  der  Difterentialgleicliung  niedrigster 
Ordnung  mit  dem  Rationalitätsbereiche  ungehörigen  Coeffi- 
cienten,  der  eine  rationale  Differentialt'unctiou  der  Py,  y^,  ••  y„ 
Genüge  leistet,  reducirt  sich  die  Gruppe  G  unserer  linearen 
Differentialgleichung  («)  auf  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  können  wir  nun  übersehen,  in  welcher 
Weise  die  Structur  der  Transformationsgruppe  G  das  bei  der  Integra- 
tion  der  Differentialgleichung  (a)  einzuschlagende  Verfahren  bestimmt. 

Sei  G^  eine  umfassendste  in  G  enthaltene  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe, d.  h.  eine  ausgezeichnete  Untergi-uppe  von  G,  die  in  keiner 
anderen  ausgezeichneten  Untergruppe  von  G  enthalten  ist;  sei  ebenso 
G^  eine  umfassendste  ausgezeichnete  Untergiiippe  von  G^,  G^  eine 
solche  von  G„,  und  so  foi*t,  dann  muss  in  dieser  Folge  von  Gruppen 
endlich*  eine  Gruppe  G^,„_,  zum  Vorsehein  kommen,  die  ausser  sich 
selbst  und  der  identischen  Transformation  keine  ausgezeichnete  Unter 
gruppe  enthält,  die  also  (vergl.  Nr.  140,  S.  36)  eine  einfache  Gruppe 
ist.     Die  Folge 

^07    ^1.    ^27    •■        ^m-V      (^0=^)' 

soll  dann  nach  Herrn  Vessiot  eine  Normalzerlegung  von  G  heissen. 
Wir  denken  uns  nun  für  x  =  \,  2,  ■  ■  •  m  eine  Untergnippe  F^ 
von  G_^  bestimmt,  die  G^  enthält  und  überdies  von  der  gi'össtmög- 
lichen  Anzahl  von  Parametern  abhängt.  Sei  ferner  t\i}i)  eine  Diffe- 
rentialinvariante von  F  ,  die  bei  keiner  nicht  in  F    enthaltenen  Trans- 

y.'  y. 

formation  von  G  ,  ungeändei-t  bleibt,  und  bedeute  k  die  Differenz 
zwischen  den  Anzahlen  der  Parameter  in  den  Gruppen  G^_^  und  F, . 
Dann  befriedigt  t\ky)  ^i^®  Differentialgleichung 

von  der  Ordnung  A  .  Denkt  man  sieh  dieselbe  integrirt  und  adjungirt 
ihr  allgemeines  Integral  dem  Rationalitätsbereiche  von  (a),  so  reducirt 
sich  die  Transformationsgruppe  auf  (r^.  Hiernach  genügt  /".,(//)  einer 
Differentialgleichung 

von  der  Ordnung  A.,,  durch  deren  Integration  sich  die  Transformati ons- 
gi'uppe    von    {u)    auf    G^  reducirt.     So   kann    man    fortfahren,   bis   man 
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endlich  ö^,„_,  fil«  Tnmsforination.scrmppe  von  (u)  hat.  W  »-nii  inuii 
dann  noch  die  allgemeine  Lösung  der  l)iffer»Mitialgleichung  A  *'"■  Ordnung 

o  (/■)==o, 

der  /"^^  Genüge  leistet,  adjuugirt,  so  reducirt  sich  die  Transformations- 
gruppe von  (a)  auf  die  identische  Transformation  (weil  ^,„_i  eine 
einfache  Gruppe  i.st),  so  dass  also  die  Integrale  y,,  y.,,  '  '  '  V,,  "selbst 
dem   Hationalitätsbereiche  angehören. 

Die  Integration  von  (a)  ist  somit  auf  die  successive  Lösung  von 
Differentialgleichungen  der  Ordnungen 

(32)  A,,  A,,  .  •  .  A„^ 

zurückgeführt,  und  zwar  sind  diese  Hülfsdifferentialgleichungen  immer 
von  der  möglichst  niedrigen  Ordnung,  weil  wir  uns  die  V  als  mit  der 
grösstmöglichen  Parameteranzahl  behaftet  gewählt  dachten. 

Im  Allgemeinen  wird  es  natürlich  mehrere  von  einander  verschie- 
dene Normalzerlegungen  der  Gruppe  G  geben  können  und  entsprechend 
wird  man  auf  verschiedene  Ketten  von  Hülfsdifferentialgleichungen 
geführt  werden.  Stets  sind  aber  die  Zahlen  (32)  dieselben, 
d.  h.  die  Hülfsdifferentialgleichungen,  die  den  verschiedenen 
Normalzerlegungen  von  G  entsprechen,  haben  immer  die- 
selben Ordnungszahlen.  Dieses  interessante  Resultat,  auf  dessen 
Begründung  wir  nicht  eingehen,  ist  zuerst  von  Herrn  Vessiot  be- 
wiesen worden. 
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Transformationsgruppe  reducirt.  Reciprocitätssatz.  Hülfsdifferential- 
gleichungen mit  einfacher  Gruppe.    Integration  durch  Quadraturen. 

Das  einer  Nonnalzerlegung  von  G  entsprechende  Integratious- 
schema  der  Differentialgleichung  (a)  gewinnt  nur  in  dem  Falle  prak- 
tische Bedeutung,  wenn  die  Untergruppen  F  als  algebraische 
Untergnippen  gewählt  werden  können.  Aber  selbst  in  diesem  Falle 
wird  die  Untersuchung  einer  linearen  Differentialgleichung  im  All- 
gemeinen auf  die  von  algebraischen  Differentialgleichungen  von  höherem 
als  dem  ersten  Grade  zurückgeführt.  Diese  haben  zwar  insofern  einen 
ganz  besonderen  Charakter,  als  sich  die  Art,  wie  die  willkürlichen 
Constanten  in  das  allgemeine  Integral  eingehen,  genau  übersehen  lässt; 
immerhin  wird  es  aber  von  Bedeutung  sein  zu  fragen:  wann  lässt 
sich  die  Transformationsgruppe  einer  vorgelegten  linearen  Differential- 
gleichung durch  Adjunction  der  Lösungen  einer  anderen  ebenfalls 
linearen  Differentialgleichung  reduciren? 

ü* 
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Wenn  wir  die  Frage  in  dieser  Form  stellen,  so  gelien  wir  über 
die  bisher  festgehaltene  Art  der  Adjunction  hinaus.  Wir  hattt'n 
nämlich  bisher  immer  nur  rationale  Differentiall'unctionen  der 
Elemente  eines  Fundamentalsystems  adjungirt  und  konnten  deshalb  die 
Untersuchung  an  der  allgemeinen  Difterentialgleiehung  (a)  führen, 
deren  Transformationsgruppe  wir  durch  Adjunction  einer  geeigneten 
rationalen  Diöerentialfunction  zur  Uebereinstimmung  gebracht  hatten 
mit  der  Transformationsgruppe  einer  vorgelegten  speciellen  Differential 
gleichung.  Die  so  gefundenen  Sätze  übertragen  sich  vermöge  des  in 
der  Nr.  102  (S.  IV),  77)  dargelegton  Princips  unniittell)ar  auf  specielle 
Differentialgleichungen,  indem  nur  au  Stelle  der  formellen  Unveränder- 
lichkeit  rationaler  Differentialfunctionen  die  Unveränderlichkeit  als 
Function  von  x  tritt. 

Wir  machen  von  dieser  Uebertrag])arkeit  sofort  Gebrauch,  indem 
wir  uns  eine  specielle  Differentialgleichung  (A),  deren  Transformations- 
gruppe für  einen  gegebenen  Kationalitätsbereich  G  sein  möge,  vor- 
ffeleo-t  denken,  und  nach  der  Beschaffenheit  einer  anderen  linearen 
Differentialgleichung 

(B)  ~^  +  q,  —„-4  H VQ  ^  =  0 

mit  dem  Rationalitätsbereiche  angehörenden  Coefficienten  fragen,  durch 
deren  Integration  sich  die  Gruppe  G  von  (A)  reducirt. 

Es  sei  also  z^^,  z,^,  •  •  •  z^^^  ein  Fundamentalsystem  von  (B)  und 
möge  durch  Adjunction  desselben  die  Gruppe  G  von  (A)  auf  eine 
Untergruppe  G^  reducii-t  werden,  die  genau  s  Parameter  weniger  ent- 
hält wie  G  selbst.  Möge  die  aus  den  Elementen  y^,  y.^,  ■  ■  ■  y„  eines 
Fundamentalsystems  von  (A)  gebildete  rationale  Differentialfunction 
-^i(y)  genau  bei  den  Transformationen  von  G^^  (als  Function  von  x) 
ungeändert  bleiben,  dann  ist  also  nach  dem  Picard-Vessiot'schen 
Doppelsatze 

J^iC^i,  y,,---  y,)  =  H^i^i,  ^v  ■■■  O; 

wo  H^{z)  eine  rationale  Differentialfunction  der  z^,  ^^^  '  '  '  ^,„  bedeutet. 
Denken  wir  uns  nun  im  Sinne  der  Nr.  154  (S.  81)  die  Differential- 
gleichung niedrigster  Ordnung  mit  dem  ursiirünglichen  Kationalitäts- 
bereiche  angehörigen  Coefficienten  gebildet,  der  die  Function  ix',  (i/j 
genügt,  so  ist  dieselbe  von  der  s*""  Ordnung.  Bilden  wir  ebenso  die 
Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  für  H^{z^,  z^,  ■  •  ■  z^),  so 
haben  diese  beiden  Differentialgleichungen  eine  Lösung  mit  einander 
gemein  und  sind  folglich  mit  einander  identisch.  Bezeichnen  wir  also 
mit    rj^,  r/jj,  •  •  •  ^„    das    durch    die   allgemeinste   Transformation   von    G 
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aus  //|,  ;/.,,  ■  ■  ■  y„  entstehende  Fundanientalsystem  von  (A),  durch 
t,,  t,,  •  •  ■  t  das  mit  z,,  z,,  •  •  •  z  durch  die  alli'emein.ste  Tran.sforma- 
tion  der  Gruppe  der  Dift'erentialgleichung  (B)  verknüpfte  Fundamental- 
systeni  von  (B),  so  enthalten  die  beiden  Ausdrücke 

^^(^1,  V,,  ■■  ■  V,)     imd     H^{^^,  l^,---  tj 

genau  s  wesentliche  Parameter,  und  jeder  Wei-th,  den  einer  von  beiden 
für  ein  bestimmtes  Werthesystem  der  in  ihm  enthalteneu  Parameter 
annimmt,  stimmt  mit  einem  Werthe  des  anderen  für  ein  gewisses 
Werthesystem  seiner  Parameter  überein. 

Daraus  schliessen  wir  zuvörderst,  dass  mit  der  Adjunction  der 
2,,  z„,  •  •  ■  z     auch  alle  verschiedenen  Werthe  von 

1 '      2 '  in 

dem  Rationalitätsbereiche  hinzugefügt  werden,  da  jeder  derselben  gleich 
einer  rationalen  Differentialfunction  der  z^,  z^,  •  ■  ■  z^^^  wird,  dass  also 
die  Gruppe  G^  in  G  noth wendig  als  ausgezeichnete  Untergruppe 
enthalten  sein  muss. 

Denken  wir  uns  aber  nun  umgekehrt  die  Integrale  y^,  y^,  •  •  ■  y^^ 
von  (A)  der  DiflFerentialgleichung  (B)  adjungirt,  so  gehöi-t  Il^{y)  und 
folglich  auch  II^{z^,  ^^^  '  '  '  ^,)  ^^^  Ratioualitätsbereiche  an.  Da  der 
Ausdruck 

genau  s  wesentliche  Parameter  enthält,  so  reducirt  die  Adjunction  der 
Vv  y^^  '  '  '  y,n  ^^^  Transformationsgruppe  von  (B)  auf  eine  Gruppe,  die 
mindestens  s  Parameter  weniger  enthält.  Andererseits  kann  die  Reduc 
tion  auch  nicht  um  mehr  als  s  Parameter  erfolgen,  da  wir  ebenso  für 
die  Differentialgleichung  (A)  schliessen  können,  dass  ihre  Transforma- 
tionsgruppe bei  Adjunction  der  z^,  z.^,  •  ■  ■  z^^  um  mindestens  soviele 
Parameter  reducii*t  werden  muss,  wie  die  Gruppe  von  (B)  bei  Adjunc- 
tion der.  y^,  y.2,  •  ■  •  y,^-  Also  findet  sich  die  Gruppe  von  (B)  durch 
Adjunction  der  y^,  y.^,  ■  •  ■  ^„  auf  eine  Untergruppe  und  zwar  offenbar 
auch  auf  eine  ausgezeichnete  Untergi-uppe  reducirt,  die  genau  s  Para- 
meter weniger  enthält  wie  die  ursprüngliche.  Wir  haben  somit  den 
folgenden  Satz,  der  einem  bekannten  Theoreme  der  Algebra  analog  ist, 
und  den  man  wohl  als  den  Reciprocitätssatz  bezeichnen  kann: 

Wenn  sich  die  Transformationsgruppe  einer  linearen 
Differentialgleichung  (A)  durch  Adjunction  der  Lösungen 
einer  anderen  linearen  Differentialgleichung  (B)  auf  eine 
Untergruppe  reducirt,  die  s  Parameter  weniger  enthält  wie 
die  ursprüngliche,  so  reducirt  sich  die  Gruppe  von  (B)  durch 
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Acljunotion  der  Lösuiigfu  von  (A)  in  tlcrsclIuMi  Weise,  und 
die  neuen  Transformationsgruppen  sind  beide  Male  in  den 
ursprünglichen   als   ausgezeichnete  Untergruppen    enthalten. 

Sei  insbesondere  die  Transformationsgruppe  der  Ditferentialgleichung 
(B)  eine  einfache;  wenn  sich  dann  durch  Adjunction  der  Lösungen 
von  (B)  die  Transformationsgruppe  von  (A)  wirklich  reducirt,  so  muss 
sich  zufolge  des  Keciprocitätssatzes  die  Gru])pe  von  (B)  durch  yVdjunc 
tion  der  Lösungen  von  (A)  auf  die  identische  Transformation  reduciren, 
d.  h.  es  sind  die  Lösungen  von  (B)  rationale  Differential- 
functionen  der  Lösungen  y^,  y.,,  •  •  ■  2/„  von  (A). 

Wenn  man  sich  also  auf  die  Adjunction  der  Lösungen 
von  linearen  Hülfsdifferentialgleichuiigen  mit  einfacher 
Gruppe  beschränkt,  so  bleibt  man  im  Rahmen  der  Betrach- 
tungen, die  sich  auf  die  Adjunction  rationaler  Differential- 
functionen  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  beziehen  und  bei  denen  die 
gegebene  specielle  Differentialgleichung  durch  die  allge- 
meine Differentialgleichung  (a)  unter  Adjunction  einer  ge- 
wissen Gattung  rationaler  Differentialfunctionen  ersetzt 
werden  kann. 

Dies  ist  insbesondere  der  Fall,  wenn  es  sich  um  die  Frage  handelt, 
ob  eine  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung  durch  Quadraturen 
integrirt  werden  kann. 

In  der  That  kann  eine  Quadratur,  d.  h.  also  die  Ausführung  eines 
Integrals 

u  =  I  f{x)  dx , 

wo  fix)  eine  dem  Rationalitätsbereiche  angehörige  Function  bedeutet, 
stets  ersetzt  werden  durch  die  Integration  der  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(33)  ||  =  /(^)^' 

wenü 

u  =  log  V 

gesetzt  wird.  Die  Transformationsgruppe  einer  Gleichung  von  der 
Form  (?>?>)  ist  aber  die  homogene  lineare  Gruppe  in  einer  Variabein  v, 
und  diese  ist  offenbar  einfach. 

Wenn  also  die  Integration  einer  (homogenen)  linearen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  die  Transformations- 
gruppe einer  gegebenen  linearen  Differentialgleichung  re- 
ducirt,  so  ist  die  Lösung  der  TTülfsdifferentialgleichung  eine 
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riitioiiak'  Diti'crcu  liiiltuiictiuii  der  Elemente  ciue.s  Fuiida- 
mentalsystems  der  gegebenen  Gleichung,  und  die  reducirte 
Gruppe  ist  eina  ausgezeichnete  Untergruppe,  die  von  einem 
Piiramotor  weniger  abhängt  wie  die  ursprüngliche. 
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gleichung  durch  Quadraturen.     Integrable  Gruppen.    Die  allgemeine 

lineare  DifiFerentialgleichung  ist  nicht  durch  Quadraturen  lösbar. 

Soll  sich  also  die  Integration  der  Diti'erentialgleiehung  («),  deren 
Transfb rmationsgruppe  unter  Adjunction  der  Differentialfunction  Hiy) 
wieder  durch  (i  bezeichnet  werden  mag,  durch  eine  Kette  von  lauter 
linearen  homogenen  Hülfsditferentialgleichungen  erster  Ordnung  absol- 
viren  lassen,  d.  h.  soll  es  möglich  sein,  die  Gruppe  G  durch  successive 
Adjunction  der  Lösungen  solcher  Hülfsdifferentialgleichungeu  auf  die 
identische  Transformation  zu  reducireu,  so  muss  sich  die  Transforma- 
tionsgruppe der  gegebenen  Differentialgleichung  allemal,  wenn  sie  sich 
reducirt,  auf  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  reduciren,  die  einen 
Parameter  weniger  enthält.  Es  muss  demnach  G  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  G^  besitzen,  die  einen  Parameter  weniger  enthält  wie  G, 
ebenso  (t^  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  (/.,,  die  einen  Parameter 
weniger  enthält  wie  G^  u.  s.  w. 

Eine  aus  r  infinitesimalen  Transformationen 

erzeugte  Gruppe  G,  die  diese  Eigenschaft  besitzt,  nennt  Herr  Lie  eine 
integrable  Gruppe. 

Wir  können  also  sagen:  Damit  eine  lineare  Differential- 
gleichung durch  eine  Kette  von  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  integrirbar  sei,  ist  noth- 
weudig,  dass  sie  eine  integrable  Transformationsgruppe 
besitze. 

In  analytischer  Form  lässt  sich  die  Bedingung  dafür,  dass  die 
r-gliedrige  Gruppe  G  integrabel  sei,  dahin  aussprechen,  dass  es  mög- 
lich sein  muss,  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen derselben 

YJ,  YJ,.--  YJ- 

so  auszuwählen,  dass  Relationen  von  der  Form 

(34)       (y,y,+.)=2^^,„+.„i'-,/-    (:z;:i;.;:r,') 
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bestehen,  wo  die  c  Constanten  bedeuten;  denn  in  diesem  Falle  erzeugen  die 

offenbar  eine  i-gliedrige  Untergruppe,  die  (vergl.  Nr.  140^  S.  37)  in 
der  aus  den 

Yj;...  YJ,  Y^j- 

erzeugten  (/  -|-  l)-gliedrigen  ausgezeichnet  enthalten  ist. 

Herr  Lie  hat  nun  über  integrable  homogene  lineare  Gruppen 
einen   wichtigen    Satz   aufgestellt,   auf  den    wir   kurz   eingehen  müssen. 

Sei 

1=1     X  =  1 

eine  infinitesimale  homogene  lineare  Transformation,  dann  beweist  man 
leicht  mit  Hülfe  derselben  Methode,  die  wir  im  dritten  Abschnitte  für 
die  Reduotion  einer  linearen  Substitution  auf  die  canonische  Form  an- 
gewandt haben,  dass  sich  stets  neue  Veränderliche 

n 

(36)  ^,=2^;.^x         (■•  =  i'V-) 

y.=  l 

SO  einführen  lassen,  dass  die  infinitesimale  Transformation  Xf  die 
canonische  Form 

(37)  &,,.,  M-  +  (h,^z^  +  \,z,)  ,^  +  •  ■  •  +  (K,^,  +  •  •  •  +  &„„0  |(^ 

annimmt. 

Der  Satz  des  Herrn  Lie  besagt  nun,  dass,  wenn  die  infinitesimalen 
Transformationen 

YJ,   YJ,  •■•   F./' 

eine  integrable  lineare  homogene  Gruppe  erzeugen,  d.  h.  wenn  zwischen 
diesen  infinitesimalen  Transformationen  die  Beziehungen  (34)  bestehen, 
dass  sich  dann  stets  neue  Variable  (36)  so  einführen  lassen,  dass  alle 
y. /■  («  =  i,  2,  ■•  r)  gleichzeitig  die  canonische  Form  (37)  annehmen. 

Nach  Einführung  dieser  neuen  Variabein  [2^  ist  also  eine  jede 
integrable  lineare  homogene  Gruppe  in  der  aus  den  infinitesimalen 
Transformationen 

cf  cf  ^    cf 

^,  o"  '  1   z ,  -^ —  ,  ■  •  •  z   -.-  — 


^„  =  «„■^1   +   «,L.^2  +   • 

'         nn     n 
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erzeugten  Gruppe,  d.  Ii.  in  der  IJriippi' 


(38) 


als  Untergrup|)e  entlialten;  wir  kihinen  demnach  das  Lie'sche  Theorem 
auch  so  aussprechen : 

Jede  integrable  lineare  homogene  (aus  infinitesimalen 
Transformationen  erzeugte)  Gruppe  geht  durch  Transforma- 
tion mit  einer  linearen  Substitution  in  eine  Untergruppe  der 
Gruppe  (38)  über,  oder,  was  dasselbe  besagt,  sie  ist  mit  einer 
Untergruppe  von  (38)  innerhalb  der  allgemeinen  linearen 
homogenen  Gruppe  L  gleichberechtigt. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  werden  wir  nun  im  Stande  sein  zu  über- 
sehen, dass  die  für  die  Integrabilität  einer  linearen  Differentialgleichung 
durch  Quadraturen  oben  als  nothwendig  erkannte  Bedingung  zugleich 
hinreichend  ist. 

Sei  also  die  Gruppe  G  unserer  Differentialgleichung  [u)  integrabel 
und  denken  wir  uns  das  Fundamentalsystem  [yj  gleich  von  vorneherein 
so  gewählt,  dass  G  in  der  Gruppe  von  der  Form  (38)  als  Untergruppe 
enthalten  sei. 

Offenbar  bleiben  die  rationalen  Differentialfunctionen 

d  log  Vi        d  log  D{y^,  y^)        dlogDjy^,  y^,  y^)  ^?  log  D()/i,  y^,  •    •  !/„_i) 

dx      '  dx  '  dx  '  dx 

ungeändert,  wenn  man  auf  die  [?/.]  eine  Substitution  von  der  Form  (38) 

ausübt;   sie   sind   folglich   Differentialinvarianten   der   Gnippe  (38)   und 

demnach  auch  der  in  (38)  als  Untergruppe  enthaltenen  Gruppe  G,  also 

sind  sie,  zufolge   des  Picard-Vessiot 'sehen  Doppelsatzes,  Functionen 

von  X,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören. 

Setzen  wir 

d  log  y,  ,  ^ 

so  ist 

f/(x)dx 

d.  h.  ein  Integral  unserer  Differentialgleichung  genügt  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  deren  Coefficienten  dem 
Rationalitätsbereiche  angehören.  Benützen  wir  dieses  Integral  nach 
dem  in  der  Nr.  18  (Band  I,  S.  47)  dargelegten  Verfahren  zur  Reduc- 
tion  der  Differentialgleichung  («),  indem  wir  setzen 
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y  =  //,  L<l.r, 

SO  genügt  z  einer  linearen  homogenen  Difterentijilgleichung  (n  —  l)'^"" 
Ordnung,  deren  Coefficienten  sich  zAifolge  der  Gleichungen  (ß)  Nr.  IH 
(Band  I,  S.  48)  aus  den  Coefficienten  von  (a)  und  den  successiven 
Ableitungen  von  h)g  //^  rational  zusammensetzen  und  somit  dem  Ratio- 
nalitätsberoiche  angehören.  Für  diese  DiflFerentialgleichung  (n  —  1)*"'' 
C)rdiiunü:  constituiren  die  Ausdrücke 


dx\  y.     ' 


(X  =  l,  2,  •••  ;i  — 1) 

Vi     ' 

ein  Fundamentalsjstem,  und  da,  wie  sich  aus  den  Formeln  der  Num- 
mern 18  und  22  ergiebt, 

^(^i;  y„  ■  ■  •  y?)  =  y[i>{-i,  ^^  ■  ■  •  ^;._i) 

ist,  so  sind  die  Ausdrücke 

cUogz^       dlog  B{z^,z^)  (l\og  D{2^,z^,---z^_^) 

dx      '  dx  '  dx 

Functionen,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören.  Die  Differential- 
gleichung (>?  —  l)'"''  Ordnung  für  z  hat  also  genau  dieselbe  Beschaffen- 
heit wie  die  ursprüngliche  für  y,  wir  können  somit  das  Verfahren  der 
Nr.  18  weiter  anwenden,  indem  wir  setzen 


^/ 


udx. 


und  so  fortfahren,  bis  wir  endlich  zu  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung 

dw  f   V 

Tx  =  •P^^)^ 

kommen,  wo  fpix)  eine  dem  Rationalitätsbereiche  angehörige  Function 
bedeutet. 

Es  ist  dann 

z^dx  =  e-  I  c-  dx, 

wo 

.    .     s  '^  log  ^1 

gesetzt  wurde,  und  so  fortfahrend  erhalten  wir  endlich 

f/(x)dx     f*    ff^(x\dx  r  /'  ftf{jr)dx 

,.  =  .         Je-  ä.J...je-  ä., 
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d.  h.  die  Eleiueiite  des  Kini(laiueiital.sy.stcm.s  der  DillL-reiitial^dcicluing  (a) 
hestimmeii  sich  durch  Qiiu(h-aturen,  und  zwar  sind  zur  Bestimmung  von 
y  im  Allgemeinen  x  iibereinandergesetzte  Quadraturen  erforderlich,  so 
dass  also  die  Integrati(ui   von  (a)  im   Allgemeinen 

Quadraturen  erfordert. 

Damit  ist  also  in  der  That  bewiesen,  dass  eine  lineare 
Differentialgleichung,  deren  Transformationsgruppe  inte- 
grabel  ist,  auch   stets  durch  Quadraturen  gelöst  werden  kann. 

Wir  erkennen  zugleich,  dass,  wenn  eine  lineare  Differentialgleichung 
durch  Quadraturen  integrirbar  ist,  eines  ihrer  Integrale  eine  dem  Katio- 
nalitätsbereiche  angehörige  logarithmische  Ableitung  besitzt,  und  dass 
die  Bestimmung  der  übrigen  Integrale  auf  dem  in  der  Nr.  18  dar- 
gelegten Wege  erfolgen  kann,  wobei  dann  immer  nur  lineare  homogene 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  dem  Kationalitätsbereiche 
angehörenden  Coefficienten  zu  lösen  und  auf  deren  Lösungen  wieder- 
holte Quadraturen  auszuüben  sind. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Transformationsgruppe  der  gegebenen 
Differentialgleichung  integrabel  sei,  setzt  implicite  voraus,  dass  diese 
Gruppe  eine  aus  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte  continuirliche 
ist.  Um  dieses  zu  erreichen,  wird  man  im  Allgemeinen  dem  Rationalitäts- 
bereiche noch  die  Wurzeln  einer  bestimmten  algebraischen  Gleichung 
mit  dem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Coefficienten  zu  adjungiren 
haben  (vergl.  Nr.  154,  S.  80).  Wenn  also  z.  B.  die  vorgelegte  lineare 
Differentialgleichung  in  x  rationale  Coefficienten  besitzt,  so  wird,  falls 
dieselbe  durch  Quadraturen  integrirbar  sein  soll,  ihre  Transformations- 
gruppe nach  Adjunction  einer  gewissen  algebraischen  Function  von  x 
eine  integrable  sein  müssen,  und  es  wird  sich  dann  eine  ihrer  Lösungen 
in  der  Form 

f/(x)dx 

e 

darstellen  lassen,  wo  f(x)  eine  rationale  Function  des  adjungirten  alge- 
braischen Gebildes  bedeutet,  d.  h.  der  Logarithmus  einer  Lösung 
ist  ein  zu  diesem  Gebilde  gehöriges  Abel'sehes  Integral. 

Die  entwickelte  Theorie  der  durch  Quadraturen  integrirbaren 
linearen  Differentialgleichunsren  ist  der  Galois'schen  Theorie  der  durch 
AVurzelgrössen  auflö.sbaren  algebraischen  Gleichungen  analog.  Es  ist 
nun  auch  leicht,  einen  Satz  aufzustellen,  der  dem  Ruffini-AbeFschen 
Satze  von  der  Unauflösbarkeit  der  allgemeinen  Gleichung  (höheren  als 
vierten  Grades)  durch  Wurzelzeichen  entspricht. 
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Es    ist    näuirich    ilio    all^'cmcine    liiu-aie    Di  IIV  i-(.'iit  iiil<;U'i 
chung  n'®'  Ordnung   für   «>1    nicht   durch   Quadraturen   inte- 
grirbar. 

In    der    That    ist    die    Transformationsgruppe    dieser    Dilferential- 
gleichung  die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  i, 


V, 


.  =  '^(1.  11  •.     !a.  !4=0         (/,x  =  i,  2,  •  •  h). 


Diese  besitzt  eine  algebraische  ausgezeichnete  Untergruppe  mit  n   —  1 
Parametern,  nämlich  diejenige,   deren  Transformationen  die  Bedingung 


=  1 


(/,  x=  1,  2, 


erfüllen  und  die  Herr  Lie  als  die  specielle  lineare  homogene 
Gruppe  bezeichnet.  Die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  L  ist 
aber,  wie  Herr  Lie  bewiesen  hat,  einfach,  also  ist  L  nicht  integrabel. 


1 


I 


Siebentes  Kapitel. 

liü.    Probleme,    die    sich   auf  die    Transformationsgruppe   beziehen. 

Algebraische  Beziehungen  zwischen  Integralen  und  deren  Ableitungen. 

Der  Fall  algebraischer  Integrale. 

Nachdem  wir  so  die  auf  die  Betrachtung  der  Transformations- 
gruppe einer  gegebenen  Diffei-entialgleichung  gegründete  Integi-ations- 
theorie  dargelegt  haben,  wollen  wir  uns  über  die  Probleme  zu  orien- 
tiren  suchen,  die  sich  an  diese  Theorie  noch  anknüpfen  oder  derselben 
unterordnen  lassen. 

Die  erste  Aufgabe,  deren  Lösung  als  wünschenswerth  erscheint, 
ist  die,  alle  möglichen  Arten  von  Transf(#mationsgruppen,  die  bei 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  überhaupt  auftreten  können, 
aufzufinden.  Das  heisst  mit  andern  Worten:  Man  suche  für  ein 
gegebenes  n  alle  algebraischen  Untergruppen  der  linearen 
homogenen  Gruppe  in  n  Variabein.  Diese  Aufgabe  ist  für  ?j  =  2 
und  «  =  3  gelöst.     Wir  kommen  hierauf  später  zurück. 

Kennt  man  eine  algebraische  Untei'gruppe  G  von  L,  so  denke  man 
sich  eine  zu  derselben  gehörige  Differentialinvariante  JR(y  ,  y.,,  ■  ■  ■  y  ) 
aufgestellt.  Dann  besitzt  die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 
(«)  unter  Adjunction  von  It{y)  eine  bestimmte  Integrationstheorie, 
die  allen  denjenigen  linearen  Differentialgleichungen  gemeinsam  ist, 
deren  Transformation.sgiiippe  mit  G  übereinstimmt.  Man  kann  sich 
dann  weiter  die  Aufgabe  stellen,  für  einen  gegebenen  Rationalitäts- 
bereich, etwa  den  der  rationalen  Functionen  von  x,  alle  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen n^^^  Ordnung  aufzufinden,  deren  Transformations- 
gruppe G  ist.  Es  wird  sich  also  darum  handeln,  Functionen  des 
Kationalitätsbereiches  zu  finden,  die  in  den  Gleichungen  (29)  (S.  76) 
die  rechten  Seiten  bilden  können. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  (A),  deren  Transformation-sgrappe 
G   ist,    hat   die   besondere   Eigenschaft,    dass   zwischen   den   Elementen 
Vy,  y^,  •  ■  ■  ?/„    eines    Fundamentalsystems    und    deren    Ableitungen    die 
durch  die  Gleichung 
(39)  B{y^,y.^,.--y:)  =  t\^) 
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dargestellte  Beziehung  besteht,  wo  f\x)  eine  dcni  l\;itionalitätsbereiche 
antrehöriiTe  Function,  also  /,.  B.,  wenn  wir  den  einfachsten  Fall  be- 
trachten,  wo  der  Kationalitätsbereich  aus  den  rationalen  Functionen 
von  X  gebildet  wird,  eine  rationale  Function  bedeutet.  Aus  dieser 
Beziehung  folgen  durch  Differentiation  nach  x  noch  eine  Reihe  anderer 
Beziehungen,  in  denen  wir  uns  stets  die  Ableitungen  von  höherer  als 
der  (ii  —  1)'*"  Ordnung  weggeschafft  denken  können,  und  die  durcli 
die  Lösungen  [?/.]  von  (A)  ebenfalls  identisch  befriedigt  werden.  Al)er 
wenn  die  Gruppe  G  von  r  Parametern  abhängt,  so  sind  nur  diejenigen 
dieser  Beziehungen  von  einander  und  von  (39)  unabhängig,  die  durch 
weniger  als  {n  —  r)-malige  Differentiation  entstehen,  denn  B{y)  genügt 
in  diesem  Falle  (vergl.  Nr.  145,  S.  52)  einer  algebraischen  Differential 
gleichung  {ii   —  >')*®''  Ordnung. 

AVenu  umgekehrt  von  der  Differentialgleichung  (A)  bekannt  ist, 
dass  die  Elemente  y^,  y»,  ■  ■  ■  ?/„  eines  Fundamentalsystems  und  deren 
Ableitungen  gewisse  algebraische  Gleichungen  mit  rationalen  Coefti- 
cienten 

(40)  f:{y„  •  ■  ■  y„,  y>-  •  ■  y,:,  ■  ■  ■  y'r'\  ■  ■  ■  vT  '\^)=^ 

(y  =  1,  •>,  3,  •  •  •) 

erfüllen,  so  folgt  aus  den  Sätzen  der  Nr.  152  (S.  77),  dass  diese  Glei- 
chungen erhalten  bleiben,  wenn  wir  auf  die  \y^  eine  Transformation  dei- 
Transformationsgruppe  G  der  Differentialgleichung  anwenden.  Daraus 
kann  mau  eine  für  die  Gruppe  G  bedeutsame  Folgerung  ziehen. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Relationen  (40)  beliebig  oft  difte- 
rentiirt  und  die  Ableitungen  höherer  als  {n  —  1  )*'''■  Ordnung  der 
y.,  y.j,  •  ■  ■  ^„  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (A)  entfernt.  Dann 
entsteht  ein  gewisses  Gleichungssystem  für  die  if  -\-  1   Grössen 

(41)  X,  y^,  '■■  y„,  y,,  •••  :?/„,  y,      ,  ■  ■  ■  y„      , 

dessen  Gleichungen  einander  nie  widersprechen  können,  weil  sie  ja  zu- 
folge der  Voraussetzung  durch  die  Lösungen  yi,  y.,,  ■  ■  ■  y„  befriedigt 
werden.  In  diesem  Gleichungssysteme  wird  es  dann  eine  gewisse  An- 
zahl von  einander  unabhängiger  Gleichungen 

(42)  1^\  =  (),     i^^  =  0,  •••  i^^  =  (» 

geben;  d.  h.  diese  y  Gleichungen  (42)  werden  die  Eigenschaft  haben, 
dass,  wenn  man  sie  nach  ./  differentiirt  und  überdies  die  Ableitungen 
höherer  als  (m  —  l)'*'  Ordnung  der  |//.]  entfernt,  sich  luir  Gleichungen 
ergeben,  die  schon  eine  Folge  der  Gleichungen  (42)  sind.  Wie  Herr 
Lie  gelegentlich  bemerkt  hat,  kann  man  diese  Eigenschaft  des  Glei- 
chungs.systems    (42)    kurz     dadurch     charakterisiren,     dass    man    sagt, 
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dasselbe  gestatte  in  ileii  n   -\-  1    Grössen  (41j  die  iiitinitesimale  Trans- 
formation 

1  =  1  '  i-^l  ^' 


Deuten  wir  nun  die  w"  +  1  Grössen  (41)  als  Coordinaten  eines 
Punktes  in  der  ebenen  (w'  -f-  l)-fachen  Mannigfaltigkeit  oder  dem 
(n'  +  l)-dimensionalen  Räume  R  ,  ,  ,  so  erscheinen  dieselben,  wenn 
wir  die  [y]  als  die  so  bezeiclineten  Lösungen  der  Differentialgleichung 
(A)  ansehen,  als  Functionen  von  x;  wir  erhalten  also  in  dem  Tt^^^,y 
ein  eindimensionales  Gebilde,  eine  Curve,  die  wir  als  Integralcurve  C£ 
von  (A)  bezeichnen  können.  Diese  Art  der  geometrischen  Deutung 
eines  Fundamentalsystems  ist  ausserordentlich  anschaulich.  Da  nämlich 
ein  Fundamental.system  durch  die  in  einem  beliebigen  nicht  singulären 
rc-Werthe  vorgeschriebenen  Anfangswerthe  seiner  n  Elemente  und  deren 
(w  —  1)  ersten  Ableitungen  bestimmt  i.st,  so  können  wir  sagen,  da.ss 
durch  jeden  Punkt  des  -ß„„  ,  j  eine  und  nur  eine  Integralcurve  geht, 
mit  Ausnahme  derjenigen  Punkte,  die  auf  der  durch   die  Gleichung 

bestimmten  Mannigfaltigkeit  liegen,  letzteres  aus  dem  Grunde,  weil  die 
Determinante  eines  Fundamentalsystems  für  keinen  nicht  singulären 
Werth  von  x  verschwinden  darf. 

Auf  der  anderen  Seite  stellen  die  Gleichungen  (42 J  eine  alge- 
braische Mannit^faltitfkeit  im  11  ,  ,  dar,  auf  welcher  unsere  Integral- 
curve  (i  liegt.  Diese  algebraische  Mannigfaltigkeit  muss  nun  in  sich 
selbst  übergehen,  wenn  man  auf  die  y.,  y'.,  •  •  ■  y!^~  (i  =  i,  2,  ■•  n)  irgend 
eine  Transformation  der  Gruppe  G  anwendet.  Denkt  man  sich  also 
die  Gesammtheit  derjenigen  linearen  homogenen  Transfonnationen  der 
y.  aufgestellt,  die  auf  die  y.,  y!,  ■  •  •  y^"~  simultan  angewandt,  bei 
unverändertem  x  jene  Mannigfaltigkeit  in  sich  selbst  transformiren,  so 
bilden  dieselben  offenbar  eine  Gnippe  und  zwar  eine  algebraische  Unter- 
gruppe der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L.  In  dieser  Gruppe  muss 
dann  G  als  Untergruppe  enthalten  sein. 

Wir  sehen  daraus,  dass  das  Bestehen  von  Relationen  von  der 
Form  (40)  einen  gewissen  besonderen  Gruppencharakter  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  oder  (vergl.  Nr.  148,  S.  63)  einen  besonderen 
Affect  derselben  bedingt,  und  dass  sich  demnach  die  Untersuchung 
von  linearen  Diff'erentialüleii-hunffen,   zwischen   deren  Integralen    solche 
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Relationen    bestehen,    in    «j^ewissem    Sinne    in    die   Theorie    der   Trans- 
formationsgruppen dieser  Ditterentialgleichungen  einordnet. 

In  der  Entwickelung  der  Lehre  von  den  linearen  Differential- 
i^kMchuntjen  wurde  die  Frage  nach  der  Beschatienheit  einer  Ditl'erential- 
gleiehung,  deren  Lösungen  gewisse  algebraische  Gleichungen  erfüllen, 
zuerst  von  Herrn  Fuchs  im  Zusanimenliange  mit  der  1^'rage  unter 
sucht,  wann  eine  lineare  Ditferentialgleiehung  durch  algebraische  Func- 
tionen integrirt  werden  kann.  Dass  dieser  Fall  wirklich  hierher  gehört, 
lässt  sich  leicht  übersehen. 

Denken  wir  uns  nämlich,  die  durch  die  Gleichungen  (42)  be- 
stimmte Mannigfaltigkeit  sei  selbst  eine  Curve  in  dem  li^^^.^.  Dann 
muss  diese  Curve  mit  der  Integralcurve  G  zusammenfallen  oder  die- 
selbe wenigstens  enthalten,  so  dass  also  (£  selbst  eine  algebraische 
Curve  darstellt.     Das  heisst  aber  nichts  anderes,  als  es  lassen  sieh  die 

r  ,  ('1  —  1)  («—1) 

?/i,  ■••  y,o  ^i;  •••  y,o  •■•Vr        y'--  Vn 

aus  den  Gleichungen  (42)  als  algebraische  Functionen  von  x  berechnen. 
Wenn  umgekehrt  von  der  Differentialgleichung  (A)  bekaimt  ist, 
dass  ihre  Lösungen  algebraische  Functionen  von  x  sind,  so  bestehen 
offenbar  zwischen  den  Elementen  y^,  y.,,  •  ■  ■  ?/„  eines  Fundamental- 
systems und  X  gewisse  algebraische  Gleichungen. 


158.    Algebraisch,  integrirbare  lineare  Differentialgleichungen. 
Für  dieselben  ist  die  Transformationsgruppe  endlich. 

Verweilen  wir  einen  Augenblick  bei  der  Betrachtung  einer  solchen, 
wie  wir  kurz  sagen,  algebraisch  integrirbaren  Differential- 
gleichung und  fragen  insbesondere  nach  der  Beschaffenheit  der 
Transformationsgruppe  einer  derartigen  Gleichung. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  Coefficienten  der  zu  betrachtenden 
linearen  Differentialgleichung  (A)  rationale  Functionen  von  x  sind. 
Dann  wird  ein  Fundamentalsystem  y^,  y^)  ■  ■  •  V^  von  (A)  einem  Systeme 
von  algebraischen  Gleichungen 

(43)  f.Xy„  y,,--  yn>  ^)  =  <"->      o^  =  l  2.  ■  •  • . ;  .  >  „) 

genügen,  wo  die  /'  ganze  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  be- 
deuten, von  dem  wir  voraussetzen  können,  dass  es  irreductibel  ist. 
Wir  verstehen  hierunter  das  Folgende. 

Bedeutet  x  =  x^^  einen  regulären  Werth  von  x,  d.  h.  einen  Werth, 
in  dessen  Umgebung  sich  die  Integi-ale  von  (A)  in  gewöhnliche  Potenz- 
reihen entwickeln  lassen,  so  sei 


158.    Algebraisch  iiitogrirltaii'  I>itterentialgleichungen.  'J7 

(44)  y,  =  is,(^>0,    y,  =  ^\/^!^o),  ■  ■  •  y,=  ^„(^k«) 

ein  System  solcher  liiieMr  iiiiubliüngigor  l'otenzroihen,  die  der  Diöe- 
rentialgleichung  (A)  und  folglich  auch  dem  Gleichung.ssysteme  (43) 
Genüge  leisten.  Diese  definiren  ein  eindeutig  bestimmtes  System  parti- 
cularer  Lösungen  y^,  y/^,  '  V,,  ^^°  C^*^)  ^"  '^^''  Fläche  T,  die  aus  der 
a-Ebene  durch  Aussonderung  der  wesentlichen  singulären  Stellen  und 
Zerschneidung  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  entsteht. 
Nach  den  Grundlagen  der  Functionentheorie  muss  dann  jedes  System 
von  Potenzreiheu,  welches  aus  (44)  durch  analytische  Fortsetzung  ent- 
steht, ebenfalls  die  Gleichungen  (43)  befriedigen.  Das  Gleichungs- 
system (43)  wird  nun  als  irreductibel  bezeichnet,  wenn  auch  um- 
gekehrt jedes  System  von  Potenzreihen,  welches,  für  i/j,  //.,,  •  •■  y  ein- 
gesetzt, dasselbe  befriedigt,  aus  den  Reihen  (44)  durch  analytische 
Fortsetzung  abgeleitet  werden  kann.  Da  aber  jedes  solche  System  von 
Potenzreihen  die  Differentialgleichung  (A)  befriedigen  muss,  so  muss 
sieh  dasselbe  durch  die  aus  (44)  entspringenden  innerhalb  T  eindeutig 
definirten  y^,  y^,  •  ■  •  y„  homogen  linear  mit  constanten  Coefficieuten 
darstellen  lassen,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  jedes  Lösungssystem  der 
Gleichungen  (43)  geht  aus  den  y^,y.,,  •  •  •  2/„  durch  Anwendung  einer 
homogenen  linearen  Transformation  hervor.  Die  Gesammtheit  dieser 
linearen  Transformationen,  deren  Anzahl  offenbar  eine  endliche  sein 
muss,  bildet  dann  im  Sinne  der  Nr.  132  (S.  5)  die  Gruppe  der 
Differentialgleichung  (A). 

Bilden  wir  uns  nunmehr  die  empfindliche  Function 

u  =  A^y^  +  A,y,  -\ \-  Äjj^^ 

mit  unbestimmten  A^,  A„,  ■  •  •  .4  ,  so  ist  dieselbe  eine  algebraische 
Function  von  x,  d.  h.  sie  genügt  einer  gewissen  irreductiblen  alge- 
braischen Gleichung 

(45)  000  =  ^, 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  und  den  ..4,,  ^4^,  •  •  •  A 
sind.  Diese  algebraische  Gleichung  ist  in  unserem  Falle  die  in  der 
Nr.  149  (S.  G5)  definirte  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  (21), 
die  für  die  Bestimmung  der  Transformationsgruppe  von  (A)  massgebend 
ist.  Da  (45)  als  irreductibel  vorausgesetzt  ist,  so  gehen  zufolge  des 
Puiseux'schen  Fundamentalsatzes  der  Theorie  der  algebraischen  Func- 
tionen alle  Lösungen  dieser  Gleichung  aus  einer  derselben,  also  etwa 
aus  t(,  durch  die  Umläufe  der  unabhängigen  Variabein  x  hervor.  Wir 
erhalten  demnach  diese  Lösungen  aus  u,  indem  wir  die  y^,  y.^,  ■  ■  '  y„ 
durch   die   aus    denselben   mittelst   der   Substitutionen    der   Gruppe    der 
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Differentialgleichung  (A)  hervorgehenden  Grössen  ersetzen.  Die  den 
verschiedenen  Lösungen  der  Diäerentialgleichinig  (21),  also  in  unserem 
Falle  der  Gleichung  (45),  entsprechenden  Fundamentalsy steine  sind 
aber  mit  den  y^,  y.,,  ■  ■  •  y„  durch  die  Operationen  der  Transformations- 
gruppe der  DiÖ'erentialgleichung  (A)  verknüpft. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  für  eine  algebraisch  inte- 
grirbare  lineare  Differentialgleichung  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  die  Transformationsgruppe  mit  der  Grupjie  der 
Differentialgleichung  zusammenfällt. 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Transformationsgruppe  der  Differential- 
gleichung eine  endliche,  d.  h.  sie  besteht  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Operationen,  ist  also  jedenfalls  ab  zählbar  (vergl.  Nr.  183, 
S.  11).  Es  ist  dies  aber  zugleich  der  einzige  Fall,  wo  die  Trans- 
formationsgruppe einer  linearen  Differentialgleichung  eine  abzählbare 
Gruppe  ist. 

In  der  That  besteht  im  Allgemeinen  die  Transformatiousgruppe  G 
einer  linearen  Differentialgleichung  aus  einer  endlichen  discreten  An- 
zahl V  von  continuirlichen  Transformationsschaaren  (Nr.  150,  S.  68), 
die  aus  einer  dieser  Schaaren  (nämlich  aus  derjenigen,  welche  die  um- 
fassendste in  G  enthaltene  und  von  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugte  contiuuirliche  Untergruppe  J^  darstellt)  durch  Zusammensetzung 
mit  V  bestimmten  Transformationen,  unter  denen  sich  auch  die  iden- 
tische Transformation  befindet,  hervorgehen  (Nr.  153,  S.  79).  Wenn 
diese  contiuuirliche  Unterginippe  F  eine  r-gliedrige  Gruppe  und  r  von 
Null  verschieden  ist,  so  enthält  F  und  somit  G  jedenfalls  eine  con- 
tinuirliche  Schaar  von  Transformationen,  da  ja  die  Definitionsgleichungen 
von  r  r  stetig  veränderliche  Parameter  in  sich  schliessen.  G  kann 
also  (vergl.  Nr.  140,  S.  38)  dann  und  nur  dann  eine  abzählbare  Gruppe 
sein,  wenn  die  Anzahl  dieser  Parameter,  d.  h.  r  gleich  Null  ist;  dann 
redueirt  sich  F  auf  die  identische  Transformation  und  (t  besteht  aus 
V  Transfonnationen,  ist  also  eine  endliche  Gruppe. 

Gleichwohl  bleibt  auch  in  diesem  Falle  der  Gruppe  G  ihr  Cha- 
rakter als  algebraische  Untergruppe  von  L  gewahrt. 

Um  das  einzusehen,  brauchen  wir  nur  auf  die  ursprüngliche  De- 
finition einer  algebraischen  Gruppe  zurückzugehen,  wie  sie  sich  in  der 
Nr.  136  (S.  21)  aus  der  Betrachtung  einer  rationalen  Differentialfunction 
ergab.  Der  Charakter  einer  algebraischen  Untergruppe  von  L  Ijestand 
nämlich  darin,  dass  zwischen  den  n  Coefficienten  der  allgemeinen 
homogenen  linearen  Substitution  eine  gewisse  Anzahl  von  algebraischen 
Beziehungen  gesetzt  wurde,  die  ein  Gebilde  in  der  n  -fachen  Mannig- 
faltit^keit  dieser  Coefficienten   bestimmten.     Wenn    dieses  Gebilde  eines 
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von  w>i'"'  Stufe  ist,  so  liefeni  jene  algebraischeu  Beziehungen  eine 
endliche  Anzahl  discreter  Wei-thesysteme  der  n  Substitutionscoefficienten, 
so  duss  wir  also  eine  endliolie  Gruppe  erhalten. 

VVenn  die  Transformationsgruppe  6r  einer  linearen  Differential- 
gleichung mit  in  x  rationalen  (oder  allgemeiner  mit  in  x  algebraischen) 
Coef Heienten  eine  endliche  ist,  so  ist  die  Differentialf'leichunj^  aber 
offenbar  algebraisch  integrirbar.  Denn  bilden  wir  aus  den  Elementen 
des  Fundamentalsystems  y^,  y^f,'  '  '  y„  und  aus  den  daraus  durch  die 
sämmtlichen  Transformationen  von  G,  deren  Anzahl  etwa  gleich  v  sein 
möge,  hervorgehenden  Integralen  eine  symmetrische  Function,  so  ist 
diese  eine  ganze,  rationale  Function  der  y^,  y.^,  ■  •  •  y  ,  die  bei  den 
Transformationen  der  Transfonnationsgruppe  ungeändert  bleibt,  also 
rational  (beziehungsweise  algebraisch)  in  x  ausdrückbar.  Jene  nv  Inte- 
grale genügen  also  einer  algebraischen  Gleichung  mit  in  x  rationalen 
(beziehungsweise  algebraischen)  Coefficienten. 


15m.    Beziehungen    zwischen     der    Transformationsgruppe    und    der 

Gruppe  einer  linearen  Differentialgleichung.     Differentialgleichungen 

der  Fuchs 'sehen  Classe. 

Wir  hatten  erkannt,  dass  im  Falle  einer  algebraisch  integrirbaren 
Differentialgleichung  die  Transformationsgruppe  mit  der  Grappe  der 
Differentialgleichung  zusammenfällt.  Hieran  schliesst  sich  naturgemäss 
die  Frage,  welche  Beziehung  im  allgemeinen  Falle  zwischen  der  zu 
einer  Differentialgleichung  (A)  mit  rationalen  Coeflicienten  gehörigen 
Transformationsgruppe  G  und  der  Gruppe  g  dieser  Differentialgleichung 
besteht. 

Um  uns  darüber  zu  Orientiren,  betrachten  wir  wieder  eine  empfind- 
liehe Function,  also  etwa 

^*  =  ^^y,  +  Ay,  H h  ^„y„, 

und  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  (21),  der  dieselbe 
genügt.  Lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x  einen  beliebigen  Um- 
lauf vollziehen,  so  erleiden  die  [y.]  eine  Substitution  der  Gruppe  (/  der 
Differentialgleichung  und  n  verwandelt  sich  in  eine  andere  Lösung  u. 
der  Picard 'sehen  Resolvente  (19).  Nach  einem  allgemeinen  functionen- 
theoretischen  Principe  muss  aber,  wenn  eine  Function  u  einer  alge- 
braischen Differentialgleichung  genügt,  auch  jeder  Zweig  dieser  Func- 
tion, der  durch  analytische  Fortsetzung  aus  u  hervorgeht,  dieselbe 
Differentialgleichung  erfüllen,  also  ist  n^  jedenfalls  auch  eine  Lösung 
von  (21).     Die   den   verschiedenen   Lösungen   von   (21)   entsprechenden 
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Fundamentalsysteme  von  (A )  sind  aljer  mit  [// |  i;vnau  diurh  die  Trans- 
formationen von  (r  verknüpft,  also  muss  jede  Transformation  von  //  in  G 
enthalten  sein,  d.  h.  die  Gruppe  (/  von  (A)  ist  eine  Unter<rru])pe 
von   (t. 

Sei  nun  (r  iru'end  eine  algebraische  Untergruppe  der  allgemeinen 
linearen  Gruppe  L,  welche  die  abzählbare  Gruppe  (j  als  Untergru])pe 
enthält.  Denken  wir  uns  eine  rationale)  Ditferentialfunction  Ii{y)  der 
?/(?  If.j  '  '  '  y,,  bestimmt,  die  bei  den  Ti;ausformationen  von  G  als  Func- 
tion von  X  ungeändert  bleibt,  dann  bleibt  dieselbe,  da  //  in  G  enthalten 
ist,  bei  allen  Umläufen  von  x  unsfeändert,  ist  also  eine  eindeuti<re 
Function  von  x.  Dieselbe  kann  aber  im  Allgemeinen  noch  Unbestimmt 
heitsstellen  besitzen,  d.  h.  also  eine  transcendente  Function  von  x 
sein.  Dies  ist  offenbar  dann  und  nur  dann  möglich,  wenn  eine  oder 
mehrere  der  wesentlichen  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung 
(A)  Unbestimmtheitsstellen  ihrer  Integrale  sind.  Wenn  dagegen  (A) 
keine  derartigen  singulären  Stellen  besitzt,  d.  h.  wenn  die  gegebene 
Differentialffleichunjy  zur  Fuchs'schen  Classe  jjehört,  so  können  wir 
leicht  zeigen,  dass  jede  rationale  Differentialfunction  der 
ViiV-^y  '  '  '  y„}  ^^®  gleich  einer  eindeutigen  Function  von  x  ist, 
nothwendig  eine  rationale  Function  von  x  sein  muss. 

Jede  Lösung  y.  einer  Differentialgleichung  der  Fuchs'schen  Classe 
ist  nämlich  in  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  x  =  x^  in  der  Form 

y.  =  {x  —  xj[ (p^ix)  +  log(a;  —  x^)(p^ {x) -\ f-  (p^,{x) [log(a;  —  x^)X \ 

darstellbar,  wo  q  eine  Constante,  ^)^^{x),  (p^(x),  •  ■  •  (p^,{x)  nach  positiven 
ganzen    Potenzen    von   x  —  x^^    fortschreitende    Reihen    bedeuten.     Für 

rc  =  oc  ist  an  die  Stelle  von  x  —  x„  einfach        zu  setzen. 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  und  die  sich  aus  denselben  für  die 
Ableitungen  der  y.  ergebenden  in  den  Algorithmus  einer  rationalen 
Differentialfunction  Ii(y)  ein,  so  ergiebt  sich  für  R{y)  eine  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  x  =  x^  gültige  Entwickelung  von  derselben 
Form.  Soll  nun  I^(y)  gleich  einer  eindeutigen  Function  sein,  so  müssen 
in  der  Entwickelung  dieser  Function  in  der  Umgebung  jeder  Stelle 
X  =  x^^  zunächst  die  Logarithmen  wegfallen,  und  ferner  können  auch  nur 
Potenzen  von  x  —  x^  mit  ganzzahligen  Exponenten  auftreten.  Es  kann 
folglich  Ii(y)  an  einer  Stelle,  in  deren  Umgebung  sich  diese  Function 
nicht  regulär  verhält,  nur  von  einer  endlichen  gunzzahligen  Ordnung 
unendlich  werden,  also  ist  B(y)  in  der  Tliat  eine  rationale  Function 
von  X. 
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Ilieraiis  fol<^t  nun,  mit  Uücksicht  auf  den  l'icard-Vessiot'schen 
Doppelsatz,  dass  JR(t/)  bei  den  Transformationen  der  Transformations- 
gruppe G  unserer  Ditferentialgleit'hung  ungeändert  bleiben  muss,  es 
ist  also  (i  nothwendig  als  Untergruppe  in  der  Gruppe  T/  enthalten. 
In  diesem  Falle  ist  also  (r  in  joder  algebraischen  Untergruppe  der 
allgemeinen  linearen  Gruppe  L,  die  g  zur  Untergruppe  hat,  als  Unter- 
gruppe enthalten,  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A).  der  Fuchs 'sehen 
Classe  angehört,  so  ist  ihre  Transformationsgruppe  die 
engste  algebraische  Gruppe  linearer  homogener  Transforma- 
tionen, die  die  Gruppe  der  Differentialgleichung  als  Unter- 
gruppe in  sich  schliesst. 

Dass  dieser  Satz  für  Differentialgleichungen,  die  nicht  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehören,  nicht  immer  gültig  ist,  kann  man  leicht  an 
dem  Beispiele  der  linearen  Differentialgleichung  mit  Constanten  Coeffi- 
oienten  bewahrheiten. 

Sei  nämlich 

eine  solche  Differentialgleichung  und  setzen  wir  der  Einfachheit  wegen 
voraus,  dass  die  charakteristische  Gleichung  (^Xr.  OD,  Bd.  I,  S.  245j 

die  n  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  r,,  r^,  ■  ■  ■  r  habe,  so  sind 
(vergl.  a.  a.  0.)  die  n  Fundamentalintegrale 

eindeutige  Functionen  von  x.  Die  Gruppe  g  der  Differentialgleichung 
besteht  demnach  allein  aus  der  identischen  Substitution  und  kann 
folglich  selbst  als  eine  algebraische  Untergruppe  (}  der  allgemeinen 
linearen  Gruppe  L  angesehen  werden.  Dagegen  ist  die  Transformations- 
gruppe  (j  z.  B.  durch  die  rationale  Differentialfunction 

1   ^  _ 
y^   dx  1 

bestimmt,  die  offenbar  dem  Rationalitätsbereiche  angehört.  Man  über- 
sieht leicht,  dass  G  die  w-gliedrige  aus  den  infinitesimalen  Transforma- 
tionen 

cf  cf  cf 

erzeugte  Gruppe    ist;   dieselbe   bietet   zugleich   ein  Beispiel  einer   inte 
grablen  Gruppe  dar. 
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Itio.    Satz   über   die  Monodromiegruppe.     Anwendung   auf  den  Fall 

der  algebraischen  Integrabilität  und  auf  die  Frage  der  Reductibilität. 

Reductibilität  der  Monodromiegruppe. 

Aus  dem  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satze  können  wir 
einige  wichtige  Folgerungen  ziehen. 

Die  Gruppe  //  der  Difierentialgleichung  [A)  hat  mit  der  zu  dieser 
Gleichung  gehörigen  Transformationsgruppe  G,  da  sie  in  derselben  als 
Untergruppe  enthalten  ist,  die  Eigenschaft  gemein,  dass  jede  rationale 
Difierentialfunction  der  y^,  y.2,  '  '  '  y„j  die  gleich  einer  rationalen  Func- 
tion von  ./•  ist,  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  g  ungeändert 
bleibt.  Dagegen  gilt  für  g  im  Allgemeinen  die  erste  Aussage  des 
Picard-Yessiot'schen  Doppelsatzes  nicht,  denn  von  einer  rationalen 
Differeutialfunction ,  die  bei  den  Transformationen  von  //  ungeändert 
bleibt,  kann  man  nur  behaupten,  dass  sie  eine  eindeutige  Function 
von  x  sei. 

Dann  und  nur  dann,  wenn  die  Differentialgleichung  i^A) 
der  Fuchs'schen  Classe  angehört,  bleibt  der  Picard-Vessiot- 
sche  Doppelsatz  in  vollem  Umfange  richtig,  wenn  man  darin 
an  die  Stelle  der  Transformationsgruppe  G  die  .abzählbare 
Untergruppe  g  derselben  treten  lässt. 

Diese  Bemerkung  rechtfertigt  eine  von  Herrn  F.  Klein  vorgeschla- 
gene Benennung  für  die  beiden  Gruppen  G  und  g,  zufolge  deren  die 
Transformationsgruppe  G  als  die  Rationalitätsgruppe,  die  abzähl- 
bare Gruppe  g  als  Monodromie-  oder  Eindeutigkeitsgruppe  be- 
zeichnet werden  soll.  Wir  werden  im  Folgenden  von  dieser  Bezeich- 
nung in  der  Regel  Gebrauch  machen. 

Die  Endlichkeit  der  Monodromiegruppe  </,  die  als  noth  wendig 
für  die  algebraische  Integrirbarkeit  einer  linearen  Differentialgleichung 
erkannt  worden  war,  ist  im  Allgemeinen  hierfür  nicht  hinreichend,  wie 
schon  die  Thatsache  lehrt,  dass  es  lineare  Differentialgleichungen  giebt, 
deren  allgemeines  Integral  eine  transcendente  eindeutige  Function  ist. 
Soll  das  allgemeine  Integral  einer  gegebenen  linearen  Differential- 
gleichung eine  algebraische  Function  sein,  so  muss  die  Differential- 
gleichung offenbar  zur  Fuchs'schen  Classe  gehören;  ferner  ist  noth 
wendig,  dass  die  zu  den  singulären  Funkten  gehörigen  determiniren- 
den  Fundamentalgleichungen  lauter  rationale  Wurzeln  besitzen  und 
dass  in  den  Entwickelungen  der  canonischen  Fundamentalsysteme  keine 
Logarithmen  auftreten.  Allein  auch  diese  nothwendigen  Bedingungen 
sind  nicht  hinreichend. 
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Nothwcndig  und  lii ii rcMclieiid  dulür,  dass  eine  lineare 
Differentialgleichung  durch  algebraische  Functionen  inte- 
grirt  werden  könne,  ist,  dass  die  Differentialgleichung  der 
Fuchs'schen  Classe  angehört  und  dass  ihre  Monodromiegruppe 
eine  endliche  ist. 

Denn  aus  der  Endlichkeit  der  Monodromiegruppe  folgt  zunächst, 
dass  das  allgemeine  Integral  einer  gewöhnlichen  algebraischen  Gleichung 
mit  in  :x  eindeutigen  Coefficienten  genügen  muss,  und  daraus,  dass 
die  Differentialgleichung  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  ergiebt  sich 
ferner,  dass  die  die  Coefficienten  darstellenden  eindeutigen  Functionen 
keine  Unbestimmtheitsstellen  luiben  können,  also  rationale  Functionen 
von  X  sind. 

Um  weitere  Anwendungen  der  zwischen  den  beiden  Gruppen  G 
und  r/  gefundenen  Beziehungen  geben  zu  können,  greifen  wir  auf  den 
Begriff  der  Irreductibilität  einer  linearen  Differentialgleichung 
zurück,  wie  wir  ihn  im  Anschlüsse  an  Herrn  Frobenius  in  den 
Nummern  27—29  erörtert  hatten.  Es  wurden  daselbst  vorzüglich 
lineare  Differentialgleichungen  betrachtet,  deren  Coefficienten  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  E  eindeutige  Functionen  sind,  und  eine 
solche  Differentialgleichung 

(I)  P{y)  =  if"  +  q^^y^''-'^  +  .  .  .  +  9,^^^  =  0 

hiess  reductibel,  wenn  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung 
von  niedrigerer  Ordnung 

(H)  Qiy)  =  /"'  +  i^J'"-''  +  •  ■  •  +  tJ  =  0,     {m  <  n), 

und  vom  selben  Charakter  (d.  h.  deren  Coefficienten  auch  innerhalb  E 
eindeutig  sind)  Integrale  gemein  hatte.  Es  gab  dann  stets  mindestens 
eine  irreductible  Differentialgleichung  (Nr.  27,  Bd.  I,  S.  85) 

(III)  B(i,)  =  y'''  +  xJ'-''  +  ---  +  X.y  =  ^,     i^<n), 

vom  selben  Charakter,  deren  sämmtliche  Lösungen  die  Differential- 
gleichung (I)  befriedigen. 

Sei  y^,  y^,  •  •  •  y^  ein  Fundamentalsystem  von  (I),  ^l^,  '^i^,  •  ■  ■  ri^, 
ein  solches  von  (III);  dann  lassen  sich  also  nv  Constanten  c.^  bestimmen, 
für  welche  die  Gleichungen 


flV) 


Vc=^^,.yy. 


erfüllt  sind  und  die  ein  rechteckiges  System  vom  Range  v  bilden 
(vergl.  Nr.  34).  Denken  wir  uns  den  Bereich  E  so  gewählt,  dass 
innerhalb  desselben  kein  singiüärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (I) 
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liege,  und  dass  er  von  eudlicliem,  etwa  A-faclieni  Zusammenhange  sei. 
Zerschneiden  wir  J£  durch  (A  —  1)  geeignet  gewählte  Querschnitte 
l^,  l„,  •  •  •  l)_^  in  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  E,  so 
erleiden  die  innerhalb  E  durch  ihre  Anfangswerthe  eindeutig  determi- 
nirten  Integrale  V^f  V-^f  '  '  '  !/„  allemal,  wenn  die  unabhängige  Variable 
X  einen  oder  mehrere  dieser  Querschnitte  überschreitet,  eine  lineare 
Substitution,  und  die  Gesammtheit  dieser  Substitutionen  bildet  ott'enbar 
eine  Grujjpe  h,  die  wir  als  die  Gruppe  der  Differentialgleichung 
(I)  in  Bezug  auf  den  Bereich  E  bezeichnen  wollen. 

Die  Ausdrücke  (IV)  können,  wenn  x  die  Querschnitte  von  E 
überschreitet,  d.  h.  wenn  auf  die  y^,  y.2,  '  ■  •  y^,  die  Substitutionen  von  h 
ausgeübt  werden,  oifenbar  nur  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst  übergehen,  da  sie  zufolge  der  gemachten  Voraussetzung  ein 
Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (III)  constituiren.  Und 
umgekehrt,  wenn  sich  nv  Constanten  c.  ,  die  ein  rechteckiges  System 
vom  Range  v  bilden,  so  angeben  lassen,  dass  die  mit  denselben  gebil- 
deten Ausdrücke  (IV)  sich  nur  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst  verwandeln,  falls  man  auf  die  y^,  y.^,  •  -  ■  y„  irgend  eine  Substi- 
tution der  Gruppe  h  ausübt,  so  sind  die  Coefficienten  der  linearen 
Differentialgleichung 

/         jsn  -P(y.  ^ii,^2»  •••  ^J  ^  Q 
^  ^         -D(/Ji,   TJg,    •••    TjJ 

innerhalb  E  eindeutige  Functionen  von  x,  und  die  Differentialgleichung 
(I)  ist  demnach  reductibel.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Damit  eine  lineare  Differentialgleichung  (I)  mit  inner- 
halb E  eindeutigen  Coefficienten  (\n  Bezug  auf  diesen  Be- 
reich) reductibel  sei,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Gruppe  It,  derselben  in  Bezug  auf  E  die  folgende  Beschaffen- 
heit besitzt:  es  lassen  sich  v<n  linear  unabhängige  homo- 
gene lineare  Combinationen  der  Integrale  y^,  y^)  '  '  '  y„  ^^^ 
von  X  unabhängigen  Coefficienten  angeben,  die  sich  in  homo- 
gene lineare  Functionen  ihrer  selbst  verwandeln,  wenn  man 
auf  die  y^,  y,,,  ■  ■  ■  y„   die  Substitutionen   der  Gruppe  //  ausübt. 

Wir  drücken  diese  Beschaffenheit  einer  Gruppe  //  kurz  so  aus, 
dass  wir  sagen,  h  sei  reductibel  auf  eine  Gruppe  in  i>  N'uriabeln. 

Betrachten  wir  nun  die  Differentialgleichung  (Aj  mit  rationalen 
Coefficienten.  Wenn  wir  als  Bereich  E  einen  zweifach  zusammen- 
hängenden Theil  des  Bereiches  T  wählen,  der  aus  der  x- Ebene  durch 
Aussonderung  der  wesentlichen  singulären  Stellen  der  Differential- 
gleichung  heiworgeht,    so   besteht   die    Gruppe   von   (A)   in   Bezug   auf 
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diesen  so  gewühlten  liereich  E  einfacli  uu.s  den  silmintlichen  Potenzen 
einer  einzigen  Substitution.  Von  dieser  Grui)i)e  —  so  können  wir  uns 
jetzt  ausdrücken  —  haben  wir  im  dritten  Abschnitte  bewiesen,  dass 
sie  stets  reductibel  ist. 

Nehmen  wir  nun  als  Bereich  E  die  Fläche  7'  selbst,  dann  ist  die 
sich  auf  diesen  Bereich  beziehende  Gruppe  nichts  anderes  wie  die  Mono- 
dromiegruppe  (/  der  Diöereutialgleichung  ( A).  Wenn  nun  diese  Gruppe 
reductibel  ist,  so  ist  die  Diöereutialgleichung  (A)  auch  reductibel  in 
dem  Sinne,  dass  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung  von  niedri- 
gerer Ordnung,  deren  Coefficienten  innerhalb  T  eindeutig  sind,  Inte- 
grale gemein  hat. 

Im  Sinne  der  Erörterungen  der  Nr.  27  wird  es  aber  naturgemäss 
scheinen,  eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  nur 
dann  als  schlechthin  reductibel  zu  bezeichnen,  wenn  sie  mit  einer 
linearen  Differentialüfleichung  von  niedrigerer  Ordnung  mit  ebenfalls 
rationalen  Coefficienten  Lösungen  o-emein  hat.  Für  diese  Art  der 
Ixeductibilität  ist  die  Reductibilität  der  Monodromiegruppe  f/  offenbar 
aiu-li  uothwendig,  jedoch  im  Allgemeinen  nicht  hinreichend.  Um 
eine  auch  hierfür  nothwendige  und  liinreichende  Bedingung  zu  finden, 
müssen  wir  an  Stelle  der  Monodromiegruppe  die  Transformations- 
oder Rationalitätsgruppe  G  in  Betracht  ziehen. 

161.    Reductibilität  der  Transformationsgruppe.    Fuchs 'sehe  Classe. 

Zunächst  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze  der  Nr.  27  (Bd.  I, 
S.  85,  oben),  dass  die  Differentialgleichung  (A),  falls  sie  in  dem  soeben 
angegebenen  Sinne  reductibel  ist,  durch  die  sämmtlichen  Lösungen  einer 
gewissen  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung 

(1)  Liy)  =  //"^  +  fj'-''  +  •  •  •  +  f\y  =  0,    iv  <  n), 

deren  Coefficienten  /"j,  (.-,,■■■  /,,  rationale  Functionen  von  x  sind,  be- 
friedigt werden  muss.  Sei  t)^,  t).,,  •  •  ■  t),,  ein  F\mdamentalsystem  dieser 
Differentialgleichung,  so  ist  auch  wieder 

n 

(2)  t).=^y.^y^  (,=1,2,...,', 

y.  =  l 

und  die  Constanten  y._    bilden   ein    rechteckiges   System  vom  Range   v. 
Da  nun 


,D^{t)^,\)^,-t),) 


(x  =  1,  2, 


(3)  /«  =  (-!)' ^»„„„...,,3 

ist,    so   sind   die    Coefficienten    von    (1)   rationale    Difterentialfunctionen 
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der  //  ,'/.,,■••  //  ,  die  zu<,rleicli  rationale  Functioiu'u  von  x  sind;  sie 
bleiben  also  zufolge  des  Picard-Vessiot'scben  Doppelsatzes  bei  den 
Translbrmationen  von  G  ungeändei-t.  Möge  nun  durch  irgend  eine 
Transformation  von  G  die  Function  \).  übergehen  in  ij.,  dann  verwan- 
delt sich  also  die  linke  Seite  der  identischen  Gleichung 

u;"  +  /;Dr~'' +  •••  +  /;.  o.  =  o 

durch  Ausübung  dieser  Transformation  in 

und  dieser  Ausdruck  muss  auch  identisch  verschwinden,  da  (vergl. 
Nr.  152,  S.  77)  eine  Beziehung  zwischen  den  y^,  y^j  ■  '  '  V,,  ""••^  ihren 
Ableitungen  mit  Coefficienten,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören, 
bei  Ausübung  einer  Transformation  der  Gruppe  G  erhalten  bleibt. 
Also  ist  auch  \).  eine  Lösung  von  (1),  d.  h.  die  linearen  Combinationen 
(2)  der  y^,  y^y  '  '  '  'Jn  verwandeln  sich  in  lineare  homogene  Functionen 
ihrer  selbst,  wenn  auf  die  y^,  y.,,  ■  ■  ■  ^„  irgend  eine  Transformation 
von  G  ausgeübt  wird,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gruppe  G  ist 
reductibel  auf  eine  Gruppe  von  v  Variabein. 

Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  die  Transformationsgruppe  G  der 
Difi'erentialgleichung  besitze  diese  Eigenschaft;  dann  lassen  sich  also 
fiv  Constanten  y.  so  bestimmen,  dass  die  mit  Hülfe  derselben  gebil- 
deten V  Ausdrücke  (2)  linear  unabhängig  und  überdies  so  beschaifen 
sind,  dass  sie  sich  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst  ver- 
wandeln, wenn  die  y^,  y^,  ■  •  •  y^  eine  Transformation  von  G  erfahren. 
Da  die  Ausdrücke  (3)  die  Eigenschaft  haben,  bei  jeder  linearen  Trans- 
formation der  t)^,  Q,,,  •  •  •  l),,  ungeändert  zu  bleiben,  so  sind  diese  Deter- 
minantenquotienten rationale  Differentialfunctionen  der  y^,  If-ii  '  '  '  Vn^ 
die  sich  bei  den  Transformationen  von  G  nicht  ändern,  sie  sind  also 
rationale  Functionen  von  x,  d.  h.  die  Ausdrücke  (2)  bilden  ein  Funda- 
mentalsystem der  linearen  Differentialgleichung  v*®'  Ordnung 

mit  in  x  rationalen  Coefficienten.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Eine  lineare  Differentialgleichung  (A)  mit  in  x  ratio- 
nalen Coefficienten  ist  dann  und  nur  dann  reductibel  in  dem 
Sinne,  dass  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung  von 
niedrigerer  Ordnung  mit  ebenfalls  rationalen  Coefficienten 
Lösungen  gemein  hat,  wenn  ihre  Transformationsgruppe  G 
reductibel  ist. 


l(jl.    Ki'(hKtil>ilitiU   der  'J'nin.stoniiationsgriippe.  107 

Wenn  die  vorgelei^te  Difi'ereutialgleicliung  (A)  der  Fnchs 'sehen 
Classe  angehört  nnd  man  weiss,  dass  ihre  Monodromiegruppe  //  reduc- 
tibel  ist,  so  folgt  daraus  allein  schon,  dass  die  Diff'erentialgleiclmng  in 
dem  jetzt  betrachteten  Sinne  reductibel  sein  muss.  In  der  That,  mögen 
die  linearen  Combinationen  (2)  die  Eigenschaft  haben,  linear  unab- 
hängig zu  sein  und  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst  über- 
zugehen, wenn  die  ij^,  y„,  •  •  •  y,,  eine  Substitution  der  Gruppe  (j  er- 
fahren; dann  sind  die  Determinantenquotienten  (3)  nicht  nur  eindeutig, 
sondern,  weil  die  y.  keine  Unbestimmtheitsstellen  besitzen  sollten,  auch 
rational  in  .r;  d.  h.: 

Wenn    die    vorgelegte    Differentialgleichung    der    Fuchs 
sehen  Classe  angehört,   so  ist  für   ihre  Reductibilität   in  dem 
jetzt  festgehaltenen  Sinne  schon  die  Reductibilität  der  Mono- 
dromiegruppe nothwendig  und  hinreichend. 

Wir  bemerken  gleich  hier,  dass  die  Zweckmässigkeit  des  auf  che 
Reductibilität  der  Transformationsgruppe  gegründeten  Begriffes  der 
Reductibilität  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  unter  anderem  auch  daraus  erhellt,  dass,  wie  wir  an  späterer 
Stelle  (im  vierten  Kapitel  des  folgenden  Abschnittes)  zeigen  werden, 
für  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  stets  durch  Ausführung  alge- 
braischer Operationen  entschieden  werden  kann,  ob  dieselbe  in  diesem 
Sinne  reductibel  ist,  oder  nicht.  Wenn  im  Folgenden  von  Reducti- 
bilität einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten 
schlechthin  die  Rede  ist,  so  wollen  wir  stets  diese  Art  der  Reducti- 
bilität darunter  verstehen. 


I 


Zehnter  Abschnitt. 
Specielle  rroblcmi'  der  (iiuppeiitlicorie.     Invarianten. 

Erstes  Kapitel. 

162.    Riemann's  Problemstellung.    Existenzbeweise. 

Die  Torliergeheuden  Betrachtungen  haben  uns  gezeigt,  dass  die 
Monodromiegruppe  g  nur  für  die  Differentialgleichungen  der  Fuchs- 
schen  Classe  im  Stande  ist,  die  Transformationsgruppe  G  bei  den  auf 
die  Kediictibilität  bezüglichen  Fragen  zu  ersetzen.  Dagegen  führt  die 
Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Monodromiegruppe  einer  Diffe- 
rentialffleichuny:  auf  Probleme,  die  weit  tiefer  in  die  Natur  dcM-  Inte- 
gi-ale  eindringen,  als  es  bei  den  auf  die  Betrachtung  der  Transforma 
tionsgi'uppe  gegründeten  Aufgaben  der  Fall  ist.  Es  liegt  das  eben  daran, 
dass  die  Monodromiegruppe  eine  Untergruppe  der  Transformationsgruppe 
ist,  und  dass  Differentialgleichungen,  deren  Transformati on.sgruppen 
übereinstimmen,  verschiedene  Monodromiegruppen  haben  können. 

Während  die  Structur  der  Transformationsgruppe  diejenigen  Fälle 
erkennen  lässt,  in  denen  sich  die  Integration  einer  voi-gelegten  Diffe- 
rentialgleichung auf  die  Integration  einfacherer  DifferentialghMchungen 
zurückführen  lässt,  liefert  die  Monodromiegruppe  ein  vollständiges  Bild 
von  der  Verzweigungsart  eines  Fundamentalsystems  und  leistet  dadurch 
für  die  lineare  Differentialgleichung  dasselbe,  wie  die  lliemann'sche 
Fläche  für  eine  algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten. 

Wenn  man  also  im  Sinne  der  von  Riemann  in  die  Analysis  ein- 
geführten Principien  eine  Function  durch  ihre  singulären  Stellen  und 
die  Art,  wie  sie  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stellen  verhält,  bestim- 
men will,  so  wird  man  für  die  Integrale  einer  linearen  Differential- 
gleichung von  der  Monodromiegruppe  derselben  au.sgelien  müssen.  In 
der  That  hat  Kiemann  diesen  Ausgangspunkt  für  seine  Theorie  der 
durch  die  Gauss'sche  Differentialgleichung  (Nr.  70,  Bd.  I,  S.  252) 
definirten  Function  gewählt  und  hat  auch  (vergl.  Nr.  130)  den  Versuch 
gemacht,  in  analoger  Weise,    wie  es  ihm  für  diese  Function   gelungen 
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war,  die  Theorie  dvf  allgenieinen  linearen  Differentialj^leichungeu  ge- 
nügenden  Functionen  zu  l)egrün(len.  Leider  lii.sst  sich  aber  die  Kie- 
mann'sche  Methode,  die  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
7,u  so  glänzenden  Ergebnissen  geführt  hat,  mit  den  der  Analysis  gegen- 
wärtitr  zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitteln  für  die  Theorie  der  linearen 
i)iiterential<deichun{^en  nicht  unmittelbar  nutzbar  machen.  Der  Grund 
hierfür  liegt  in  der  Schwierigkeit  der  sogenannten  Existenzbeweise. 

Schon  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  deren 
Integralen  bietet  es  bedeutende  Schwierigkeiten  dar,  zu  beweisen,  dass 
zu  einer  o-egfebenen  Kiemann'schen  Fläche  stets  algebraische  Func- 
tionen  gehören,  die  auf  derselben  eindeutig  sind.  Uiemann  begegnet 
diesen  Schwierigkeiten  in  seinen  Arbeiten,  indem  er  sich  bei  Führung 
des  fraglichen  Nachweises  der  Existenz  eines  Princips  bedient,  welches 
Dirichlet  bei  Fragen  der  Fotentialtheorie  angewandt  hat,  das  aber, 
wie  Herr  Weierstrass  bemerkte,  nicht  ganz  einwandfrei  ist.  Erst  die 
Arbeiten  der  Herren  Carl  Neumann  und  H.  A.  Schwarz  (vergl. 
Nr.  -2V2]  haben  eine  auf  anderen  Principien  beruhende  Begründung  für 
die  Kiemanu 'sehen  Existenztheoreme  und  damit  den  Kiemann'schen 
Arbeiten  eine  neue  Grundlage  gegeben. 

Aber  noch  ungleich  grösser  scheinen  die  Schwierigkeiten  zu  sein, 
die  sich  bei  den  analogen  Aufgaben  der  Theorie  der  linearen  Difie- 
rentiaMeichuncren  darbieten.  Hier  würde  es  sich  darum  handeln,  wenn 
eine  gewisse  abzählbare  homogene  lineare  Gruppe  (/  in  n  Variabein 
etwa  dadurch  gegeben  ist,  dass  man  eine  Basis  (Nr.  132,  S.  6)  der- 
selben kennt,  ein  System  von  n  Functionen  der  unabhängigen  Variabein 
X  zu  finden,  welches  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Ooefficienten  genügt,  deren  Monodromiegruppe  die  gegebene  Gruppe  ist. 

In  der  nachgelassenen  Notiz  „Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare 
Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten"  behandelt  Rie- 
mann  sogar  eine  noch  viel  speciellere  Aufgabe.  Er  geht  von  gewissen 
linearen  Substitutionen  .      ,,  ^, 

A,     X»,    •   •■    Cr 

aus   und   verlangt  Functionen    ij^,  i/.,,     ••y,,,   die  in    der   ganzen  Ebene 
mit  Ausnahme  gewisser  Punkte 

X  =^  a,    l^f  ■  ■  ■  (J 
eindeutig  und  endlich  sind,  die  durch  einfache  Umläufe  von  x  um  diese 
Punkte   die   gegebenen    linearen  Substitutionen   erleiden   und   die   über- 
dies  nirgends   „von  unendlich  hoher  Ordnung  unendlich  werden'',   d.  h. 
in  unserer  modernen  Terminologie  überall  bestimmt  sind. 

Wenn  solche  Functionen   existiren,  so  genügen  sie  offenbar 
der  linearen  homogenen  Differentialgleichung 


110  X.   Specielle  Probleme  der  Gruppentheorie.    Kapitel  1. 

^      ^    -ö(j/i,  2/2.  •••  y,.)         ' 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind  und  die  der 
Fuchssehen  Classe  angehört.  E.s  handelt  sich  aber  darum,  die  Existenz 
solcher  Functionen  nachzuweisen,  und  das  ist  eine  Aufgabe,  die  ohne 
Zuhülfenahme  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  bis  jetzt 
nur  in  ganz  vereinzelten  speciellen  Fällen  gelöst  worden  ist.  Wir 
werden  an  späterer  Stelle  den  fraglichen  Existenzbeweis  für  gewisse 
besonders  charakterisii-te  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit 
Benutzung  des  Schwarz-Neumann'schen  Verfahrens  liefern  und  noch 
weiterhin  zu  zeigen  versuchen,  in  wie  weit  die  Theorie  der  von  Herrn 
Poincare  eingeführten  „Fonctions-Z-Fuchsiennes"  im  Stande  ist, 
zu  einer  Lösung  jener  Aufgaben  im  allgemeinen  Falle  zu  führen. 
Jedenfalls  können  wir  an  dieser  Stelle  nicht  den  Standpunkt  Rie- 
mann's  einnehmen.    Dacregen  werden  wir  der  erwähnten  nachgelassenen 

OD  O 

Aufzeichnung  Riemann's  einen  Begriff  entlehnen,  der  für  unsere 
Theorie  von  der  gi-össten  Bedeutung  ist,  und  den  wir  zunächst  in  einer 
etwas  allgemeineren  Fassung,  als  er  bei  Riemann  auftritt,  entwickeln 
wollen. 


103.  Differentialgleichungen  mit  denselben  Verzweigungspunkten  und 

denselben  Fundamentalsubstitutionen.    Cogrediente  Functionssysteme 

und  Differentialgleichungen.     Beziehungen  zwischen  solchen. 

Für  die  Fragen  der  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  kommen, 
wie  Riemann  erkannt  hat,  hauptsächlich  diejenigen  Eigenschaften 
einer  algebraischen  Function  in  Betracht,  die  erhalten  bleiben,  wenn 
man  auf  die  jene  algebraische  Function  definirende  irreductible  Glei- 
chung 

'F(x,  y)  =  0 

eine  eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformation 

oc  =  (p(^,  ri), 

anwendet,  d.  h.  eine  Transformation,  aus  welcher  sich  auch  umgekehrt 

l  =  f{^,  y) , 
V  =  gi.x,  y) 

ergiebt,  wo  /",  y  ebenso  wie  (p,  ^  rationale  Functionen  ihrer  Argumente 
bedeuten.  Um  diese  Eigenschaften  von  einer  gegebenen  algebraischen 
Gleichung  abstrahiren  zu  können,  ist  es  daher  erforderlich,  die  Ge- 
.sammtheit    derjenigen    ( irreductiblenj    Gleichungen    zu    betrachten,    die 
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durch  solche  eiiuleuti«^  iinikehrhaif  rationale  Transformationen  in  ein- 
iincU'r  übergeführt  werden  können,  und  Rieraann  fasst  darum  diese 
(iesammtheit  in  den  Bej^riff  einer  ('lasse  von  (ileichungen  zusammen. 
Hält  man  insbesondere  die  unabhängige  Variable  fest,  so  liefern  die 
Gleichungen  einer  Classe  ein  System  gleichverzweigter  algebraischer 
Functionen,  d.  h.  ein  System  von  Functionen,  die  auf  derselben  Rie- 
niann 'sehen  Fläche  eindeutig  sind. 

Das  Analoge  für  die  linearen  Differentialgleichungen  würde  darin 
bestehen,  dass  man  die  Gesammtheit  deijenigen  linearen  Differential- 
gleichungen in's  Auge  fasste,  die  dieselbe  Monodromiegruppe  haben, 
wobei  von  vorneherein  sowohl  die  abhängige  wie  die  unabhängige 
Variable  in  den  verschiedenen  Differentialgleichungen  verschieden  zu 
denken  wären.  Nun  kann  man  aber  leicht  einsehen  fvergl.  hierfür  eine 
Arbeit  des  Herni  Staeckel,  Crelle's  Journal  Bd.  111,  S.  290ff.),  dass 
eine  lineare  homogene  Differentialgleichung 

(A)  PO,)  =  2,  +  ft  0-^  +    ■  +  p,.y  =  0 

im  Allgemeinen  nur  dann  durch  Einführung  einer  neuen  unabhängigen 
Variabein 

in  eine  ebenfalls  lineare  homogene  Differentialgleichung  übergeht,  wenn 

dy  ^' 
d.  h.  also,  wenn  |  eine  blosse  Function  von  x  ist.  Die  Transformation 
der  unabhänyfigen  Variabein  ist  demnach  von  der  der  abhänyfigen  ganz 
unabhängig,  so  dass  wir  die  Frage  auf  die  nach  linearen  Differential- 
gleichungen mit  derselben  unabhängigen  Variabein  und  derselben  Mono- 
dromiegi-uppe  einschi'änken  können.  Riemann  fasst  die  Aufgabe  im 
Anschlüsse  an  seinen  in  der  vorigen  Nummer  skizzirten  Au.sgangspunkt 
noch  enger,  indem  er  (in  unserer  Ausdrucksweise)  nach  denjenigen 
Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe  fragt,  welche  dieselben 
wesentlichen  singulären  Punkte  besitzen  und  für  die  sich  Fundamental- 
systeme angeben  lassen,  die  bei  Umläufen  um  irgend  einen  der  singu- 
lären Punkte  dieselben  Fundamentalsubstitutionen  erleiden. 

Wenn  wir  nur  die  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung 
an  sich  untersuchen,  so  kommen  die  aussei-wesentlich  singulären  Stellen 
nicht  weiter  in  Betracht,  da  sich  in  der  Umgebung  derselben  die  Inte- 
gräle  regulär  verhalten;  fragen  wir  nur  nach  der  Monodromiegruppe, 
so  können  wir  auch  diejenigen  wesentlichen  singulären  Punkte  bei 
Seite  lassen,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  sich  eindeutig  verhalten. 
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und  uns  auf  die  Betnu'litung  der  wirkliehen  Verzwei<2[nngspunkte 
beseliränken.  Wir  wollen  daher  vorerst  Dirt'erentialgleieliungen  unter- 
suchen, deren  lnte<ifrale  dieselben  Verzweigungspunkte  und  bei  geeigneter 
Wahl  der  Fuiulanu'utalsjsteme  auch  dieselben  Fundamentalsubstitutionen 
besitzen. 

Gehen   wir  von  einer  üifferentialgleichung 

(1)  A(y)  =  //">  +  Ä,^_J"-''  -^...^A^y  =  0 

aus,  deren  Coefficienten  innerhalb  eines  Bereiches  E,  den  wir  der  Ein- 
fachheit wegen  als  einfach  zusammenhängend  wählen,  eindeutig  und 
nur  an  den  Stellen 

nicht  i-egulär  sein  mögen.     Seien  die  siugulären  Punkte 
wirkliehe  Verzweigungspunkte  der  Integrale,  während  die  übrigen 

diejenigen  Stellen  sein  mögen,  die  entweder  ausserwesentlich  singulär 
oder  doch  so  beschaffen  sind,  dass  sich  das  allgemeine  Integral  von  (1) 
in  der  Umgebung  derselben  eindeutig  verhält.  Sondern  wir  aus  E 
die  Stellen  «,,«,,•••«  aus  und  zerschneiden  die  so  entstehende 
(s  -\-  l)-fach  zusammenhängende  Fläche  E  durch  die  Querschnitte 

in  eine  einfach  zusammenhängende  E,  so  erleidet  ein  Fundamental- 
system y^,  y^,  ■  •  ■  y,^  von  (1),  wenn  x  den  Querschnitt  l^  überschreitet, 
eine  lineare  Substitution  L  ,  und  wenn  wir  voraussetzen,  dass  die  Inte- 

grale  von  (1)  innerhalb  E  eindeutig  sind,  so  besteht  zwischen  den  s 
Fundamentalsubstitutionen  L^,  L.,,  ■    ■  L^  die  Beziehung 

(2)  L^L,--L=1. 

Diese  Substitutionen  bilden  dann  eine  Basis  der  zum  Bereiche  E  ge- 
hörigen Monodromiegruppe  //  der  Differentialgleichung  (1). 

Wir  betrachten  nun  ein  Functionssystem  z^,  z^^  •  •  •  z^,  welches 
innerhalb  E  eindeutig  und  so  beschaffen  ist,  dass  es  beim  Ueber- 
schreiten  der  Querschnitte  Z^,  /.,,  •  •  •  l^  dieselben  Substitutionen  erfährt, 
wie  das  Fundamentalsystem  ^j ,  //., ,  •  •  •  y^^. 

Im  Anschlu.sse  an  eine  in  der  Invariantentheorie  der  algebraischen 
Formen  übliche  Bezeichnung  .sagen  wir  von  dem  Functionssysterae 
\z\,    es    sei    mit    \\j  \    cogredient    innerhalb    K.     Das    System    der 
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Abk'itun<(en    beliebi<j^   holier   Ordming   der   \yj    bietet   ein   Beispiel    l'iir 
ein  solches  mit  \y  \  iiiiicrhall)    /•,'  coirredieiites  Functionssystem  dar. 
Setzen  wir 

(3)  .^  =  li^y^  +  B,yJ  +  .  •  .  +  B^Jr'^        (.  =  1.2.  .-n), 

so  lassen  sich  aus  diesen  Gleichungen  die  J?^,  jBj,  •  •  •  -B^,_i  berechnen, 
da  die  Determinante  B{y^,  y.^,  ■  ■  ■  y^)  nicht  identisch  verschwindet, 
und  wir  finden 

(4)  B    =  TT^ ■ r  (x  =  0,l,.    -n-l), 

wenn  wir  mit  z/    die  Determinante  bezeichnen,  welche  aus 

dadurch  hervorgeht,  dass  man  die  Elemente  der  (x  -j-  1)*®°  Vertical- 
reihe  durch  z,,  Z-,,  •  ■  ■  z    ersetzt. 

1"      2"  n 

Da  die  z^,  z.-,,  •  ■  ■  z^  bei  jedem  geschlossenen  Wege,  den  x  inner- 
halb E  vollzieht,  dieselbe  Substitution  erfahren  wie  die  y^,  y.^,  ■  ■  •  y,^ 
und  deren  Ableitungen,  so  multipliciren  sich  Zähler  und  Nenner  der 
Ausdrücke  (4)  bei  jedem  solchen  Umlaufe  mit  der  Determinante  der 
correspondirenden  Substitution  von  //,  die  Ausdrücke  bleiben  folglich 
ungeändert,  d.  h.: 

Die   Coefficienten  B,„  B,,  ■  ■  ■  B     ,    sind   innerhalb   E   eiu- 

0 "         1 "  n  —  1 

deutige  Functionen  von  x. 

Wenn  umgekehrt  ein  Functionssystem  z^,  z^,  ■  ■  •  z  mit  den 
Vi?  ?/■)>  '  '  '  y„  (J^^i'cli  Gleichungen  von  der  Form  (3)  verknüpft  ist,  worin 
die  B^,  B^,  ■  ■  •  B^_^  innerhalb  E  eindeutige  Functionen  sind,  so  er- 
fährt oÖenbar  das  Functionssystem  ^17  ^2^  '  '  '  ^n  ^^^  jedem  geschlossenen 
Wege,  den  x  innerhalb  E  zurücklegt,  dieselbe  Substitution  wie  das 
Fundamentalsystem  y^,  //.,,  •  •  •  //  ,  d.  h.  die  beiden  Functionssysteme 
sind  dann  innerhalb  E  cogredient.  Also  ist  das  Bestehen  von 
Gleichungen  von  der  Form  (3)  nothwendig  und  hinreichend 
für  die  Cogredienz  der  Systeme  [z.^  und  [yj. 

Da  die  Ableitungen  jeder  Ordnung  der  z^,  z.-,,  •  ■  •  z^  offenbar  auch 
mit  yi,y.2,  ■  ■  y,t  cogrediente  Systeme  bilden,  so  genügen  die  z^,  z.^,  ■  ■  ■  z^ 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit  innerhalb  E  ein- 
deutigen Coefficienten: 

(5)  Ciz)  =  Cj"'  +  C  _,.^"-^>  4.  . . .  +  c,,  =  0. 

Dieselbe  besitzt  im  Allgemeinen  innerhalb  E  andere  singulare  Stellen 
wie  die  Differentialgleichung  (1),  nur  die  Verzweigungspunkte  der 
Integrale  sind  für  beide  Differentialgleichungen  identisch. 

Schlesinger.  DifTerentialgleichungen.    II.  .  8 
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Im  AUgeraeinen ,  d.  h.  wenn  die  ]i  ,  H,,  •  B  ,  willkürliche 
Funetionen  von  der  erforderlichen  Beschaffenheit  sind,  ist  die  Ditte- 
rentialgleiehunur  (5)  nicht  von  niedrigerer  Ordnung  als  (1),  und  die 
Functionen  z,,  z^,  •  •  •  z    bilden  ein  Fundamentnlsvstem  von  (5). 

In  der  That  ergiebt  sich  diese  Differentialgleichung,  indem  man 
den  Ausdruck 

(6)  B  =  B^y  +  By  +  •  ■  •  +  B,^_J"-''  =  Bi:y) 

»-mal  nach  a'  differeutiirt,  die  Ableitungen  höherer  als  («  —  l)''^'"  Ord- 
nung von  p  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (1)  wegschafft  und 
zwischen  den  so  entstehenden  (n  -{-  l)  linearen  Gleichungen  die  n 
Grössen 

(n  — 1) 

y,  y,  -  ■  ■  y 

eliminirt.  Wir  wollen  von  einer  so  gebildeten  Differentialgleichung 
auch  sagen,  sie  sei  mit  (1)  innerhalb  E  cogredient. 

Würde  nun  die  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  7i*®" 
Ordnung  sein,  so  müsste  zwischen  den  durch  die  Gleichungen  (3)  de- 
finirten  Grössen  z^,  z.„  ■  •  ■  z^  eine  homogene  lineare  Relation 

mit  Constanten  Coefficienten  bestehen.  Diese  Relation  besagt  aber, 
dass  das  Integral 

V  =  7x^1  +  y.y.  H h  y,.y„ 

von  ( 1)  der  Differentialgleichung  (n  —  1)'®'  Ordnung 

B(y)  =  0 
Genüge  leisten  würde.  Dies  ist  aber,  wenn  die  B^^,  B^,  ■  ■  ■  B^_^  will- 
kürlich gewählte  Functionen  von  der  erforderlichen  Beschaffenheit  sind, 
unter  keinen  Umständen  möglich,  da  ja  eine  Differentialgleichung  (1) 
kein  nicht  identisch  verschwindendes  Integral  mit  einer  „willkür- 
lichen" Differentialgleichung  gemein  haben  kann. 

Denken  wir  uns  die  aus  der  Gleichung  (6)  durch  Differentiation 
und  Entfernung  der  Ableitungen  höherer  als  (n —  1/"  Ordnung  von  y 
hervorgehenden  Gleichungen  in  der  Form 

(7)  z^''  =  B^^y  -f  B.^^y'  +  •  •  •  +  B^^J-'^        (x=o,i,...  „-d 

geschrieben;  dann  ist  nach  dem  Multiplicationstheoreme  der  Deter- 
minanten 

(«)  I>(ßv  ^2'  •  •  •  O  =  '^x,-'^(3/i^  y-i^  ■  •  ■  y,)         (',x=o,i,.. .«-!). 

Also  ist,  wenn  die  z^,  z,,,  •  •  •  z^^  von  einander  linear  unabhängig,  d.  h. 
wenn  (5)  von  der  w'®°  Ordnung  ist,  die  Determinante 
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\ß     I  (/,  x=ü,  1,  •••  n  — 1) 

nicht  ideutiscli  Null,  und  mau  Ivaiui  demnach  aus  dem  Uleichungs- 
systeme  (7)  y  und  seine  siimmtlicheu  [n  —  1)  ersten  Ableitungen  als 
homogene  lineare  Ausdrücke  der 

(n  — 1) 

z,  z  ,  •  ■  ■  z 
mit  innerhalb  E  eindeutigen  Coefficienten  berechnen.  Folglich  ist  auch 
das  allgemeine  Integral  jeder  innerhalb  E  mit  (1)  cogi-edienten  Diffe- 
rentialgleichung in  derselben  Weise  durch  z  und  seine  Ableitungen 
darstellbar,  wie  durch  ?/  und  dessen  Ableitungen;  wir  haben  also  den 
Satz : 

Für  willkürliche  B^^,  B^,  ■  •  ■  B^_^,  die  innerhalb  E  ein- 
deutige Functionen  von  x  sind,  ist  die  Differentialgleichung, 
der  z  genügt,  von  nicht  niedrigerer  als  der  n^"^  Ordnung, 
und  die  Beziehung  zwischen  einer  solchen  Differentialglei- 
chung und  der  Differentialgleichung  (1)  ist  eine  gegenseitige, 
d.  h.  jede  mit  (1)  cogrediente  Differentialgleichung  n^*"^  Ord- 
nung ist  mit  (1)  völlig  gleichberechtigt. 

I(j4.    Sätze  über  reductible  Differentialgleichungen. 

Wir  fragen  nun,  wann  kann  es  sich  ereignen,  dass  die  Differential- 
gleichung (5),  der  z  genügt,  von  niedrigerer  als  der  w*^'^  Ordnung  wird? 

Hierzu  ist,  wie  gezeigt  wurde,  erforderlich,  dass  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  (1)  die  Differentialgleichung 

Biy)  =  0 
befriedigt;  in  diesem  Falle  ist  also  (1)  innerhalb  E  reductibel. 

Wenn  umgekehrt  die  Differentialgleichung  (1)  in  diesem  Sinne 
reductibel  ist,  so  muss  sich  nach  den  Sätzen  der  Nr.  27  (Bd.  I,  S.  84ff.J 
ihre  linke  Seite  in  die  Form  setzen  lassen 

A{y)  =  HK{y), 
wo  K  einen  Differentialausdi'uck  a**^""  Ordnung  (ji  <  ni),  H  einen  solchen 
(n  —  fi)*"  Ordnung  bedeutet,  und  wo   die   Coefficienten   dieser  beiden 
Differentialausdrücke   innerhalb  des  Bereiches  E  eindeutige  Functionen 
sind.     Setzen  wir  nun 

u  =  Kiy), 

so  ist  die  Differentialgleichung,  der  u  genügt,  mit  (1)  innerhalb  E 
cogredient;  dieselbe  ist  aber  offenbar  nichts  anderes  wie 

H{u)  =  0 
und  somit  von  niedrigerer  als  der  w*®°  Ordnung. 
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Bedeutet  ferner  ir  das  allgemeine  Integral  einer  Diiferentialglei- 
chung  n^''^  Ordnung,  die  mit  (1)  in  Bezug  auf  J'J  cogredient  ist,  so  ist, 
wie  wir  bewiesen  haben,  u  in  der  Form 

n  =  K{if)  =  L^.iv  -f  Ly  +  •  •  •  +  L^_y"~''  =  L{w) 

darstellbar,   wo  die  L^,  L^,  •  ■  •  L^_^   innerhalb  K  eindeutig   sind.     Da 
K{y)  für  gewisse  Integrale  von  (1)  verschwindet,  so  hat  die  Differential 
gleichung  »?*'"■  Ordnung  für  w  mit  der  Differentialgleichung  niedrigerer 

Ordnung 

L{iv)  =  0 

Integrale  gemein,  ist  also  jedenfalls  reductibel.  Wir  kömien  demnach 
sagen: 

Unter  den  Differentialgleichungen,  die  mit  (1)  in  Bezug 
auf  E  cogredient  sind,  giebt  es  dann  und  nur  dann  solche 
von  niedrigerer  als  der  w*®"*  Ordnung,  wenn  die  Differential- 
orleichung  (1)  reductibel  ist.  Ferner  sind  alle  innerhalb  E 
cogredienten  Differentialgleichungen  gleichzeitig  irreduc- 
tibel  oder  reductibel. 

Wir  hatten  erkannt,  dass  die  Grleichung  (1)  noth wendig  reductibel 

sein    muss,    wenn    die   Differentialgleichung  (5)    für  z  von   niedrigerer 

als  der  n^^^  Ordnung  ist,  denn  es  musste  in  diesem  Falle  für  ein  Integral 

v  von  (1)  der  Ausdruck 

B{ri)  =  0 

sein.  Etwas  allgemeiner  kann  man  fragen,  was  sich  für  die  Differential- 
gleichung (1)  erschliessen  lässt,  wenn  für  ein  Integral  iq  derselben  zwar 
jB(7/)  nicht  verschwindet,  aber  einem  anderen  nicht  verschwindenden 
Integrale  t]^  von  (1)  gleich  wird. 

Da  zufolge  der  Voraussetzung  B{y)  für  kein  Integral  von  (1) 
verschwindet,  ist  die  Differentialgleichung  (5)  nothweudig  von  der 
^ten  Ordnung.  Sie  hat  mit  [\)  das  nicht  identisch  verschwindende 
Integral 

gemein.  Es  giebt  folglich,  wenn  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (5) 
nicht  identisch  sind,  nach  den  Sätzen  der  Nr.  IG  (Bd.  I,  S.  45)  eine 
Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  w**"  Ordnung,  deren  Coeffi- 
cienten  sich  aus  den  Coefficienten  von  (\)  und  fo)  durch  Differentia- 
tionen und  rationale  Operationen  zu.samraensetzen  und  die  durch  alle 
gemeinsamen  Lösungen  von  (1)  und  (5j  befriedigt  wird.  Also  wäre 
in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (1)  reductibel. 
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Wenn   siber  (1)  mit  (n)   identisch    ist,   so  hilden    die  n  Ausdrücke 

(8)  B(!fJ  =  t]^  (x  =  l,2,...n) 

ein   Fiuidamentalsystem  von  (1);  es  ist  demnach 

n 

wo  die  cc  ,   Constanten  bedeuten,  für  welche 

a^^ '  ={=  ^         (/,;  =  i,2,  •    n) 
ist.    Bestimmt  man  nun  u  als  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung 

I  «   ,  Ö   ,(0    =0  (x,  ^  =  1,  2,  •  •  •  n) , 

WO  wie  gewöhnlich 

vM  nehmen  ist,  so  lassen  sich  aus  den  n  homogenen  Gleichungen 
c,  a,    -he,«,    -{-••■  -\-  c  a     =03  0  (x  =  i,  2,  •  •  ■  n) 

llz'         22z'  '         it      ny.  y. 

die  M  Constanten  c,,  c.,,  •  •  •  c    bestimmen,  und  man  hat 

1'     2"                n                                 ' 
Cx  '/i    +  ^2%  -\ \-   ^„"^a  =  "(A^l   +   ^2^2  H f-  ^nVr)- 

Multiplicirt  man  also  die  Gleichungen  (8)   der  Reihe  nach   mit  den  c^ 
und  addirt  für  x  =  1,  2,  •  •  •  w,  so  kommt 


d.  h.  das  Integral 


^^^yy  =  ^\^^Vy.)^ 


y.  =  l 


von  (1)  genügt  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  niedrigerer 
als  M*®'  Ordnung 

B(2)  =  002, 

also  ist  auch  in  diesem  Falle  (1)  reductibel,  und  wir  haben  den  Satz: 
Wenn   zwei  Lösungen  r],  7;^   der  Differentialgleichung  (1) 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

V^  =  B(V) 
mit  einander  verknüpft  sind,   so  ist  die  Gleichung  (1)  (inner- 
halb E)  reductibel. 

Um   das    so    gewonnene   Ergebniss   noch   in   etwas   anderer  Form 
aussprechen  zu  können,  bemerken  wir  mit  Herrn  Heffter  das  Folgende: 

Wenn   die  Differentialgleichung  (1)   durch  die  Transformation  (6) 
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in  die  coi^redieute  Differentialgleichung  (5)  übergeführt  wird,  so  befrie- 
digen also  die  sämmtliehen  Lösungen  von  (1)  die  Differentialgleicimng 

CB{y)  =  0, 

und  es  ist  folglich  (Nr.  17,  Bd.  I,  S.  45)   die   linke  Seite   dieser  Diffe 

rentialgleiohung  in  der  Form 

(9)  CB  =  DA 

darstellbar,    wo    D    einen    Differentialausdruck    mit    innerhalb    E    ein- 
deutigen Coefticienten  bedeutet. 

Wenn  umgekehrt  die  beiden  Differentialausdrücke  ('  und  A  in  der 
Beziehung  stehen,  dass  sich  zwei  ebenso  beschaffene  Differentialaus- 
drücke JB,  D  bestimmen  lassen,  für  welche  die  Gleichung  (9)  erfüllt 
ist,  wenn  ferner  C  nicht  von  höherer  Ordnung  ist  wie  A,  und  li  für 
höchstens  soviel  linear  unabhängige  Lösungen  der  Differentialgleichung 
A  =  U  verschwindet,  als  die  Differenz  der  Ordnungen  von  A  und  C 
beträgt,  so  lässt  sich  aus  den  n  Ausdrücken 

^(yy)  (x  =  l,2,...n) 

offenbar   ein  Fundamentalsystem  von  C  zusammensetzen,   d.  h.  es   sind 
dann  auch  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (5)  cogredieut. 

Ist  insbesondere  A  so  beschaffen,  dass  sich  zwei  Differential- 
ausdrücke B,  D  so  angeben  lassen,  dass  die  Gleichung 

AB=DA 

erfüllt  ist  and  dass  B  nicht  für  alle  Lösungen  der  Differentialgleichung 
A  =  0  verschwindet,  so  ist  diese  letztere  Differentialgleichung  reductibel. 

liif).    Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten. 

Der  Artbegriff.     Sätze  von  Fuchs.    Die  Transformationsgruppen  von 

Differentialgleichungen  derselben  Art. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  gestatten  in  gewissem  Sinne 
eine  Uebertragung  auf  den  Fall,  wo  man,  statt  für  die  Coefficienten 
der  Differentialausdrücke  Aiy),  Biy),  C(z)  die  Eindeutigkeit  innerhalb 
E  vorauszusetzen,  irgend  eine  andere  Eigenschaft  der  (Joefficienten  zu 
Grunde  legt,  die  durch  Differentiation  und  Ausübung  rationaler  Opera- 
tionen nicht  gestört  wird  (vergl.  Nr.  21,  Bd.  I,  S.  83). 

Es  bleiben  dann  nämlich  die  Sätze  über  die  Reductibilität  von  (1\ 
wie  man  aus  der  Herleitung  ersieht,  ohne  Weiteres  bestehen,  wenn 
man  die  Cogredienz  der  Differentialgleichungen  (1)  und  fö)  durch  das 
Bestehen  einer  Gleichung  (G)  zwischen  den  abhängigen  Varia))eln  de- 
finirt.    Will   man   dagegen   den  Begriff  der  Cogredienz  auf  die   Ueber- 
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einstimmunj^  der  Verzweigung.spiinkte  und  der  zu  denselben  gehörigen 
Fnndiiinentulsubstitutionen  gründen,  so  gelten  jene  Reductibilitätssätze 
im  Allgemeinen  nur,  wenn  die  über  die  Coefficienten  der  Dift'erential- 
iiusdrücke  gemachten  Voraussetzungen  in  Monodromieeigenschaften 
derselben  bestehen.  Diese  beiden  Gesichtspunkte  sind  also  allemal 
wohl  auseinander  zu  halten;  wir  wollen  dies  in  dem  besonders  wich- 
tigen FaUe,  wo  die  Coefficienten  als  rationale  Functionen  von  x  vor- 
ausgesetzt werden,  des  Näheren  erörtern. 

Sei  also  die  Differentialgleichung  (A)  (S.  111)  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  vorgelegt,  dann  ist  die  ganze  rc- Ebene  als  Bereich  E  an- 
zusehen. Die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  sondern  wir 
in  vier  Kategorien: 

1.  die  wirklichen  Verzweigungspunkte  der  Integrale, 

a,,  «'.,,  •  ■  •  a  : 

2.  diejenigen  wesentlichen  singulären  Stellen,  in  deren  Umgebung 
die  Integrale  zwar  eindeutig  aber  unbestimmt  sind; 

3.  diejenigen  wesentlichen  singulären  Stellen,  in  denen  die  Inte- 
grale wie  rationale  Functionen  (d.  h.  von  ganzzabliger  Ordnung) 
unendlich  werden; 

4.  die  ausserwesentlichen  singulären  Stellen. 

Wenn  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  (B)  mit  (A) 
die  wirklichen  Verzweigungspunkte  ihrer  Integrale  und  überdies  auch 
bei  geeigneter  Wahl  der  Fundamentalsysteme  die  zugehörigen  Funda- 
mentalsubstitutionen gemein  hat,  so  wird  sie  als  mit  (A)  schlechthin 
cogredient  zu  bezeichnen  sein.  Ihre  abhängige  Variable  z  ist  mit  y 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(C)  z  =  >yj  +  r^y'  +  .  .  .  +  r„  _J"-''  =  R(y) 

verknüpft,  wo  die  r^,  r^,  •  •  •  t\_^  eindeutige  Functionen  von  .v  bedeuten, 
auch  brauchen  die  Coefficienten  von  (B)  nur  eindeutige,  nicht  rationale 
Functionen  von  x  zu  sein. 

Wenn  die  mit  (A)  cogrediente  Differentialgleichung 

(B)  Q(y)  =  qj"'  +  qj"-''  +  •  •  •  +  UJ  =  0 

rationale  Coefficienten  hat  {q^  =  const.),  und  beide  Gleichungen  (A) 
und  (B)  der  Fuchs 'sehen  Classe  angehören,  so  berechnen  sich  aus  den 
Gleichungen 

x  {)■'  y.      '         1  ^  y.       '  I         H  —  1  >'x 

die  aus  (C)  hervorgehen,  indem  man  für  //  die  Elemente  y^,  y^,  ■  ■  ■  y^ 
eines  Fundamentalsystems  der  DiÖerentialgleichung  (A)  einsetzt,  die 
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'•o'    '"p    •••    '•«-! 

ilurch  die  Formeln 

r    =  -frz r  (x  =  0,  1,        n-l) 

als  eiiukMitii^e  Functioneu,  und  da  dieselben  als  rationale  Ditierential- 
functionen  der  11, ,  n,,  •  •  ■  y  ,  z,,  z„,  ■  •  •  z  auch  keine  Unbestimmtheits- 
stellen  haben  können,  als  rationale  Functionen  von  x. 

^\'ir  sagen,  nach  Herrn  Poincare,  von  der  Differentialgleichung 
mit  rationalen  Coefficienten  (B),  sie  gehöre  mit  (A)  zur  selben 
Art,  wenn  die  abhängige  Variable  z  von  (B)  mit  y  durch  eine  Glei- 
chung von  der  Form  (C),  in  der  die  r^,,  r^,  •  •  •  r^^_j  rationale  Func- 
tionen bedeuten,  verknüpft  ist.  Für  Differentialgleichungen  derselben 
Art  stimmen  demnach  nicht  nur  die  siugulären  Stellen  der  Kategorie  1., 
sondern  auch  die  der  Kategorie  2.  übereiu.  Wir  können  gleich  den 
Satz  aussprechen: 

Cogrediente  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen 
Classe    gehören    zur    selben    Art. 

Die  Reductibilitätssätze  der  vorigen  Nummer  bleiben  richtig,  wenn 
man  die  Reductibilität  einer  linearen  Differentialtjleichung  im  Sinne 
der  Nr.  160  (S.  105)  fasst  und  an  die  SteUe  der  Cogredienz  die  Zu- 
gehörigkeit zur  selben  Art  setzt;  d.  h.  wir  haben  die  Sätze: 

Eine  mit  {K)  zur  selben  Art  gehörige  Differentialglei- 
chung kann  nur  dann  von  niedrigerer  als  der  n*®°  Ordnung 
sein,  wenn  (A)  reductibel  ist. 

Die  sämmtlichen  mit  (A)  zur  selben  Art  gehörigen  Diffe- 
rentialgleichungen w*'"'  Ordnung  sind  mit  (A)  völlig  gleich- 
berechtigt und  sind  gleichzeitig  mit  (A)ir reductibel  oder  nicht. 

Wenn  zwei  Integrale  t],  iq^  von  (A)  durch  eine  Gleichung 
der  Form 

mit  rationalen  r^,  ^v  '  '  '  ^„~\  verknüpft  sind,  so  ist  (k)  re- 
ductibel. 

Der  erste  und  zweite  dieser  Sätze  rührt  von  Herrn  Fuchs,  der 
dritte  von  Herrn  Frohen  ins  her. 

Ferner  ergeben  sich  leicht  die  folgenden  Sätze: 

Wenn  sich  genau  fi^n  linear  unabhängige  Lösungen 
der  Differentialgleichung  (A)  an  der  siugulären  Stelle  x  ==  a 
bestimmt  verhalten,  so  verhalten  sich  ebensoviele  linear 
unabhängige  Integrale  einer  jeden  mit  (A)  zur  selben  Art 
gehörigen    Differentialgleichung   (B)    an    eben    dieser    Stelle 
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hestiniint,  sofern  (U-r  DiffereutialHusdruck  R(y),  der  die  ab- 
hän^i'^a!  Variable  s  von  (B)  diircli  1/  darstellt,  für  keines  der 
sicli  hei  x=a  bestimmt  verhaltenden  Inte^^n-ale  von  (A)  ver- 
sehwindet. 

Wenn  die  Stelle  x  =^  a  für  die  Differentialf^leichunjj^  (A) 
eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  so  ist  sie  auch  eine  Stelle 
der  Bestimmtheit  für  jede  mit  (A)  zur  selben  Art  gehörige 
Differentialgleichung. 

Wenn  (A)  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  so  gehört  auch 
jede  Differentialgleichung  derselben  Art  zur  Fuchs'schen 
Classe. 

Wir  nennen  Lösungen  y,  z  der  zur  selben  Art  gehörigen  Diffe- 
rentialgleichungen (A),  (B),  die  durch  die  Gleichung  (C)  mit  einander 
verknüpft  sind,  entsprechende  Integrale.  Wenn  (A),  (B)  beide  von 
der  w*®**  Ordnung  sind,  also  insbesondere  wenn  (A)  irreductibel  ist,  können 
wir  auch   von  entsprechenden  Fundumentalsystemen  reden. 

Im  Folgenden  setzen  wir  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  die 
betrachteten  zur  selben  Art  gehörigen  Differentialgleichungen  auch  von 
derselben  Ordnung  sind. 

Entsprechende  Fundamentalsysteme  von  Differentialgleichungen  der- 
selben Art  erleiden  stets,  insbesondere  also  auch  bei  jedem  Umlaufe 
der  unabhängigen  Variabein  x,  dieselbe  Substitution.  Also  haben  für 
entsprechende  Fundamentalsysteme  Differentialgleichungen  derselben  Art 
dieselbe  Mouodromiegruppe. 

Sie  haben  aber  auch  dieselbe  Transformationsgruppe. 

Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  die  zur  selben  Art  gehörigen, 
durch  die  Beziehung  (C)  zwischen  den  abhängigen  Variabein  ver- 
knüpften Differentialgleichungen  (A)  und  (B)  mit  den  entsprechenden 
Fundamentalsystemen  [y  ],  [^rj. 

Bilden  wir  die  empfindlichen  Functionen  (Nr.  147,  S.  60) 

x  =  l  y.  =  \  x  =  l 

x  =  l  ■/.  =  !  z  =  l 

WO  die  A.  ,  B.  willkürliche  Functionen  bedeuten,  und  die  beiden  in 
Bezug  auf  die  höchste  Ableitung  im  algebraischen  Sinne  irreductiblen 
algebraischen  Differentialgleichungen  niedi-igster  Ordnung  mit  in  x  und 
den  A.  nebst  deren  Ableitungen,  beziehungsweise  x  und  den  B.  nebst 
deren  Ableitungen  rationalen  Coefiicienten  (vergl.  Nr.  149,  S.  65) 
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(10)  (^{"^x',  '■■  w^"';  Ä.^,x)  =  0, 

(11)  HO',  r',  •■•.'■'";    li,.,,x)  =  0, 

denen    m(j/)    beziehungsweise    v{2)   Genüge    leistet.     Dann    können    wir 
bekanntlich  (Nr.  löO,  S.  (>9)  die  Transforination.sgni])])('n  der  DiflFerential- 
gleiehung  (A)  beziehungsweise  (B)  wie  folgt  definiren: 
Bezeichnen  wir  durch 

<Sy),    v{Tz) 

dasjenige,  was  aus  «(?/)  beziehungsweise  v{2)  wird,  wenn  wir  auf  die 
{y  ]  die  Substitution  S,  beziehungsweise  auf  die  [^  J  die  Substitution  T 
anwenden,  so  bilden  diejenigen  Substitutionen  S,  für  welche  u{Sy)  die 
Differentialgleichung  (10)  befriedigt,  die  Transfonnationsgruppe  G  von 
(A)  und  diejenigen  Substitutionen  T,  für  welche  v{Ty)  der  Differential- 
gleichung (11)  genügt,  die  Transformationsgruppe  H  von  (B). 

Setzen    wir   nunmehr   in  v(z)   für   die  \ß^\    und   deren  Ableitungen 
die  sieh  aus  den  Ausdrücken 

^.  =  «  w 

ergebenden  Werthe  ein,  so  erhält  v{z)  die  Gestalt 

(12)  v(z)  =  ^'^^Ä.j;^  =  ü(y) 

und  genügt  folglich  der  Differentialgleichung 

(13)  &(ü,  u,  .  .  •  w^''^;  Z.^,  x)  =  0. 

Diese  Differentialgleichung  hat  mit  der  Differentialgleichung  (11)  ein 
Integral  gemein,  sie  muss  folglich  durch  alle  Integrale  der  Differential- 
gleichung (11),  die  wir  ja  (vergl.  Nr.  150,  S.  67)  als  im  Koenigs- 
berger'schen  Sinne  irreductibel  voraussetzen  können,  befriedigt  werden. 
Also  genügen  auch  die  Functionen  v{Tz\  wo  T  eine  der  Gruppe  H 
angehörige  Substitution  bedeutet,  der  Differentialgleichung  (13).     Nun 

ist  aber  offenbar 

v{Tz)  =  ü{Ty)- 

andererseits  können  wir  ü{y)  ebenso  wie  u{y^  als  die  zu  (A)  gehörige 

empfindliche   Function    ansehen,    und  es    sind    demnach    die  Lösungen 

von  (13)  in  der  Form 

ü{Sy) 

enthalten,  wo  S  die  Transformationen  der  Gruppe  G  durchläuft.  Also 
mu.ss  jede  Transformation  T  von  H  in  G  vorkommen,  und  da  die 
Beziehung  zwischen  den  Differentialgleichungen  (A)  und  (B)  eine  gegen- 
seitige ist,  so  folgt  hieraus,  wie  behauptet  wurde,  die  Identität  der 
beiden  Gruppen  G  und  H. 
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166.     Differentialgleichungen   der   Fuchs'schen   Classe.      Allgemeine 

Bemerkungen. 

Sei  i*'(y)  eine  ratioimle  Differontiulfiinction  der  [y],  die  dem 
Uatiüiifilitätsbereiche  tinj^ehört,  d.  b.  gleich  einer  rationalen  Function 

von  X  ist,  und  möge  ebenso  ^(^)  eine  rationale  Differentialfunction 
der  [z  ]  bedeuten,  die  einen  in  x  rationalen  Werth 

besitzt.  Dann  verwandelt  sich  O(^),  wenn  man  für  die  l^-J  und  ihre 
Ableitungen  ihre  Ausdrücke  durch  die  [y  ]  und  deren  Ableitungen  ein- 
setzt, in  eine  rationale  Differentialfunction 

der  [//.],  die  gleich  einer  rationalen  Function  von  x  ist.  Daraus  kann 
man  aber  im  Allgemeinen  nicht  schliessen,  dass  die  beiden  Dilferential- 
functionen  F(y)  und  F{y),  wenn  man  in  denselben  die  y^,  y.,,  ■  ■  •  y^ 
als  unbestimmte  Functionen  auffasst,  zur  selben  Gattung  gehören, 
und  ebensowenig,   dass  auch   die   rationale  Differentialfunction  der  [^.,] 

F{z) 
gleich  einer  rationalen  Function  von  x  wird. 

Ein  solcher  Schluss  ist  nur  in  dem  Falle  zulässig,  wo  die  for- 
melle Invarianz  mit  der  Invarianz  als  Function  von  x  zu- 
sammenfällt, d.  h.  nur  dann,  wenn  die  Transformationsgruppe  der  beiden 
Differentialgleichungen  (A),  (B)  die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe 
L  ist.  In  diesem  Falle  verwandelt  sich  in  der  That  jede  invariante 
Differentialfunction  der  [y.]  in  eine  derselben  Gattung  angehörige  Func- 
tion, wenn  man  an  die  Stelle  der  [?/J  und  ihrer  Ableitungen  die  [£^] 
und  ihre  Ableitungen  setzt.  Denn  jede  solche  Invariante  ist  ja,  wie 
wir  gezeigt  haben  (Nr.  136,  S.  20),  eine  rationale  Function  der  Deter- 
minantenquotienten 

-  r-  (y-  =  1,  2,  ••  •  n) , 

-D(2/i,  2/2,  ■■■  y„) 
und  für  diese  ist  offenbar 


(x  =  l,2,--  n). 


Vi,   ■■■Vn) 

wo  die  9i^(./)  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 

Wir  hatten  oben  (S.  120)  bemerkt,  dass  cogrediente  Differential- 
gleichungen der  Fuchs'schen  Classe  noth wendig  zur  selben  Ai-t  gehören; 
auf  Grund  des  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satzes  folgt 
hieraus,   dass  für   cogrediente  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen 
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Classe  auch  die  TranstV)rinations«:fruppen  übereinstimmen.    Dies  ist  aber 
nur  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  Satzes: 

Differentialgleichunjijen  der  Fuchs 'sehen  Classe,  die  <lie 
selbe  Monodromiegrupj)e  haben,  besitzen  ancli  diesell)e  Trans- 
form a  t  i  o  n  s  g  r  u  p  |)  e. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  in  der  Nr.  159  (S.  10]) 
gefundenen  Ergebnisses,  wonach  die  Trausformationsgruppe  einer  Diffe 
rentialgleichung  der  Fuchs 'sehen  Classe  die  engste  algebraische  lineare 
homogene  Gruppe  ist,  welche  die  Monodromiegruppe  dieser  Gleichung 
als  Untergruppe  enthält. 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  nicht  nur,  wie  bereits  in  der  Nr.  101 
(S.  107)  bemerkt  wurde,  in  den  auf  Reductibilität  bezüglichen  Fragen, 
sondern  überhaupt  bei  allen  auf  den  Gruppencharakter  bezüglichen 
Untersuchungen  die  Betrachtung  der  Monodromiegruppe  ausreicht, 
wenn  es  sich  um  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe 
handelt.  So  erklärt  sich  auch  die  im  ersten  Augenblicke  vielleicht 
auffallende  Erscheinung,  dass  in  der  historischen  Entwickeluug  unserer 
Theorie  die  Transformationsgruppe  einer  linearen  Differentialgleichung 
erst  verhältnissmässig  spät  (1887  in  der  Arbeit  von  Herrn  Picard) 
aufgetreten  ist,  wenn  man  bedenkt,  dass  fast  alle  tiefer  gehenden  Special- 
untersuchvmgen  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  sich 
auf  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe  beziehen.  Dagegen 
ist  zu  erwarten,  dass  aus  dem  Studium  der  Transformationsgruppe  für  die 
Theorie  derjenigen  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  Unbe.stimmt- 
heitsstellen  darbieten,  noch  wichtige  Ergebnisse  zu  ziehen  sein  wei'den. 

Man  kann  den  Artbegriff  auch  etwas  allgemeiner  fassen,  als  wir 
es  gethan  haben,  indem  mau  sagt,  zwei  Differentialgleichungen  (A) 
und  (B),  deren  Coefficienten  sich  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  E 
wie  rationale  Functionen  verhalten,  gehören  zur  selben  Art  in  Bezug 
auf  diesen  Bereich,  wenn  ihre  abhängigen  Variabein  durch  eine 
Gleichung  (C)  verknüpft  sind,  in  welcher  die  Coefficienten  r,^,  r^,  ■  •  ■  r„_i 
Functionen  bedeuten,  die  innerhalb  E  den  Charakter  von  rationalen 
Functionen  haben.  Wir  werden  aber  im  Folgenden  nur  gelegentlich 
von  dieser  Auffassung  Gebrauch  machen,  da  es  keine  Schwierigkeiten 
darbietet,  zu  erkennen,  was  von  den  auf  ^Differentialgleichungen  der- 
selben Art  schlechthin  bezüglichen  Untersuchungen  eine  Uebertragung 
auf  jenen  allgemeineren  Artbegriff  zulässt.  Ehe  wir  jedoch  auf  tiefere 
Untersuchungen  über  Differentialgleichungen  derselben  Art  eingehen, 
wollen  wir  eine  wichtige  Classe  von  Differentialgleichungen  kennen  lernen, 
die  unter  diesen  Begriff  fallen  und  die  uns  zu  interessanten  allge- 
meinen Eigenschaften  einer  linearen  Differentialgleichung  führen  werden. 


Zweites  Kapitel. 


107.    Systeme  von  Subdeterminanten  der  Determinante 

eines  Fundamentalsystems.     Associirte  Differentialgleichungen. 

Der  Franke 'seile  Satz. 

Sei  y^,  p„,  ■  •  ■  y^^  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 
(A)  und  betrachten  wir  die  Determinante 


i>{yy,y.2^  •••  ?/„)  = 


yi     y-2 


y ' 


(n  — 1)     (n  — 1) 

y\     y-> 


(n  — 1) 
•J  n 


dieses  Fundameutalsystems. 

Wir  denken  uns  dann  die  sämmtlichen  Subdeterminanten  m'^^''  Ord- 
nung dieser  Determinante  gebildet,  wo  m  <  m;  die  Anzahl  dieser  Sub- 


determinanten ist  offenbar  gleich 


.H 


n(w  —  1)  •  •  •  (n 
1.2-- 


Diejenigen  dieser  Subdeterminanten,  die  aus  den  Elementen  des  Systems 


y-i 
y-1 


(n  — 1)     (n  — 1)  (»  —  1) 

y\     y\     ■'■yln 

gebildet  sind,  wollen  wir  durch 
bezeichnen  und  insbesondere 

''n  =  i^(yiyy-2^--yJ 

nehmen.  Ferner  bezeichnen  wir  jene  Determinanten,  die  aus  n_^^  dadurch 
entstehen,  dass  man  die  y^,  y„,  ■  •  •  y^^^  und  deren  Ableitungen  durch  die 
Ableitungen  gleich  hoher  Ordnung  irgend  einer  andern  Combination 
von  m  verschiedenen  der  Inteu^rale 


ersetzt,  durch 


?/p  y,,    ■  ■  '  Vn 
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SO  dass  also 

K  .  (i,  X  =  1,  2,  •  •  •  v) 

jene   v'  Subdeterminanten   w/**"^  Ordnung  darstellen.     Diejenigen   Deter- 
minanten, welche  aus 

"n.   "..P   •••   ".1 

hervorgehen,   wenn    wir   in    denselben   au    die  Stelle   von   //j,  //.,,  •  •  •  // 
irgend  ein  System  von  m  linear  unabhängigen  Lösungen 

\^  %>  ■■■  K 

der  Differentialgleichimg  (A)  setzen,  mögen  endlieh  durch 

w,,  u,,  •  •  ■  M, 
bezeichnet  werden. 

Bilden  wir  die  Ableitung  von  u.  nach  x  und  schatten  die  eventuell 
auftretenden  Ableitungen  höherer  als  (n —  l)**""  Ordnung  der  1}^,  •  ■  ■  l),„ 
mit  Hülfe  der  Difi'erentialgleichung  (A)  weg,  so  ist  oflFenbar 

du 

'd 

und  ebenso  alloremein  für  die  A*^  Ableituusf 


^  =  9',- 1  ^'i  -\-  T,:>i<,-\ h  i,- , «,,         ('■  =  1. 2.  •■•'■) . 


wo  die  (p.^  rationale  Functionen  bedeuten,  die  sich  aus  den  Coefficienten 
von  (A)  durch  Difi"erentiation  und  rationale  Operationen  zusammen- 
setzen lassen. 

Die  Gleichungen  (1)  bleiben,  wie  aus  ihrer  Bildungsweise 
sofort  zu  übersehen  ist,  bestehen,  wenn  man  in  denselben 
die  «j,  «2>  •  •  •  ",.  durch  irgend  eines  der  Systeme 

1 Z '  2  Z '  fX 

ersetzt. 

Nehmen  wir  die  Gleichungen  (1)  für  A  =  1,  2,  •  •  ■  i/  und  denken 
wir  uns  aus  den  so  entstehenden  v  Gleichungen  die  v  —  1   Grössen 

eliminirt,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  von  der  Form 
'    tr«.         •         d'-^u, 

(2.)  p  — ^-fp    ,—  ;h 1-  pu.  =  0, 

der  die  Functionen 

u,,  H.,„  ■  •  •  u. 
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Genüge  leisten  und  deren  Coefticienten  nitionule  Functionen  von  x  sind. 
Der  Coet'ticient  der  i^*""  Ableitung  ist 

(3,)         (_i)-'p=|i,.J     e:;;!;:;,;r,;,.+,.  ,). 

Wenn  diese  Determinante  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  demnach 
die  Ditterentialgleichung  (2.)  auch  wirklich  von  der  v'"°  Ordnung.  Wenn 
wir  für  /  =  1  den  Index  1  in  der  Gleichung  (ß.)  weglassen,  so  genügt 
also  i(^  für  jede  Wahl  der  l)^,  l).,,  •  ■  •  l)^^^   der  Differentialgleichung 

(2)  P   —-\-  P     ^  '^-"  H h  P^Ai  =  0, 

die  demnach  auch  durch 

befriedigt  wird. 

Wenn  diese  letztere  Differentialgleichung  wirklich  von  der  v*-"^ 
Ordnung,  d.  h.  wenn 

von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man  aus  dem  Gleichungssysteme, 
das  sich  aus  (1)  für 

j=l,     A  =  1,  2,  ••  •  1/— 1 

ergiebt,  die  v  —  1  Grössen  ».,,  m^,  ■  •  •  u^  berechnen  und  erhält 

(«)  «X  =  X.o^'l   +  Z.r^'H h  Xy.,r-A~'^  (-  =  2,3,.....), 

wo  die  X- ;  rationale  Functionen  von  x  bedeuten;  in  diesem  Falle 
sind  also  die  Differentialgleichungen  (2^.)  für  ■?'  =  2,  3,  •  •  •  v 
mit  der  Differentialgleichung  (2)  von  derselben  Art. 

Wir  setzen  im  Folgenden  voraus,  dass  die  Determinante  P,  von 
Null  verschieden  ist,  was  offenbar  im  Allgemeinen,  d.  h.  für  willkür- 
liche Wahl  der  rationalen  Functionen,  welche  die  Coefticienten  von  (A) 
bilden,  der  Fall  sein  wird.  Die  Differentialgleichung  v'"  Ordnung  (2) 
soll  dann  die  (n  —  w/)*"  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
(A)  associirte  Differentialgleichung  genannt  werden.  Wir  haben 
nunmehr  einige  Eigenschaften  dieser  Differentialgleichung  zu  entwickeln. 

Hierbei  bedürfen  wir  eines  merkwürdigen  von  Herrn  Franke 
herrührenden  Determinantensatzes,  der  wie  folgt  lautet: 

Bilden  wir  aus  den  Elementen  der  Determinante 

^  =   |a.     I  (i,x  =  l,  2,  ■••  n) 

I      '"  I 

die  sämmtlichen  Subdetermiuanten  vi^'-'^  Ordnung  und  be- 
zeichnen dieselben  durch 
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h.^  (.•.X  =  I,2,.v;   .=„,„), 

so  dass 

/;,,  =    a.  (/.  x  =  i,  2,  •■•  m) 

11  .IX 

gesetzt  wird  und 

^,v  K^  ■  ■  ■  ^1 

die  SUIS  }>,   durch  Abänderunij  der  ersten  In  die  es  der  n.  , 

die  aus  h.,  durch  Abäuderuncr  der  zweiten  Indices  der  d.    her- 

'1  ~  IX 

vorgehenden  dieser  Determinanten  bedeuten,  dann  ist  die 
Determinante 

m 
Zl  =     h.     \  (',  X  =  1,  2,  •  •  •  v) 

eine   Potenz   der   ursprünglichen  Determinante,   und  zwar   ist 

Man  nennt  in  der  Determinanten theorie  das  System  der 
das  («  —  ?w)*^  dem  Systeme  der 

fa.)  (/,  x  =  l,  2,    •n) 

m 

associirte  System,  und  entsprechend  auch  die  Determinante  ^  die 
(m  —  m)*®  associirte  Determinante  von  z/. 

Auf  einen  Beweis  dieses  Franke  "sehen  Satzes  gehen  wir  an  dieser 
Stelle  nicht  ein,  weil  sich  derselbe  indirect  als  eine  Folge  der  nach- 
stehenden Betrachtungen  ergeben  wird.  Wie  Borchardt  bemerkt  hat, 
ist  der  in  Rede  stehende  Satz  als  besonderer  Fall  in  dem  sogenannten 
Sylvester'schen  Determiuantensatze  enthalten,  für  den  Herr  Frobenius 
im  86.  Bande  des  Grelle 'sehen  Journals  (S.  54j  einen  eleganten  Beweis 
geliefert  hat. 

Wenden  wir  den  Franke 'sehen  Satz  auf  die  Determinante 

an,  so  besagt  derselbe,  dass  die  aus  den  «..  (/,  z  =  i,  2,  i)  gebildete 
Determinante 

(/,  z  =  1,  2,  •  ■  ■  V) 

ist.    Hieraus  folgt,  da  die  2/,,  ?/.,,     ■  '  P,,  ein  P\indamentalsystem  bilden: 
Die    aus    den    u.^  (/, z  =  i, 2,  ••• .)    gebildete    Determinante    ist 
nicht  identisch  Null. 
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Betrachten  wir  die  Gleichungen 

(X  =  1,  2,  •••  v;  >l  =  l,  2,  ••■  V  — 1), 

die  sich  aus  (1)  ergeben,  indem  man  i=l  nimmt  und  die  u^,  u.^,  •••  u^ 
durch   die  «.,?<,,•••  u       ersetzt,   so  erkennen   wir,   dass  nach  dem 

Ix'ix"  vx  '  ' 

Multiplicationstheoreme  der  Determinanten 

//l  =  l,  2,  •      r— 1\     /i  =  l,  2,         vX 
\y.  =  2,  3,  ■  ■  •  V        /     \x  =  1,  2,  •    •  v) 

ist. 

Wenn  also,  wie  wir  voraussetzten,  die  Determinante  P^, 
nicht  verschwindet,  so  ist  auch  die  Determinante  des  Func- 
tionssystems 

>'n>   "i2^   ••■«!,. 
nicht   identisch  Null,    d.  h.  dieses  Functionssystem  stellt  ein 
Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (2)  dar. 

1G8.    Die  Fundamentalgleichungen  der  associirten  Differential- 
gleichungen.    Geometrische  Deutung.     Integralcurve. 

Es  möge  für  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  bewiesenen 
Satz  noch  ein  zweiter  Beweis  angedeutet  werden,  der  sich  nicht  auf 
den  Franke 'sehen  Satz  stützt  und  der  uns  zu  einer  Reihe  wichtiger 
Bemerkungen  Anlass  geben  wird. 

Sei  t]  7^2,  ■  •  •  1]^^  ein  Fuudamentalsystem  von  (A),  welches  mit 
Viy  y^i  '  '  '  Vn  ^^^^^  <^6  Gleichungen 

n 

r].=^^^a.^y_^         ('  =  i,  2,  ••• /.) 

x  =  l 

verknüpft  ist,  wo  also 

Z/  =   la.     1=1=0  (i,x  =  l,  2,  •••n). 

Dann  ist  bekanntlich 

I    'x  I  I      «X  I       I  «'x  I 

bilden  wir  also  aus  den  Elementen  der  Detenninante 

D{v„V,,  •••  V,)  =  \%       I 
die   Subdeterminanten   ni^'''  Ordnung    und    bezeichnen    dieselben    derart 
durch 

V.  (/,  x  =  l,  2,  •••  »■), 

IX 

Schlesin  ger,  Differentialgleichimgen     Tl.  9 
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dass  r.    aus  u.    hervorgeht,   indem  wir  in  u.^  die  1J^,  _?/.,,  •  •  •  y^^  durch 
die  tJi ,  y}^,  ■    ■  V„  ersetzen,  so  ist  nacli  dem  in  der  Nr.  150  (Bd.  I,  S.  915, 
Gleichung  (5))  erwähnten  Satze  über  die  Subdeterminanteu  componirter 
■  Systeme,  bei  geeigneter  Widil   der  Bezeichnung, 


(.i,  X  =  1,  2,  •  ■  ■  i)  , 


also  insbesondere  für  /  =  1 

> 

(4)  ^'lx=^^x«lA  (''  =  1.2,.....), 

die  v      sind  demnach  ebenfalls  Lösungen  der  Differentialgleichung  (2). 

Wir  wollen  im  Folgenden  die  u^^  als  die  dem  Fundamentalsysteme 
y  ;?/.,,  •  •  ■  y^^  entsprechenden  Lösungen  der  (n  —  w)'^"  associirten  Diffe- 
rentialgleichung bezeichnen,  dann  können  wir  also  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Integrale  y^,  y.^,  -  •  •  y,^  der  Differentialglei- 
chung (A)  eine  lineare  Substitution  S  erfahren,  so  erfahren 
die  entsprechenden  Integrale  der  (n  —  my^^  associirten  Diffe- 
rentialgleichung die  (w  —  m)*®  associirte  Substitution   von  S. 

Sei  nun  x  =  a  ein  Verzweigungspunkt  der  Integrale  von  (A)  und 
bedeute  i;^,  7^.^,  •  •  •  i;^^  das  zu  diesem  Punkte  gehörige  canonische  Fun- 
damentalsystem. Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  die 
Wurzeln 

(O,,    CO,,    ■  ■  ■    «^ 

der  zu  a;  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  sämmtlich  von  einander 
verschieden  sind.     Dann  ist  also 

r}^  =  (X  aj"  ^^(^  \CI)  (X  =  1,  2, .  •  •  n) , 

wo    "i^  (x  «)    eine    nach    ganzen   Potenzen   von    x  —  a    fortschreitende 
Reihe  und  r^  einen  der  Werthe  von 

r  log  CO 

bedeutet. 

Bilden  wir  die  den  1]^,  t],,  •  •  ■  ^„  entsprechenden  Lösungen 

V,  (x  =  l,  2,  ••.  i) 

Ix 


der  Differentialgleichung  {"2),  dann  ist  also 


V. 


^x,        %,         ■•'  % 
'xj  'x^  'y- 


y{r''<:r''---t~"' 
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wo  X  .  X  ,  X  ein  System  von  m  verschiedenen  der  Znlilen  i,2,  ■  ■  ■  n 
bedeutet.  Fulglicb  haben  wir  in  der  Umgebung  von  x"  =  a  für  v^^ 
die  Entwickelung 

(5)  v^^  =  (x  -  a)""''^'''''""^'''''"  P^ixa)         (.  =  1.2,.....,, 

wo  P  {x\a)  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende 
Reihe  darstellt.     Setzen  wir 


(6)  ß 


+  '•>'  ) 


CO      iO 


SO  müssen  diese  v  Grössen  nach  den  Ergebnissen  des  dritten  Abschnittes 
der  zum  Punkte  x  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  der  Differential- 
gleichung (2)  genügen;  im  Allgemeinen  sind  dieselben  von  einander 
verschieden,  wir  wollen  dies  der  Einfachheit  wegen  annehmen.  Dann 
sind  die  v  Integrale  (5)  linear  unabhängig  (vergl.  Nr.  ol,  Bd.  l,  S.  100) 
und  bilden  folglich  ein  Fundamentalsystem  und  zwar  das  zu  x  ^=  a 
gehörige  canonische  Fundamentalsystem  der  Differentialglei- 
chung (2). 

Hieraus  folgt  nun  sofort,  dass  auch  jedes  einem  Fundamental- 
systeme y^,  y.2,  '  •  ■  y„  ^oii  (A)  entsprechende  Lösungssystem  u^^  der 
Differentialgleichung  (2)  ein  Fundamentalsystem  von  (2)  sein  muss; 
denn  bestünde  zwischen  den  u^^  eine  homogene  lineare  Beziehung  mit 
Constanten  Coefficienten ,  so  würde  aus  den  Gleichungen  (4)  das  Be- 
stehen einer  eben  solchen  Relation  zwischen  den  i\_^  folgen. 

Beiläufig  lernen  wir,  dass  die  Grössen  (6)  die  Wurzeln  der  zum 
Punkte  x  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung 
(2)  darstellen.    Wir  wollen  uns  diese  Fundamentalgleichung  bilden. 

Wenn  das  Fundamentalsystem  y^,  y.2j  '  '  Vn  ^^^  (-^)  ^^^  einem 
einfachen  Umlaufe  der  unabhängigen  Yariabeln  x  um  den  Punkt  x  =  a 

die  Substitution 

2:=(a.J  (/,;.  =  1, 2,.  •«) 

erfährt,  so  lautet  die  zu  x=^a  gehörige  Fundamentalgleichung  von  (A) 

(7)  (X.  d    0=0  (x,«  =  l,2,    ■n). 

\    /  \     y.i  y.i 

Das  entsprechende  Fundamentalsystem  n^^,  ii^.^,  ■  ■  ■  »^,  der  {n  —  inf^"^ 
associirten  Differentialgleichung  (2)  erleidet  dann  bei  demselben  Um- 
laufe die  («  —  w<)'®  associirte  Substitution 

iß.^)  (.-,;.  =  1,2,...,) 

von  H,  und  die  zu  .r  =  a  gehörige  Fundamentalgleichung  von  (2) 
lautet  demgemäss 

(8)  ij8  .  — d  .(D    =0         (>c, ,  =  1,2, ••-.). 
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Also  sind,  wie  Herr  G.  Rados  bemerkt  hat,  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (8)  die  Producte  von  je  ni  verschiedenen  der  Wurzeln  der 
Gleichung  (7),  und  hieraus  ergiebt  sich  nun,  wenn  wir  in  den  linken 
Seiten  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  co  =  0  setzen,  der  Frauke'sche 
Satz,  da  ja  die  Determinanten 

la.     I  =  +  O.CJo  ■  •  •  0)  (.-,  x  =  l,  8,  •  ••  n), 

I       I  X  I  — —  12/1. 

1/3.     |=H-ß,  5i     •••ß  (.-,  X  =- 1,  2,  ■•  •  r) 

sind. 

Die  hier  durchgeführten  Betrachtungen  leiten  uns  zu  einer  sehr 
wichtigen  und  folgem-eichen  Auffassung  der  Lösungen  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  hin,  die  wir  jetzt  darlegen  werden,  indem 
wir  an  gewisse  geometrische,  von  H.  G.  Grassmaun  in  seiner  „Aus- 
dehnungslehre"  eingeführte  Gesichtspunkte  anknüpfen. 

Hat  man  ii  stetig  veränderliche  reale  Grössen 

die  nur  abgesehen  von  einem  allen  gemeinsamen  Factor  bestimmt  sind, 
so  kann  man  dieselben  als  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes 
einer  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeit,  oder,  wie 
man  sich  kürzer  ausdrückt,  eines  (n  —  l)-dimensionalen  Raumes  i?,,_j 
auffassen.  Jedes  Grösseusystem,  dessen  n  Elemente  nicht  sämmtlich 
verschwinden,  bestimmt  auf  diese  Weise  einen  Punkt  des  R 

y  n  —  1 

Betrachtet  man  die  Coordinaten  von  m  verschiedenen  solchen  Punkten 


(I) 


2  n 

3Ca  '     ■     ■      X^ 


(m)       ("0   .  .  .    „('«) 
^1       ^2  •^»    ' 


die  so  beschaffen  sind,  dass  die  nm  Grössen  (I)  ein  System  vom  Range 
m  bilden,  dann  bestimmt  die  Gesammtheit  derjenigen  Punkte,  deren 
Coordinaten  sich  in  der  Form 

(U)  ^.  =  K<+K<+-  •  ■  +  K^r      ("=^.v-») 

darstellen  lassen,    wo   die   A. ,  A,,  •••  A     Constanten  bedeuten,  eine   in 

7  17         2'/«  ' 

dem  Ii„_j^  enthaltene  Mannigfaltigkeit  (n  —  w)*"  Stufe,  (tri — 1)'" 
Dimension.  Man  kann  dieselbe  durch  (n  —  m)  homogene  lineare  Glei- 
chungen zwischen  den  laufenden  Coordinaten  eines  veränderlich  ge- 
dachten Punktes  darstellen;  Grassmann  hat  aber  neben  dieser  Dar- 
stellung durch  Gleichungen  auch  eine  Bestimmung  jener  ebenen 
Mannigfaltigkeit  durch  Coordinaten  eingeführt. 
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Er  definirt  nämlich  als  tue  homogenen  Coordinaten  der  durch  die 
Gleichungen  (II)  bestimmten  ebenen  Miinnigialtigkeit  oder  (wie  wir 
kürzer  sagen  wollen)  Ebene  (»  —  mf'  8tut'e,  ein  System  von  Zahlen, 
welches  den  aus  dem  System  (I)  gebildeten 

«(«  —  1)  •  •  •  (n  — »»  -j-  1) 

^  1    2-    m 

Determinanten  w*''  Ordnung  proportional  ist.  Diese  Definition  recht- 
fertigt sich  dadurch,  dass  mau  zu  denselben  Coordinaten  kommt,  wenn 
nuin  statt  von  den  nt  Punkten  mit  den  Coordinaten  (T)  von  irgend 
welchen  anderen  nt  Punkten  der  Ebene  (w  —  wj"-''  Stufe,  die  nicht  schon 
in  einer  Ebene  (n  —  m  -\-  1)*®""  Stufe  liegen,  ausgeht. 

Im  Sinne  einer  bei  der  geometrischen  Interpretation  functionen- 
theoretischer  Verhältnisse  seit  C  leb  seh  üblichen  Uebertragungs weise 
behält  man  die  für  den  Fall  realer  Grössen  x,,  x„,  •  •  •  x    eingeführte 

1 '       2 '  n  O 

Terminologie  auch  in  dem  Falle  bei,  wo  diese  Grössen  beliebige  com- 
plexe  \\  erthe  anzunehmen  vermögen. 

AVir  werden  also  die  Werthe,  welche  ein  Fundamentalsystem 
!'if  .'/o'  '  '  '  y„  ^^^^  DiflFerentialgleichung  (A)  an  irgend  einer  Stelle  x 
annimmt,  auch  als  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  im  R 
auffassen  können  und  auf  diese  Weise,  wenn  wir  x  alle  complexen 
Werthe  durchlaufen  lassen,  ein  Gebilde  (n  —  2y"  Stufe,  eine  Curve, 
wie  wir  sagen  wollen,  im  i?,^_j  erhalten.  Wir  denken  uns  diese  Curve 
(5  in  der  Form 

(9)  y^=ijjx)  (x  =  l,2,...«) 

dargestellt.  Es  entspricht  dann  jedem  nicht  singulären  Werthe  von  x 
ein  Punkt  der  Curve  (£,  da  ja  für  keinen  solchen  Werth  alle  n  Inte- 
grale y^,  y,,  ■  •  ■  y„  verschwinden  können;  bei  dieser  geometrischen  Inter- 
pretation wird  also  ein  üebelstand  vermieden,  der  sich  in  der  Nr.  133 
(S.  11)  bei  der  daselbst  dargelegten  geometrischen  Deutung  unangenehm 
bemerkbar  machte. 

lt)U.    Geometrische  Deutung  der  Integrale  der  associirten  Differential- 
gleichungen.    Contragredienz. 

Es  kann  weder  die  Cui-ve  (£  in  ihrer  Totalität  noch  ein  beliebig 
kleines  continuirliches  Stück  von  ß  in  einer  Ebene  irgend  welcher 
Stufe  des  -R„_j  liegen;  deim  dies  würde  das  Bestehen  von  homogenen 
linearen  Beziehungen  mit  von  x  unabhängigen  Coefficienten  zwischen 
den  //j,  //.,,  ••,!/„  zur  Folge  haben.  Diese  Curve  ist  also  eine  («  —  2)- 
faoh  gekrümmte,  oder,  wie  sich  Herr  Lie  ausdrückt,  eine  möglichst 
yrekrümmte  Curve  des  jR 
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Betracliton  wir  m(<  n)  einander  unendlich  benachbarte  reguläre 
Punkte  der  Curve  S  und  denken  uns  durch  dieselben  eine  Ebene 
(n — w)*®'  Stufe  hindurchgelegt,  so  nennen  wir  diese  eine  Tangen- 
tialebene (n  —  w)'"  Stufe  der  Curve  S. 

Auf  Giiind  der  Prineipien  der  Diiferentialrechnung  ist  es  leicht  ein- 
zusehen, dass,  wenn  //j(.r),  y^{x),  •  •  •  ?/„(^)  die  Coordinaten  eines  regu- 
lären Punktes  unserer  Curve  sind,  die  (m  —  1)  Punkte,  deren  Coordi- 
naten durch 


dargestellt  werden,  der  durch  den  Punkt  mit  den  Coordinaten 

y^{x),  y,{x),  •  •  •  y,X^) 

hindurchgelegten  Tangentialebene  {n  —  nif^"^  Stufe  angehören.  Die 
homogenen  Coordinaten  dieser  Tangentialebene  im  Sinne  von  Grass- 
mann sind  also  proportional   den  v  aus   den  Elementen   des  Systems 

y^ix),         y^ix),         .  •  •  y^{x), 


(in  —  1)  /    \  (m — 1)  /     \  (in  —  1)/    \ 

gebildeten  Determinanten   w*®'  Ordnung;   dies   sind  aber  genau  unsere 
Determinanten  u^^,  ii^^,  •  •  •  w^^,.     D.  h.: 

Die  Coordinaten  der  in  dem  Punkte  {y^,  y-^j  '  '  yj  ^^^ 
Integralcurve  ©  gelegten  Tangentialebene  («  —  m)*®''  Stufe 
sind  proportional  den  dem  Fundamentalsysteme  [?/ ]  ent- 
sprechenden Lösungen  der  (n  —  m)*^"  associirten  Differential- 
gleichung von  (A). 

Betrachten  wir  insbesondere  die  Tangentialebene  erster  Stufe  (die 
wir  füi-  n  >  3  wohl  auch  als  Tangentialebene  schlechthin,  ebenso  wie 
die  Ebene  erster  Stufe,  kurz  als  Ebene  bezeichnen),  so  sind  deren 
Coordinaten  proportional  den  zu  den  Elementen  y''"~^\  ■  ■  ■  y*"~^^  ge- 
hörigen Subdeterminanten  der  Determinante 

-^(3/1,2/2.  •••  2/J; 

diese  n  Subdeterminanten   sind  aber  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  22 
(Bd.  I,  S.  62)  nichts  anderes  wie  die  mit  dem  Factor 

^(^i;  !/2^  •••  yJ  =  const.  e 
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mnltiplicirten  Elemente  des  dem  Fundamentalsysteme  [?y  ]  adjungirten 
Fnndaraentalsystems  ^i,  ^^^  '  '  '  ^n  ^^^  ^^^  C-^)  fiJjmigii'ten  Differential- 
gleichung (A'j.     Wir  können  also  sagen: 

Die  erste  Associirte  der  Differentialgleichung  (Aj  geht 
aus  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung  (A')  dadurch 
hervor,  dass  man  in  der  letzteren  die  abhängige  Variable  z 
mit  dem  Factor 

-fpidx 

e 
multiplicirt. 

Die  Elemente  z^,  z^,  ■  •  •  z^  des  zu  y^,  y.2:  '  '  '  V»  adjungirten 
Fuudamentalsystems  können  als  die  Coordinaten-  der  Tangen- 
tialebene (für  n  =  3  der  Tangente  im  Sinne  der  gewöhnlichen 
Geometrie),  die  an  die  Integralcurve  G  im  Punkte  (Vi,  y2,  •  ■ '  yj 
gelegt  ist,  aufgefasst  werden. 

Die  Gleichungen 

(10)  2^  =  Z^(x)  (x  =  l,2,...n) 

stellen  dann,  wie  wir  sagen  können,  die  Cm-ve  (J  in  Ebenencoordi- 
naten  (für  n  =  3,  in  Liniencoordinaten)  dar. 

Die  Ausübung  einer  linearen  Substitution  auf  die  Coordinaten 
x^,  x,^,  ■  ■  ■  x^  kann  geometrisch  in  doppelter  Weise  gedeutet  werden. 
Hält  man  den  Punkt  fest,  dessen  Coordinaten  proportional  sind  den 
X,,  X,-,,  ■  ■  •  X  ,  so  kann  man  die  Ausdrücke 

n 

(11)  l^==^a^^x^         (x=i,2,....), 

1=1 

\a.     =4=  0  (t,x=i,  2,  ■•■  n), 

als  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  einem  neuen  Coordinaten- 
systeme,  dessen  Fundamental-w-flach  durch  die  n  Ebenen 

n 
^  a^.X.  =  0  (x=l,  2,    -n) 

1  =  1 
gebildet  wird,  auffassen.  Betrachtet  man  dagegen  das  Coordinaten- 
system  als  fest,  so  wird  durch  die  Gleichungen  (11)  jedem  Punkte 
{x^,  x^,  ■  ■  ■  xj  des  -R„_i  ein  wohlbestimmter  anderer  Punkt  (|^,  ^g,  •  •  •  ^J 
zugeordnet,  und  man  nennt  diese  Art  der  Zuordnung  bekanntlich  eine 
collineare.  Wir  werden  uns  im  Folgenden  stets  dieser  letzteren 
Interpretation  bedienen  und  dementsprechend  jede  lineare  Transforma- 
tion (11)  als  eine  Collineation  auffassen. 

Es  stehen  dann  also  alle  Integralcurven,  die  zu  einer 
linearen    Differentialgleichung    (A)    gehören,    in    collinearer 
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Beziehung  zu  eimmder,  und  jede  Integralcurve  wird  durch 
die  Collineationen  der  Monodromiegruppe  der  Differential- 
gleichung in  sich  selbst  transformirt. 

Wenn  die  y^,  y,^,  '    '  l/„  irgend  eine  lineare  Substitution 

S  =  (a.  )         (.•,x  =  i,2, •  ■•«) 

erfahren,  so  erfahren,  wie  wir  in  der  Xr.  168  (S.  130)  gezeigt  haben, 
die  entsprechenden  Lösungen  (t^^,  «^g,  •  •  •  u^^  der  (« —  w)**^°  associirten 
Differentialgleichung  die  (;;  - —  w)*®  associirte  Substitution 

(h.^  (.-,;<  =  1,2,  ••..), 

deren  Elemente  die  Subdeterminanten   m^^^  Ordnung  der  Determinante 

\a.     I  (/,  >:  =  1,  2,  ••■») 

I      «X  I 

sind. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Monodromiegruppe  der 
(ii  —  ni /^^  associirten  Differentialgleichung  aus  den  (w  —  /«)**'* 
associirten  Substitutionen  der  Monodromiegruppe  h  von  (A) 
besteht:  wir  nennen  diese  Gruppe  wohl  auch  die  (n  —  w)*® 
associirte  von  li. 

Aber  auch  zwischen  der  Transformationsgruppe  von  (A) 
und  der  seiner  (ji  —  /wy®°  associirten  Differentialgleichung  be- 
steht eine  ähnliche  Beziehung. 

In  der  That  ist  zunächst  klar,  dass  die  Gesammtheit  der  {n  —  w/)**" 
associirten  Substitutionen  der  Substitutionen  einer  Gruppe  selbst  wieder 
eine  Ginippe  bildet,  denn  nach  dem  Satze  über  die  Subdeterminanten 
componirter  Systeme  (Nr.  30^  Bd.  I,  S.  93,  Gleich,  (öj)  ist  die  (ti  —  mY^ 
associirte  einer  aus  zwei  Substitutionen  componirten  Substitution  in 
derselben  Reihenfolge  aus  den  (n  —  m)*®"^  associii*ten  der  beiden  Com- 
ponenten  zusammengesetzt. 

Wir  können  also  allgemein  zu  jeder  Gruppe  linearer 
homogener  Substitutionen  eine  (n  —  >m)*®  associirte  Gruppe 
herstellen. 

Sei  nun  H  die  Transformationsgruppe  von  (A)  und  bilden  wir  die 
(ti  —  w)*"  associii-te  Ginippe  j{"'~"'^  von  H.     Bedeute  ferner 

'^(^^n,  '*i2'  •••  "iv) 
eine  rationale  Differentialfunction  der  u,  ,  die  bei  den  Transformationen 
von  ^"""'"^  ungeändert  bleibt,  dann  ist  diese  Function  auch  als  ratio- 
nale Differentialfunction  der  y,  ,y.,,  •  •  •  //„  darstellbar  und  bleibt  als 
solche  bei  den  Transformationen  von  H  ungeändert;  sie  ist  also  rational 
in  X.    Umgekehrt  möge  Oi(wJ  rational  durch  x  ausdrückbar  sein,  dann 
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bleibt  9i(M),  als  Function  der  y^,  ?/.,,  •  •  •  /y^  dargestellt,  bei  den  Trans- 
formationen von  H  nngeändert,  also  als  Function  der  u^  bei  den 
Transformationen  von  //'""'"'  Jj^s  heisst,  die  Gruppe  ^"~"''  besitzt 
die  beiden  durch  den  Picard-Vessiot 'sehen  Doppelsatz  ausgedrückten 
Eigenschaften  der  Transformationsgruppe  der  (w  —  ?n)*®°  associirten 
Differentialgleichung,  sie  muss  also  nach  einer  in  der  Nr.  151  (S.  73) 
gemachten  Bemerkung  mit  dieser  Transformationsgruppe  identisch  sein. 

Dividirt   man   die  Elemente   der  ersten   einer  Substitution  ^S'  asso 
ciirten  Substitution  durch  die  Determinante  von  S,   so  erhalt  man  die 
zu  S  reciproke  Substitution.    Adjungirte  Fundamentalsysteme  erfahren 
nach    dem    Satze    der   Nr.  23  (Bd.  I,  S.  65)    stets    einander    reciproke 
Substitutionen.     Also  haben  wir  den  Satz: 

Die  Transformationsgruppe  und  die  Monodromiegruppe 
der  einer  Differentialgleichung  adjungirten  Differentialglei- 
chung bestehen  aus  den  reeiproken  Substitutionen  der  ent- 
sprechenden Gruppen  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung. 

Oder,  da  beide  Gruppen  aus  paarweise  inversen  Transformationen 
bestehen  und  (Nr.  30,  Bd.  I,  S.  95;  vergl.  Nr.  150,  S.  70)  die  inverse 
der  reeiproken  die  transponirte  ursprüngliche  Substitution  ist,  so  können 
wir  auch  sagen: 

Transformationsgruppen  sowohl  wie  Monodromiegruppen 
adjungirter  Differentialgleichungen  gehen  durch  Transposi- 
tion ihrer,Substitutionen  auseinander  hervor. 

Da  Differentialgleichungen  derselben  Art  und  gleicher  Ordnung 
dieselbe  Transformations-  und  Monodromiegruppe  besitzen,  wenn  man 
entsprechende,  d.  h.  durch  die  die  Artbeziehung  darstellende  Relation  mit 
einander  verknüpfte  Fundamentalsvsteme  zu  Grunde  legt,  so  gelten  die- 
selben Beziehungen  auch  zwischen  der  Gruppe  einer  Differentialgleichung 
(A)  und  der  Gruppe  irgend  einer  mit  der  adjungirten  von  (A)  zur 
selben  Art  gehörigen  Differentialgleichung.  Wenn  wir  uns  also  einer 
in  der  Invariantentheorie  der  algebraischen  Formen  gebräuchlichen 
Ausdrucksweise  bedienen,  wonach  zwei  Systeme  von  Grössen,  die  ein- 
ander reciproke  Substitutionen  erleiden,  als  contragredient  bezeichnet 
werden  (vergl.  Nr.  23,  Bd.  I,  S.  66),  so  können  wir  sagen: 

Ein  Fundamentalsystem  Vj,  ?/,,  •  •  •  y„  von  (A)  ist  mit  dem 
entsprechenden  Fundamentalsysteme  ^j,  ^^j  ■  -  ■  ^^  einer  Diffe- 
rentialgleichung «*"'■  Ordnung,  die  mit  der  Adjungirten  von 
(A)  zur  selben  Art  gehört,  contragredient  in  Bezug  auf  alle 
Transformationen  der  Transformationsgruppe  von  (A). 
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Sind  zwei  Yariabelnsysteme 

J         t         .   .   .    t 

contragredient  in  Bezug  auf  eine  Substitution  S,  welche  die  x^,  x^,  ■  •  •  x 
erfahren,  so  folgt  aus  einfachen  Determinantensätzen,  dass  die  bilineare 
Form 

a;,l, +  a;,LH \-xX, 

bei  Anwendung  der  Substitution  S  ungeändert  bleibt.  Bilden  wir  also 
den  Ausdruck 

i  =  \ 

WO  a,  ß  irgendwelche  der  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  ■  bedeuten,  so  bleibt  der- 
selbe bei  allen  Substitutionen  der  Transformationsgrappe  H  von  (A) 
ungeändert.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  eine  rationale  Differentialfunc- 
tion  der  y^,  y^,  •  ■  ■  y^,  ei"  liat  folglich  einen  in  x  rationalen 
Werth.  Als  Beispiel  hierfür  können  die  in  der  Nr.  23  (Bd.  I^  S.  63, 
Gleich.  il9'i)  aufgestellten  Relationen  zwischen  den  Elementen  adjungirter 
Fundamentalsysteme  gelten. 

170.    Algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Elementen  eines 
Fundamentalsystems  der  höheren  Associirten.    Princip  der  Dualität. 

Die  geometrischen  Sätze  über  die  Coordinaten  der  Ebenen  ver- 
schiedener Stufe  lassen  sich  nun  in  ebenso  viele  Sätze  über  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Fundamentalsystemen  der  zu  (A)  associirten 
Differentialgleichungen  umbilden. 

Besonders  wichtig  ist  der  Satz,  dass  zwischen  den  Coordinaten 
der  Ebenen  2*^',  3*®'',  •  •  •  («  —  2)*^'"  Stufe  identische  homogene  alge- 
braische Beziehungen  von  höherem  als  dem  ersten  Grade  bestehen;  es 
folgt  aus  demselben: 

Die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  der  2*''°  8*"°,  •  •  • 
(n  —  2)'^"  associirten  Differentialgleichung  befriedigen  nicht- 
lineare homogene  algebraische  Gleichungen. 

Wir  wollen  für  den  Fall  einer  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 

*^*^  dx'  +  ^''  dx'  +  ^'  dx'  +  ^«  '/^  +  ^'^  ~~ 

die  zwischen  den  Integralen  der  zweiten  associirten  Differentialgleichung, 
die  also  in  diesem  Falle  von  der  sechsten  Ordnung  ist,  bestehende 
Relation  herleiten.     Wir  bilden  aus  dem  Systeme 
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die  sechs  möglichen  Determinanten  zweiter  Ordnung 

yiyy.—yy.y'i  =  ^iy.     <'■-''')• 

dann  bilden  diese  im  Allgemeinen  ein  Fundamentalsystem  der  zweiten 
associirten  Diöerentialgleichung.  Der  La  place 'sehe  Determinantensatz, 
auf  die  identisch  verschwindende  Determinante 

i/i  y-,  yz  y^ 

Vi  2/2'  y^  Vi 

Vi  y->  yz  y^ 

Vi  y-z  y-ö  Vi 

angewandt,  liefert  die  gesuchte  Beziehung 

(y)  Wj2  «3,  —  Ö13  a,4  +  «1,  «23  =  ^' : 

es  ist  die  aus  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  wohlbekannte 
Gleichung,  die  zwischen  den  Plück  er 'sehen  Coordinaten  einer  geraden 
Linie  des  gewöhnlichen  cbeidimensionalen  Raumes  besteht. 

Um  die  analogen  Relationen  im  allcremeinsten  Falle  aufstellen  zu 
können,  knüpfen  wir  an  das  in  der  neueren  Geometrie  so  fnichtbar 
gewordene  Princip  der  Dualität  an. 

Aus  dem  Begi-iffe  des  ebenen  (w  —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes 
Ii„_y  folgt,  dass  ebenso  wie  {n  —  1)  Punkte  (Ebenen  (m — 1)*"  Stufe j 
von  allgemeiner  Lage  eine  Ebene  (erster  Stufe)  bestimmen,  auch  um- 
gekehrt («  —  1)  Ebenen  von  allgemeiner  Lage  einen  Punkt  (ihren 
Schnittpunkt)  bestimmen.  Allgemein  wird  durch  (n  —  in)  Ebenen  von 
allgemeiner  Lage  eine  Ebene  m^'^^  Stufe  bestimmt,  ebenso  wie  (w  —  m) 
Punkte  gerade  zur  Bestimmung  einer  Ebene  (n  —  nif^^  Stufe  hinreichen. 
Daraus  folgt,  dass  jeder  Satz  der  Geometrie  des  -B„_i,  der  sich  auf 
Lagenverhältnisse  von  ebenen  Gebilden  bezieht,  in  einen  ebenfalls  rich- 
tigen Satz  übergeht,  wenn  man  darin  an  die  Stelle  des  Wortes  „Ebene" 
das  Wort  „Punkt",  und  allgemein  an  die  Stelle  des  Wortes  „Ebene 
m'^"  Stufe"  das  Wort  „Ebene  (w  —  w)*"  Stufe",  für  m  =  2,  3,  •  •  •  w— 2, 
setzt.     Dies  ist  das  Princip  der  Dualität.     Es  stehen  also  im  -R„_i 

die  Ebene  w*"  Stufe     |     und  die  Ebene  (w  —  /w)*"  Stufe 

{m  =  1,  2,  ■  •  •  w  —  1) 

einander  dualistisch  gegenüber.    Je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist, 

giebt  es  oder  giebt  es  nicht  ein  sich  selbst  dualistisches  ebenes  Gebilde. 
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Im    Sinne    dieser   Auffassung   werden    wir   also    /Ainächst   den    als 

Punktooordinaten    gedeuteten    Lösungen    i/^,  //.,,  •  ■  •  y^     der  -gogebonen 

Ditterentialgleiohung  (A)  die  entsprechenden  L(")sungen  der  ersten  asso 

ciirten   Differentialgleichung    oder    die    von    denselben    nur    durch    den 

gemeinsamen  Factor 

,io\                                                    const.  fpi'i' 

(12)  -jr-. s--~e 

verschiedenen  Elemente  des  adjungirten  Fundamentalsystems  z^^  z^^  ■  •  ■  z^^ 
der  zu  (A")  adjungirten  DifiFerentialgleichung  als  Ebenencoordinaten 
gegenüberstellen.  Die  bekannten  Beziehungen  zwischen  adjungirten 
Fundamentalsystemen  und  die  in  der  Nr.  169  (S.  137)  aufgestellten 
Sätze  entsprechen  der  dualistischen  Beziehung  zwischen  Punkt  und 
Ebene.     Entsprechend  werden  wir  dann  allgemein  die  Lösungen 

"ir  ^'i.o  ■  •  •  'S,.         (•■  =  "'«) 

der  (n  —  m)'®"  associirten  Differentialgleichung,  die  wir  durch  (A""'") 
bezeichnen  wollen,  mit  den  Lösungen  der  wi^"^^  associirten  Differential- 
gleichung (A^'"')  in  Beziehung  zu  setzen  suchen. 

Wir  bezeichnen  die  zu  der  Subdeterminante  /w*"'  Ordnung  «.    von 
D{if^j  ij^,  ■  •  ■  yj  adjungirte  Subdeterminante  (n  —  w)'"""  Ordnung  durch 

'^"»■-(•+1,  r  —  y.+  lJ 

SO  dass  also,  wenn,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

ist,  ebenfalls  abgesehen  vom  Vorzeichen 

'« 
zu  nehmen  ist,  wo  die  beiden  Zahlenreihen 


^,.  — /  +  1,  V  — z  +  l  ^a  I  («  =  'li'2.-- 'n  — 7»;  /'  =  ''l.>'2.     ■    *«  — m) 


h}    Sy    '  '  '    ^m>    h'    hj    ■  ■  ■    *n-m' 
^V    ^2'    ■  ■  ■    ^m^   ^17   ^27    '  '  '    ^n—m 

je  eine  Permutation  der  Zahlen  1,  2,  ■  •  ■  «  darstellen.    Die  Anzahl  der 
V.     stimmt  dann  wegen  der  Gleichung 

m  (n  —  m) 

mit  der  Anzahl  der  u.    überein;  überdies  denken  wir  uns  die  Bezeich- 
nung  so  gewählt,  dass 

(13)  ^"ix  ""  Ui'^"*^!  («  =  1,  2,    •n-m;    |^  =  xi,X2,- ■■x„_^) 

ist,  so  dass  also  die 

'-n.  ^\..  ■••  ^iv 
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das    den   y^,  y.^j  •  •  •  ?/,,  entsprechende  Fandamentalsystem  der  in^""  asso- 
eiirten  Differentialgleichung^  (A*'"')  darstellen. 

Dann  bestehen  nach  dem  Laplace'scheu  Determinanteusatze  die 
Gleichuugssyteme 

V 

y.  =  l 

(15)  ^«,.^_,,.:,.-.+,  =  o,    A=hi; 

x  =  l 

V 

(16)  ^«•.^_,  +  x,  r-.  +  X  =  ^(^U   ^2.    ■  •  •   2/J, 

(  =  1 
y 

(1*)  ^M-,^,_,-+i,._.+i  =  0,     A  +  x,     . 

1  =  1 
wenn  wir  uns  die  Vorzeichen  der  u.^,  v.^  in  geeigneter  Weise  gewählt 
denken. 

Diesen  Gleichungen  sind  noch  die  folgenden  an  die  Seite  zu  stellen. 

Bedeuten  Vi,  V27  '  '  '  '^„-»i  irgendwelche  {n  —  ni)  linear  unab- 
hängige Lösungen  von  (A)  und  v^  diejenige  Determinante,  die  aus  den 
Vi,  V-y,  •  '  •  Vn-m  liebst  deren  Ableitungen  ebenso  gebildet  ist,  wie  v.^ 
aus  den  y^,  y^,  •  ■  ■  y„_„,  nebst  deren  Ableitungen,  so  bestehen  die  den 
Gleichungen  («)  (Nr.  167,  S.  127)  analogen  Beziehungen 

wo  die  xL<  .  rationale  Functionen  von  x  bedeuten.  Wenn  nun  die 
n  Integrale 

9i,    %,■■■    9,„,    Vi,   Vv    ■•■    Vn-m 

ein  Fundamentalsystem  von  (A)  constituiren,   so   ist   die  Determinante 

—  fp^dx 

(18)         B{X)^,  ij,,  •  •  •  ij,^.  Vi,  V,,---  Vn-J  =  co^st-  ' 

bezeichnen  wir  also  mit  v  .  ,  ,  die  zur  Subdeterminante  >h*"  Ordnung 
u.  adjungirte  Subdeterminante  {n  —  wi)*"  Ordnung  von  (18),  so  ist 
nach  dem  Laplace 'sehen  Satze 

1  =  1 
Setzen   wir   in   dieser  Gleichung  die  sich  aus   («),  (a)  ergebenden 
Werthe    ein,    so    erhalten    wir    linker   Hand    einen   Ausdinick   von    der 
Gestalt 
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wo  die  P  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  d.  b.  eine  bi lineare 
Form  von  u^,  v^  und  deren  {y  —  1)  ersten  Ableitungen.  Sehreiben 
wir  M  an  die  Stelle  von  u^,  v  an  die  Stelle  von  r^,  so  ist  also 

(^19)  Z  =  y  y  »^"^t;^'"P, ,  =  const.  e"'^'^'' , 

und  hierin  bedeuten  mm  u,  v  irgend  zwei  geeignet  gewählte  Integrale 
der  Differentialgleichungen  (A^"~"'\  (^A''"^.  Insbesondere  ist  die  Glei- 
chung (^19)  stets  erfüllt  für 

Ix'  1,  »  — x-f- 1 

für  diese  Integralpaare  folgt  dieselbe  auch  unmittelbar  aus  den  Glei- 
chungen (10). 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl 

n  =  2)n 
ist,   so    fallen    die    Differentialgleichungen    (A^'"^),  (A^""""')    zusammen, 
die  V     sind   mit   den  u.    identisch,    und   die   im  Allgemeinen   biliueare 

IX  IX  '  ^- 

Form  Z  verwandelt  sich  in  eine  quadratische  Form 

r  — 1   1—1  ,-     . 


(20)  y  y  u^"^  M*'*^P^  ^  =  const.  e 
Femer  folgt  in  diesem  Falle  aus  (15)  für  A  =  1 ,  i=v  die  Beziehung 

(21)  2'"-^'-  +  ^  =  *^' 

x=l 

die    für    n  =  4    in    die    für   die  Differentialgleichung   vierter  Ordnung 
gefundene  Beziehung  (y)  (S.  139)  übergeht. 

171.    Beziehungen  zwischen  den  Adjungirten  der  associirten 
DifFerentialgleichvingen. 

Wir  woUen  nun  die  Adjungirte  der  Differentialgleichung  (A^*"™  ) 
aufsuchen,  oder,  genauer  gesprochen,  die  erste  Associirte  dieser 
Differentialgleichung. 

Zufolge  unserer  Voraussetzung  bilden  die 

ein  Fundamentalsystem  von  (A^""""^);  die  Integrale  der  ersten  Associirten 
von  (^A*"~"''j  sind  also  nichts  Anderes,  wie  die  zu  den  Elementen 
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gehörigen  Subdeterminanten  der  Determinante 

|m1'~*M  (.•,x  =  i,ü,  •■•»)•, 

I     Ix         I 

wir  bezeichnen    die   zu   Mj"^"''  gehörige   dieser  Subdeterminanten    durch 

M'j^.    Dann  folgt  zunächst  aus  der  in  der  Nr.  1C7  fS.  121);  gefundenen 

Gleichung 

I        0     ...    0 


I         1  I 


\u.  \ 


(22)  Jm;7''|  =  |    «JPn       ^v,  ■■■    "Pi 

(l,  X  =  1,  2,  •  •  •  »)       ; I  (/,  X  =  1 ,  2,  •    •  *) 

(V-1>     (*  — 1)  (*— 1)    I 

fn      %,■■■    "Plyl 
nach     dem    Satze    über     die    Subdetenninanten     componirter    Systeme 
(Nr.  30,  Bd.  I,  S.  93) 

^""  '  ;.  =  1,  2,       X  —  1,  z  + 1,        v' 

wo  sich  das  Summenzeichen  auf  die  v  möglichen  Combinationen 

/*,,  /',,  •  •  •  K-i 
von  je  (v  —  l)  der  Zahlen   1,  2,     •  •  f  bezieht   und 

zu  nehmen  ist. 

Bilden  wir  nun  das  Determinantenproduct 


(24) 


wo  D  kurz  für  D(y^,  y,^,  ■  ■■  yj  geschrieben  wurde   und   die  Richtig- 
keit   der   Gleichung  f24j    sofort   erhellt,    wenn    man    die    Gleichungen 
(14),  ( 15j  beachtet,  .so  i.st  also,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
(2ÖJ  M,,,  'V,^.  =  I)(y^,y.^,--yj^u,,\. 

(.•,x  =  l,2,        r)  /A  =  l,2,        »-1V 

\i  =  t,Z,        *        ) 

Ebenso  folgt  allgemein 

(i,  X  =  1,  2,  ■      »)  //,  =  I,    •    »  —  a,  »  —  a  +  2,  ■  •    A 

Setzen  wii-  die  sich  hieraus  ergebenden  Werthe  in  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  1 23 j  ein,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  den  Franke- 
schen Satz 


".1 "..  • 

»• » 

0  0  • 
0  0  • 

•  0 

•  0 

1 

0     M,,  Wj,   • 
=      ^^     ^22    "2..    • 

••    W2V 

^,".2- 

^^^2^:r 

■  «*., 
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WO  ilio   O,   rationale   Functionen  von  x  bedeuten,    und  wenn    wir   noch 
die  sich  aus  [^u')  (ß.  141)  ergebenden  Gleichungen 

beachten, 

(26)       „.  .  =  [D(j,.,  ,„  . . .  2..,)]'"-""-'-'  ^  f'.  <'„_.+. 

A=0 
(X  =  1,  2,  •  •  •  .) , 

WO  die   ^^^  ebenfalls  rationale  Functionen  von  x  sind. 

n 

Die    Integrale    der    zu    [A'~    )    adjungirten    Diiferentialgleichung 
gehen  aus  den 

durch  Division  mit 


u 


^•■-^M  =  p  |^.,^  =  p,[-DGa,  y,,  ■  ■  ■  yjf"-''""-'' 


hervor,  die  Gleichung  (26)  enthält  also  den  Satz: 

Die  lineare  Differentialgleichung,  welche  aus  der  Ad- 
jungirten der  (n  —  my^^  associirten  Differentialgleichung  von 
(A)  dadurch  hervorgeht,  dass  man  die  abhängige  Variable 
dieser  Adjungirten  mit  D(?/j,  y.^,  •  •  ■  yj  multiplicirt,  gehört 
mit  der  m^^^  Associirten  zur  selben  Art. 

In  diesem  Satze  findet  die  dualistische  Beziehung  zwischen  den 
Ebenen  (ii  —  w)'^""  und  m^"  Stufe  des  R^^_i  ihren  Ausdruck. 


Drittes  Kapitel. 

172.    Transformation    der    DiflFerentialgleichung.      Canonische   Form. 

Um  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  ausgespi-ochenen  Satz  und 
noch  einige  andere  sich  an  denselben  anschliessende  Sätze  in  eleganterer 
Form  darstellen  zu  können,  wenden  wir  uns  jetzt  einer  principiell 
wichtigen  Betrachtung  zu,  die  mit  der  Interpretation  der  y^,  y^,  •  •  •  y^ 
als  homogener  Punktcoordinaten  zusammenhäntft. 

Da  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  nur  abgesehen  von 
einem  allen  gemeinsamen  Factor  bestimmt  sind,  so  werden  wir  dieselbe 
Curve  C£  erhalten,  wenn  wir  die  Integrale 

y,{x),  y^(x),  ■■■  y^{x) 

sämmtlich  mit  einem  Factor  multipliciren,  der  auch  noch  eine  Function 
von  X  sein  kann.  Dies  kommt  aber  darauf  hinaus,  dass  wir  durch  die 
Gleichung 

(1)  y  =  ^y, 

wo  A  eine  Function  von  x  bedeutet,  in  die  DiflPerentialgleichung  (A) 
(S.  111)  eine  neue  abhängige  Variable  einführen.  Die  sich  für  y  er- 
gebende, transformirte   Diiferentialgleichung  lautet: 

(A)  T^  +  i\r~ ''  +  pj''-''  +  •  ■  •  +  PJ  =  0, 

wo  (vergl.  Nr.  81,  Bd.  I,  S.  287) 

h^Pi  +  (w  —  ^)lh  T  +  *^^'  T' 


(2) 


gesetzt  wurde.     Zufolge   der   ersten   Gleichung   des   Systems  (2)    muss 
der  Factor  A  der  Gleichung 

(3)  T  =  iÄ-^'.) 

genügen,  d.  h.  es  muss 

Schlesinger,   Differentialgleichungen.     II.  10 
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(4)  X  =  e" 

sein.  Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  den  Coefficienten  j)^  noch  willkür- 
lich vorschreiben  können,  ist  dieser  aber  fixirt,  so  sind  die  übrigen 
Coefficienten  der  transformii-ten  Differentialgleichung  auch  vollkommen 
bestimmt. 

Wenn  insbesondere  2\  ^^^  rationale  Function  gewählt 
wird,  so  sind  die  Coefficienten  der  transformirten  Diffe- 
rentialgleichung, falls  man  A  durch  die  Gleichung  (4)  be- 
stimmt, stets  rationale  Functionen  von  x,  da  sich  ja  nach  (3) 

—  (x  =  l,  2,  3..) 

als  rationale  Function  von  x  berechnen  lässt. 

Die  Gesammtheit  der  Transformationen  (1),  wo  A  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form  (3)  mit  willkürlichem  p^  delinirt  wird,  bildet 
offenbar  eine  Gruppe.  Dieselbe  hängt  von  den  Bestimmimgsstücken 
der  noch  willkürlich  zu  wählenden  Function  p^  als  Parametern  ab,  sie 
ist  also  von  wesentlich  anderer  Beschaö'enheit,  wie  die  im  neunten 
Abschnitte  betrachteten  Gnippen.  Denken  wir  uns  z.  B.  2\  als  ratio- 
nale Fimction  und  die  Gradzahlen  des  Zählers  und  Nenners  von  p^ 
fixirt,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  eine  continuirliche  Schaar  dieser 
Gruppe  dar,  die  von  einer  bestimmten  endlichen  Anzahl  von  Para- 
metern abhängt.  Solcher  Schaaren  enthält  aber  unsere  Gruppe  un- 
endlich viele,  während  die  im  neunten  Abschnitte  untersuchten 
Gnippen  stets  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  continuirlicher  Schaaren 
zusammengesetzt  waren.  Nichtsdestoweniger  lassen  sich  in  ge- 
wissem Sinne  auch  für  diese  Gruppen  Differentialinvarianten 
aufstellen. 

Wir  können  nämlich  an  Stelle  der  Gruppe  (1)  die  durch  die  Glei- 
chungen (2)  dargestellte  Gruppe  von  Transformationen  der  p^,p.,,  "  Pn 
in  die  p  ,  p. ,  •  ■  '  p  betrachten  und  fragen  nun:  giebt  es  Differeutial- 
functioneu  der  p^,  p.2,  ■  '  P„j  tlie  formell  ungeändert  bleiben,  wenn 
man  in   denselben  die  p^,  p.^,  •  •  ■  i>„   durch   die  p^,  jK,    ■    i\  ersetzt? 

Bilden  wir 

jii  =  e  ,     jLi  =  e  , 

so  ist  nach  Gleichung  (4) 

wenn  also 
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gesetzt  wird,  so  erhalten  wir 

lu  der  Diöerentialgleichimjr  für  \),  die  wir  scbou  in  der  Nr.  81 
(Bd.  I,  S.  288)  kennen  gelernt  haben,  ist  der  Coefficient  der  (w  — 1)»'=" 
Ableitnng  gleich  Null;  dieselbe  hat  also  die  Form 

w       tr  +  m'"-''  +  pj"~''  +  •  •  •  +  \^j)  -  ^>- 

Die    p„,  pg,  •  •  •  p^^  sind  rationale  ganze  Functionen  der   2\y  P^,  ■  '  •  P„ 
und  ihrer  Ableitungen;  man  findet 
n  —  1     ,       n  —  1    2    1 

1    («  —  !)(«  — 2)      „    ,       2      («  — l)(w  — 2)     ;i         n  — 2  , 

h=-  l  ('^  -  nj^  +  ^,  ('^  -  l)3i^"  +  ^  0^  -  ^\lhP.' 

-  ^  0*  -  i)ai^i  —  ^  ("  -  2)2i^iX  +  ;^  0*  -  ^)2pIp2 

n—3 


n 


PJh+Pi^ 


+  0^  -  2),{-  I iV>2  +  ;^ ^iiVi^2  -  ^,  ihP-z  ] 

.      /               o\     [            1         '           I       1        2        1            « — 4  , 

+   («  -  ^)o  |-   ^i>l  i>3  +  ^2   i^li^sj ^i'li^4  +  i^5. 

Es  sind  aber  offenbar  die  p.,,  p^,  •  •  •  p^^  genau  dieselben  rationalen 
ganzen  Functionen  der  p^ ,]).-,,  •  ■  •  p^^  und  ihrer  Ableitungen ,  also  sind 
es  die  gesuchten  Differentialinvarianten  der  durch  die  Gleichungen  (2) 
bei  willkürlichem  A  dargestellten  Gruppe,  und  wir  können  sagen, 
dass  die  Differentialgleichung  (21)  selbst  gewissermassen  eine  Invariante 
für  die  Transformationen  (1)  der  Differentialgleichung  (A)  bildet. 

Für  diejenigen  Betrachtungen,  che  sich  au  die  Interpretation  der 
y^,  y.y,  ■  •  •  y,^  als  homogener  Coordinaten  eines  Punktes  im  -R„_i  an- 
schliessen,  werden  wir  demnach  zweckmässig  von  der  Form  (51)  der 
Differentialgleichung  als  canonischer  Form  Gebrauch  machen  können. 

In  Bezug  auf  diese  canonische  Form  hatten  wir  bereits  in  der 
Nr.  81  (Bd.  I,  S.  288)  gezeigt,  dass  für  dieselbe 

1)    die    Determinante     eines    jeden     Fuudamentalsystems 
gleich  einer  Constauten, 

10* 
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2)  die  Determinante  jeder  Substitution,  die  ein  Funda- 
mentalsystem bei  einem  Umlaufe  der  unabhängigen 
Variabein  erleidet,  gleich  Eins  ist. 

Die  letztere  Eigenschaft  können  wir  auch  so  ausdrücken,  dass  wir 
sagen,  die  Monodromiegmppe  der  Differentialgleichung  (31)  sei  uni- 
modular  (vergl.  a.  a.  0.),  oder  sie  sei  eine  Untergruppe  der  speciellen 
linearen  Gruppe  L  (Nr.  156,  S.  92).  Es  ist  aber  auch  die  Trans- 
formati onsgruppe  von  {%)  entweder  die  specielle  lineare  Gruppe  L 
selbst  oder  doch  in  L  als  Untergruppe  enthalten.  In  der  That  ist  ja 
offenbar 

eine  Differentialfunction,  die  bei  den  Transformationen  von  L  und  auch 
nur  bei  diesen  linearen  Transfonnationen  ungeändei-t  bleibt;  die  Trans- 
formatiousgruppe  einer  Differentialgleichung  [A)  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  und  dem  Fundamentalsysteme  y^^,  y„,  •  ■  ■  y„  "^ii'd  also  dann  und 
nur  dann  eine  Untergruppe  von  L  (beziehungsweise  L  selbst)  sein, 
wenn 

D{yi,y.,--  yj  =  const.  e 

rational  in  x,  d.  h.  wenn  der  Coefficieut  2\  der  (n  —  1)*®"  Ableitung 
die  logarithmische  Ableitung  einer  rationalen  Function  ist.  Das  letztere 
ist  ja  aber  der  Fall,  wenn  dieser  Coefficient  wie  in  (21)  den  Werth 
NuU  hat. 

Beiläufig  bemerken  wir,  dass  sich  demnach  durch  eine  Transforma- 
tion von  der  Form  [1)  jede  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Goefficienten  in  eine  solche  transformiren  lässt,  deren  Transformations- 
gruppe eine  unimodulare  ist;  man  braucht  zu  dem  Ende  A  nur  durch 
die  Gleichung  (4)  zu  bestimmen,  nachdem  man  für  p^  die  logarithmische 
Ableitung  irgend  einer  rationalen  Function  gesetzt  hat. 

173.    Integralquotienten.     Associirte   Differentialgleichungen    für   die 

canonische  Form. 

Bei  Anwendung  der  Transformation  (1 )  Ijleibt  der  Quotient  irgend 
zweier  particularer  Integrale  der  Differentialgleichung  (A)  ungeändert. 
Wir  schliessen  daraus,  dass  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
(21)  nur  von  den  Integralquotienten,  nicht  wie  im  Allgemeinen  von 
den  Integralen  eines  Fundamentalsystems  selbst  abhängen  kann.  Dies 
bestätigt  sich  sehr  einfach,  indem  Avir  beachten,  das.s,  wenn 

y^  =  ^l)^         (x=i,2,...«) 
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gesetzt  wird,  so  dass  also 

^;  %^  ■■■  ^J« 

ein  Fimdamentalsystem   vou  (%)  bedeutet,   zufolge   der  Gleichung  (12j 
der  Nr.  22  (Bd.  I,  S.  ()0) 

(5)  ^i^h,%,--%)  =  ^:D(i,'f^,...l^ 

ist.     Setzen  wir  also  die  Quotienten 

(6)  ^^-=^-  =  ^_^  (.  =  .3....«). 

und  bezeichnen   den   constanten  Werth   der  Determinante  (5)   durch  r, 
so  ist 

(')  t,:  = 

da  offenbar 


I>{r,l,  7].;,  ■ 

■■  %- 

-l)' 

< 

% 

•  %-l 

Vi 

% 

•'?„-. 

(n  — 1)     («  — 1)  (n  — 1) 


ist. 

Also  ist,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  ein 
Fnndamentalsystem  von  (?()  und  damit  diese  Differential- 
gleichung selbst  bestimmt,  wenn  die  («  —  1)  Integralquotien- 
ten (6)  von  (^)  oder  (A)  bekannt  sind.  Die  Betrachtung  der 
Differentialgleichung  (?()  an  Stelle  der  allgemeinen  (A)  kommt 
somit  darauf  hinaus,  dass  wir  statt  eines  Fundamentalsjstems 
von  Integralen  ein  —  so  wollen  wir  uns  ausdrücken  —  Funda- 
mentalsystem von  Integralquotienten  (6)  untersuchen.  Hierin 
liegt  die  principielle  Bedeutung  der  DiflFerentialgleichung  (%). 

Bemerken  wir  ferner,  dass  die  Eigenschaft  1)  der  Differential- 
gleichung {%)  für  die  Form  derselben  auch  charakteristisch  ist.  In  der 
That  folgt  daraus,  dass  die  Determinante  eines  Fundamentalsystems 
Vi)  V-^:    "Vn  ^ii^^^  Differentialgleichung  (A)  gleich  einer  Constanten  ist, 

e  =  const., 

also  2)j  =  0,  d.  h.  der  Coefficient  der  {n  —  l)'*'"  Ableitung  verschwindet. 
Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  in  einer  Differentialgleichung  der 
Coefficient  der  (n  —  1)*^"  Ableitung  verschwindet,  dies  auch  nothwendig 
für  die  adjungirte  Differentialgleichung  der  Fall  sein  muss,  ein  Er- 
gebniss,  welches  übrigens  auch  unmittelbar  aus  der  expliciten  Form  des 
adjungirten  Differentialausdiiickes  (Nr.  24,  Bd.  I,  S.  60)   abzulesen  ist. 
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Denken  wir  uns  nun  für  die  DifFerentialgleicliun«^  (?()  die  asso- 
ciirten  DiÖereutiulgleicliungen  der  verschiedenen  Stufen  aufgestellt, 
indem  wir  dabei  die  für  (A)  eingeführten  Bezeichnungen  festhalten  und 
nur  statt  der  lateinischen  Buchstaben  deutsche  schreiben. 

Dann  ist  zunächst  die  erste  associirte  Ditferentialgleichung  von  (21) 
mit  der  zu  (91)  adjungirten  Diflerentialgleichung  identisch,  und  das 
Theorem  der  Nr.  171  (S.  144)  lässt  sich  einfach  so  aussprechen: 

Die  Adjungirte  der  (w  —  my^^  associirten  Differential- 
gleichung von  (A)  gehört  mit  der  m^°^  Associirten  zur  selben 
Art. 

Wir  wollen  zwei  Fundamentalsysteme  der  {n  —  »«)**"  und  der  m^^° 
associirten  Ditferentialgleichung  dann  als  einander  entsprechende 
bezeichnen,  wenn  das  eine  aus  dem  adjungirten  des  anderen  durch  die 
die  Artbeziehung  darstellenden  Relationen  hervorgeht.  Offenbar  sind 
dann  diejenigen  Fundamentalsysteme  von  (%")  und  (21  ')  einander 
entsprechend,  die  einem  und  demselben  Fundamentalsysteme  von  (2t) 
entsprechen,  d.  h.  also  z.  B. 

Diese  Fundamentalsysteme  sind  demnach  contragredient  und  es  gelten 
für  dieselben  die  allgemeinen,  in  der  Nr.  160  (S.  138)  für  derartige 
Systeme  aufgestellten  Sätze.     Es  ist  also 

y.  =  l 

für  irgendwelche  nicht  negativen,  ganzzahligen  Werthe  der  «,  ß  gleich 
einer  rationalen  Function  von  x.  Beispiele  hierfür  liefern  die 
Relationen  (14),  (15)  der  Nr.  170  (S.  141). 

In  Bezug  auf  die  associii-te  Differentialgleichung  (21^"  ~"'^)  ist  noch 
zu  bemerken,  dass  für  dieselbe  der  Coefficient  der  (v  —  1)"^"  Ableitung 
im  Allgemeinen  zwar  nicht  verschwindet,  aber  jedenfalls  gleich  der 
logai'ithmischen  Ableitung  einer  rationalen  Function  wird.  In  der 
That  i.st 

I  U,,  ;  =  [i)(D,,  9,,  .  .  •  tjJ]"'-^^<'»-^)  =  const., 

(i,  X  =  1,  2,  •  •  •  v) 

und  folglich  nach  Gleichung  (22)  Nr.  171  (S.  143) 
-D(u„,  u,„,  •  •  •  u,  )  =  0  , 

\     11'       12"  1 1'/  m' 

wo  O     eine  rationale  Function  von  x  bedeutet.     Es  sind  also   auch 

m 

für  die  associirten  Differentialgleichungen  von  (2()  Trans- 
formations- und  Monodromiegruppen  unimodular. 
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Wenn  in  einer  Differentialgleichung  n^"'^  Ordnung  der  Coeffieient 
der  (w  —  1)'""  Ableitung  zwar  nicht  Null,  aber  gleich  der  logarith- 
inischen  Ableitung  einer  rationalen  Function  ist,  so  bleiben  die  für  die 
Differentialgleicliung  (51)  eben  abgeleiteten  Sätze  dennoch  bestehen, 
(I.  h.  es  sind  dann  auch  in  den  («  —  «/)'""  associirten  Differentialglei- 
chungen die  Coefficienten  der  (v  —  1)'""  Ableitung  logarithmische  Ab- 
leitungen rationaler  Functionen,  und  die  Adjungirte  der  (n  —  »w)*""* 
Associirten  gehört  mit  der  ni}^^  Associirten  zur  selben  Art.  Von  dieser 
Bemerkung  werden  wir  später  Gebrauch  zu  machen  haben. 

Es  lassen  sich  noch  zahlreiche  Sätze  über  die  associirten  Diffe- 
rentialgleichungen aufstellen,  namentlich  solche,  die  sich  auf  die 
Associirten  der  Associirten  beziehen,  z,  B.  Beziehungen  zwischen  den 
Associirten  einer  Differentialgleichung  und  denen  ihrer  Adjungii-ten. 
Allgemein  gilt  der  von  Herrn  Forsyth  aufgestellte  Satz,  dass  das 
System  der  abhängigen  Variablen  der  zu  einer  Differentialgleichung 
associirten  Differentialgleichungen  insofern  ein  in  sich  abgeschlossenes 
ist,  als  durch  Bildung  von  Associii-ten  der  associii-ten  Differentialglei- 
chungen immer  nur  solche  abhängige  Variable  auftreten,  die  durch  die 
Elemente  jenes  Systems  ganz  und  rational  darstellbar  sind.  Wir  be- 
gnügen uns  mit  diesem  flüchtigen  Hinweise,  indem  wir  bemerken,  dass 
die  genaue  Formulirung  und  Herleitung  dieser  Sätze  insofern  keine 
wesentlichen  Schwierigkeiten  darbietet,  als  dieselben  auf  bekannten 
Determinantensätzen  (vergl.  die  Abhandlung  Franke 's  im  Bd.  61  des 
Grelle 'sehen  Journals)  beruhen.  Wir  haben  uns  auf  die  Darlegimg 
derjenigen  Beziehungen  beschi-änkt,  die  bis  jetzt  bei  speciellen  Problemen 
Anwendung  gefunden  haben,  und  wollen  jetzt  ebenfalls  mit  Rücksicht 
auf  solche  Anwendungen  noch  eine  etwas  allgemeinere  Formulirung 
der  auf  die  associirten  Differentialgleichungen  bezüglichen  ünter- 
suchunofen  vorführen. 


174.    Verallgemeinerung    des    Begriffes    der    associirten    DiflFerential- 
gleiehungen.     Associirte  Arten  und  Gruppen. 

Wir  wollen  der  einfacheren  Ausdrucksweise  wegen  von  vorneherein 
annehmen,  dass  in  der  Differentialgleichung  (A)  der  Coeffieient  2\  der 
(w  —  1)*®"  Ableitung  die  logarithmische  Derivirte  einer  rationalen 
Function  sei.  Dann  ist  also  die  Detenninante  eines  Fundamental- 
systems eine  rationale  Function,  imd  Transformations-  sowie  Mono- 
dromiegruppe  sind  unimodular. 

Diese  Eigenschaft  bleibt  nun  erhalten,  wenn  wir  von  der 
Differentialgleichung  (A)  durch  eine  Beziehung 
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(C)  z  =  ;•„?/  +>•,?/'+•••  +  r„_J"-'^  =  im 

zu  einer  Differentialgleichung  (B)  dersolboii  Art  ül)ergolien. 
Denn  wenn  y^,  y.,,  •  ■  •  y„'i  -^u  -^o,  •  •  •  ^„  entsprechende  Fundamental- 
systeme von  (A)  und  (B)  sind,  also  die  Gleichungen        * 

und  die  daraus  durch  Differentiation  und  Anwendung  der  Differential- 
gleichung (A)  folgenden 

bestehen,  so  ist 

(;",  X  =  1,  2,  •  ■  •  h) 


wo 


r.  ,   =  >•        ,  (x  =  l,2,    -n) 

0,  X  —  1  X  —  1 


gesetzt  wurde,  d.  h.  es  ist  auch  in  (B)  die  Determinante  des  Funda- 
mentalsystems rational. 

Mögen    nun    n    mit    (A)    zur    selben    Art    gehörige    Differential- 
gleichungen 

^- *  \  }-    (n)      I      >•       ^-    {"—1)      I  ,      ).       X  p.  ,-        .    „ 

vorgelegt  sein,  die  mit  (A)  durch  die  Beziehungen 

('C)        'y  =  \y  +  V,2/'  +  ■  •  •  +  '>,_,2/'"""       (^-  =  1. 2, .  ■  ■ ») 

verknüpft  und  von  der  n*""  Ordnung  sind.  Seien  ferner  die  rationalen 
Functionen,  welche  die  Coefficienten  der  Gleichungen  (C)  bilden,  so 
beschaffen,  dass  die  Determinante 

(1)  IV.i  +  o 

(»■,  x  =  l,  2,  ...  u) 

ist,  dann  lassen  sich  die  Gleichungen  fC)  nach  y,  y,  ■  ■  •  y"~  auf- 
lösen, und  es  ist  folglich  die  abhängige  Variable  z  jeder  mit  (A)  zur 
selben  Art  gehörigen  Differentialgleichung  ebenso  wie  jede  Ableitung 
von  z  homogen  linear  mit  rationalen  Coefficienten  durch  die 

V;  V,  ■ ' '  "y 

darstellbar. 

Sei  Vi,  y.2,  ■  •  ■  y„  ein  Fundamentalsystem  von  (A)  und 

(2)  y,  =  \y,  +  r^y^-\ h  ^_i2/, 

(X,  ;i  =  1,  2, .  •  ■  n) , 

dann  bilden  die 

yv  y^y  •  ■  ■  yn 
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ein  Fiindamentalsystein  der  Differentialgleicliung  (  A)  luul  es  ist 

also  zufolge  der  Ungleichung  (1) 

(4)  D=|VJ=hO  {x,X  =  l,2,-n). 

Bilden   wir  die   sämmtlichen   Subdeterminanten  Wi*®'  Ordnung  der 
Determinante  D 

U.^  (/,x  =  l,  2,     -v;  v  =  nj, 

wobei  die  Indexbezeichnimg  so  gewählt  sein  mag,  dass  wenn 
,-,     \x     I  /^  =  'i.  '2.  ■•  'm\ 

^x  I    y/u]  \u=xi,x.2,--  x„J 

gesetzt  wird,  bei  denjenigen  U.^^,  die  denselben  ersten  Index  i  haben, 
die  Zahlen  i,  /,,  ■  •  ■  i  dieselben  sind,  während  bei  den  U.  mit  dem- 
selben  zweiten  Index  x  die  Zahlen  x, ,  x,,  •  ■  •  x     übereinstimmen.    Wir 

1 '       2 '  iit 

wollen  auch  gleich 
setzen,  wo 

und  l)j,  l).,,  •  •  •  l)^^^  irgend  m  linear  unabhängige  Integrale  von  (A)  sind. 
Zufolge  des  oft  benutzten  Satzes  über  die  Subdeterminanten  com- 
ponirter  Systeme  ist  alsdann 

//i\  I  «■        I  ""^1  '  '"  I    '     (A  — 1)  I 

(6)  \y.\=2j  '''"-'   '^^     ! 

(*1.*2.  •••''».) 
«■=  «1,  '2>-    • 

h  =  h^,?>2,  ■  ■  ■  Ji„i  , 

und  allgemein 

(')  1  ■■)«!  =2"  i ''•'—'''"" 

(Ali*2'    ■  ■  */n) 

<"=  '1,  '2.    ••  ■ 
X  =  1,    2,     •  ■  • 


wo  sich  die  Summenzeichen  auf  alle  v  möglichen  Combinationen 
h^,  h,^,  ■  •  ■  h^^,  der  Zahlen  1,  2,  ■  •  ■  n  zu  je  m  beziehen.  Die  Gleichungen 
(7)  lassen  sich  in  der  Form 

(7a)  n,=^R,u,         (.-M,-) 
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darstellen,   oder  mit   Iiücksiclit   auf   die   Gleichungen   (a)   der  Nr.  167 
(S.  127)  in  der  Form 

(8)  n,==n,^u^  +  B^x+■■■  +  ^,.-^<-'\ 

wo  die  E.^  sowohl   wie  die  B.^  rationale  Functionen   von  x  bedeuten; 
dies  besagt  aber: 

Die  Grössen  U.  genügen  für  jede  Wahl  des  Integral- 
systems t)j,  l).,,  ■  •  •  t)^^^  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung v*^""  Ordnung  (AI."""'');  diese  Differentialgleichungen 
gehören  für  alle  Werthe  i  =  l,  2,  ■  •  v  mit  der  (n  —  m)^"°  asso- 
ciirten  Differentialgleichung  (A^""~"'')  von  (A)  zur  selben  Art, 
und  im  Allgemeinen  bilden  die  Determinanten 

;  1 '        ( 2 '  II' 

ein  Fundamentalsystem  der   Differentialgleichung  {fK["~"'^). 

Die  letztere  Aussage  ergiebt  sich  daraus,  dass  zufolge  der  Glei- 
chungen (7)  die  Gleichung  (8)  befriedigt  wird,  wenn  man  an  die  Stelle 
von  U;  setzt  U^.^  und  zugleich  an  die  Stelle  von  ii^^  das  particulare 
Integral  u^^  von  (A^"-"'^). 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt  als  besonderer  Fall  der 
nachstehende  Satz: 

Die  (n  —  m)^^^  associirten  Differentialgleichungen  aller 
zu  einer  und  derselben  Art  gehörigen  Differentialgleichungen 
gehören  ebenfalls  zu  einer  und  derselben  Art;  wir  wollen 
diese  die  (n  —  m)*®  associirte  Art  der  ursprünglichen  Art 
nennen. 

Wenn,  wie  wir  es  voraussetzten,  in  den  Differentialgleichungen 
«**'  Ordnung  der  durch  (A)  bestimmten  Art  die  Coefficienten  der 
(n  —  1)*®°  Ableitungen  die  logarithmischen  Derivirten  rationaler  Func- 
tionen sind,  so  ist  also  die  allen  diesen  Differentialgleichungen  gemein- 
same Transfoi'mationsgruppe  H  unimodular;  wir  sagen  dann  kurz,  die 
Art  selbst  sei  unimodular.  Offenbar  ist  dann  auch  die  (n  —  m)*® 
associirte  Art  unimodular,  und  es  gehört  demnach  insbesondere  die 
adjungii-te  Diff'erentialgleichung  jeder  mit  (A)  zur  selben  Ai*t  gehörigen 
Differentialgleichung  in  die  erste  associirte  Art.  Wir  haben  folglich 
den  Satz: 

Die  sämmtlichen  adjungirten  Differentialgleichungen  der 
zu  einer  unimodularen  Art  gehörigen  Differentialgleichungen 
gehören  selbst  wieder  zu  einer  Art,  und  es  ist  dann  offenbar 
auch   umgekehrt  jede   zu   dieser  „adjungirten"  Art   gehörige 
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Differentialgleichung  die  adjungirte  einer  Differentialglei- 
chung der  ursprünglichen  Art. 

Hieraus  folgt  auf  Grund  des  Satzes  der  Nr.  173  (S.  150): 

Die  Differentialgleichungen  der  (w  —  ?«)*•"  associirten  und 
der  m*®"  associirten  Art  sind  einander  paarweise  adjungirt. 

Bei  den  vorhergehenden  Betrachtungen  haben  wir  stillschweigend 
die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  (w  —  nif"  associirte  Differential- 
gleichung (A^"~"'^)  der  zum  Ausgangspunkte  gewählten  Differentialglei- 
chung auch  wirklich  von  der  v^'^^  Ordnung  sei,  denn  nur  wenn  dies 
der  Fall  ist,  können  wir  durch  dieselbe  die  (n  —  «?)*"  associirte  Art 
definiren  (vergl.  Nr.  163,  S.  115).  Im  Anschlüsse  hieran  bemerken  wir, 
dass  der  Fall,  dass  eine  der  Differentialgleichungen  (A|."~"'')  von  niedri- 
gerer als  der  v**"^  Ordnung  wird,  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  die 
(n  —  my^  associirte  Art  reductibel  ist.  So  können  wir  uns  nämlich 
ausdrücken,  da  wir  nach  dem  in  der  Nr.  105  (S.  120)  bewiesenen 
Fuchs 'sehen  Satze  wissen,  dass,  wenn  eine  Differentialgleichung  der 
Art  reductibel  ist,  dies  auch  für  jede  Differentialgleichung  der  Art 
gelten  muss.  Die  Reductibilität  der  (n  —  m)'^°  associirten  Ai*t  hängt 
wesentlich  ab  von  der  Structur  der  zur  Transformationsgruppe  H  von 
(A)  gehörigen  (n  —  m)*®°  associirten  Gruppe  ^""'"^  (vergl.  Nr.  IßH, 
S.  130). 

Es  ist  nämlich  nach  den  Sätzen  der  Nr.  101  (S.  106)  die 
(n  —  my°  associirte  Art  dann  und  nur  dann  reductibel,  wenn 
die  Gruppe  J]^"~"''>  in  dem  a.  a.  0.  fixirten  Sinne  reductibel  ist. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  ist  stets  mit  ihrer  adjungii-ten 
gleichzeitig  reductibel  oder  irreductibel  (Nr.  27,  Bd.  I,  S.  85);  wenn 
also  die  Differentialgleichung  (A)  irreductibel  ist,  so  ist  auch  die  ganze 
durch  dieselbe  definirte  Art  und  zugleich  ihre  erste  associirte  Art 
irreductibel.  Dagegen  kann  es  sich  ereignen,  dass  eine  der  anderen 
(n  —  /»)*^°  associirten  Arten  (für  m  <Cn  —  1)  reductibel  wird,  wenn 
auch  die  ursprüngliche  Art  irreductibel  ist.     Jedenfalls  wissen  wir: 

Die  (w  —  wi)*®  associirte  und  die  wi**  associirte  Art  sind 
stets  gleichzeitig  irreductibel  oder  reductibel. 

Während  die  Differentialgleichungen  der  ersten  associirten  Art 
(oder  was  dasselbe  heisst,  der  adjungirten  Art)  stets  Adjungirte  von 
Differentialgleichungen  der  ursprünglichen  Art  sind,  kann  es  unter  den 
Differentialgleichungen  der  (n  —  w^)*®"  associirten  Art  im  Allgemeinen 
(für  l<w<n —  1)  solche  geben,  die  weder  (n  ■ — wi)*^  Associirte 
einer  Differentialgleichung  der  ursprünglichen  Art  sind,  noch  auch  durch 
Determinanten  von  der  Form  U^.  befriedigt  werden. 
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Li  der  Tliat  sind  die  abhängigen  Variabein  derjenigen  Ditierential- 
gleichungeu  der  (n  —  m)**"  associirten  Art,  die  durch  Determinanten 
der  Form  U^.  befriedigt  werden,  mit  u^  und  seinen  Ableitungen  durch 
Gleichungen  von  der  Form  (8)  verknüpft,  wo  die  Coefficienten 

aus  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (a)  (S.  127)  und  den  Coefficienten 

(10)  Bn,  B,,,  .  .  ■  4„ 

der  Gleichungen  (7a)  in  ganz  bestimmter  Weise  zusammengesetzt  sind. 
Die  Grössen  (10)  sind  aber  gewisse  Subdeterminanten  «i*"  Ordnung 
der  Determinante  w*^'  Ordnung 

IV  I  (/,  Ä  =  l,  2,  ■••«) 

I      A  — 1  I 

und  genügen  als  solche  im  Allgemeinen  gewissen  algebraischen  Rela- 
tionen von  ähnlicher  Beschafi'enheit,  wie  etwa  die  Relation  (y)  (S.  139) 
zwischen  den  homogenen  Coordinaten  einer  geraden  Linie  im  gewöhn- 
lichen Räume.    Diese  algebraischen  Beziehungen  zwischen  den  Grössen 

(10)  haben  wieder  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten 
(9)  zur  Folge. 

Eine  Differentialgleichung  der  (n  —  m)*®°  associirten  Art  wird  also 
dann  und  nur  dann  durch  Functionen  von  der  Form  U^.  befriedigt 
werden  können,  wenn  ihre  abhängige  Variable  in  der  Gestalt 

(11)  j?^,,^-f7?,„;_j....  +  E._^„/'-^) 

darstellbar  ist,   wo   die   rationalen  Functionen   J?^,,  iü^,  •  •  •  jR^ ^  jenen 

für  die  Grössen  (9)  geltenden  algebraischen  Beziehungen  Genüge  leisten. 
Diese  Differentialgleichungen  erschöpfen  also  im  Allgemeinen  nicht  die 
ganze  (w  —  m)*®  associirte  Art,  sondern  bilden  innerhalb  derselben 
nur  einen  gewissen  Typus  und  zwar,  wie  wir  sagen  können,  einen 
algebraischen  Typus,  da  er  durch  gewisse  algebraische  Beziehungen 
zwischen  den  Coefficienten  des  Ausdruckes  (11)  charakterisirt  wird. 

Denken  wir  uns  nun,  die  (»  —  nif^  associirte  Art  sei  reductibel; 
dann  giebt  es  Differentialgleichungen  der  Art,  die  von  niedrigerer  als 
der  v*®"  Ordnung  sind.  Möge  der  vorhin  charakterisirte  Typus  eine 
solche  Differentialgleichung  von  niedrigerer,  etwa  iu.(<  v)*'''  Ordnung 
enthalten,  und  seien  die  Determinanten  U.j,  U.^,  ■  •  •  U^.,,  diejenigen,  die 
jener  Differentialgleichung  Genüge  leisten.  Dann  bestehen  also  zwischen 
diesen  v  Determinanten  v  —  /i.  homogene,  lineare  Relationen  mit  con- 
stanten  Coefficienten,  und  diese  drücken  gewisse  Eigenschaften  der 
Differentialgleichung  (A)  aus.  Herr  Fuchs  hat  gezeigt,  dass  z.  B.  die 
von     Herrn    Weierstrass    aufgestellten     Beziehungen     zwischen     den 
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IV'riüilicitütsmüduln  der  iiyi)t'rellii)tisclien  liitej^rale  erster  und  zweiter 
Gattung  sich  ergeben  als  eine  derartige  Eigenschaft  von  gewissen 
linearen,  homogenen  Diti'erentialgleichungen,  die  wir  später  kennen 
lernen  werden. 
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von  Fuchs.     Betrachtung  einer  gewissen  quadratischen  Form. 

Differentialgleichungen,  die  mit  ihren  Adjungirten 

zur  selben  Art  gehören. 

Mit  Rücksicht  auf  die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  erwähnten 
Anwendungen  gehen  wir  auf  den  Fall  noch  etwas  genauer  ein,  wo  die 
Ordnung  der  Diflerentialgleichung  (A)  eine  gerade  Zahl 

ist. 

Wir  hatten  bereits  bemerkt  (Nr.  170,  S.  142),  dass  alsdann  die 
beiden  Differentialgleichungen  (A  '  )  und(A  )  zusammenfallen.  Wenn 
wir  also  die  durch  (A)  charakterisirte  Art  als  eine  unimodulare  vor- 
aussetzen, so  ist  in  diesem  Falle  die  m^°  associirte  Art  mit  ihrer  ad- 
jungirten identisch,  oder  kürzer  ausgesprochen,  die  m*®  associirte 
Art  ist  sich  selbst  adjungirt. 

Wir  knüpfen  unsere  Betrachtungen  an  die  zu  der  Differential- 
gleichung (A)  gehörige  Differentialgleichung  (51),  in  der  der  Coefficient 
der  (w  —  1)*®°  Ableitung  verschwindet.  Die  quadratische  Form  (20)  der 
Nr.  170  (S.  142)  ist  also  (wenn  wir  für  (31)  die  Grössen,  welche  für 
(A)  mit  lateinischen  Buchstaben  bezeichnet  wurden,  durch  die  ent- 
sprechenden deutschen  Buchstaben  darstellen) 

(1)  3(u)  =  ^^'^:p„,u^"^l^'^^  =  const.,     (s^„,  =  %^^^J, 

für  jedes  Integral  u  der  wi*^"  associirten  Differentialgleichung 

(Sl^"^)  |(u)  =  u<"  -  CSiy-'^  +  •  •  •  +  9^..u)  =  0. 

Der  Wei-th  der  Constanten  im  dritten  Gliede  der  Gleichung  (1)  hängt 
von  der  Wahl  des  Integrals  u  ab. 

Wir  wissen,  dass  die  zu  (%  )  adjungirte  Differentialgleichung  mit 
(51  " )  zur  selben  Ai-t  gehören  muss,  es  wird  sich  also  (vergl.  Nr.  21, 
Bd.  I,  S.  59)  jeder  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (51^'"^)  als 
homogene,  lineare  Function  von 

u,   u',  •  •  .  u"-^^ 
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mit  in  x  rationalen  Cocfficienten  darstellen  lassen,  wenn  für  u  ein  ge- 
eignetes Integral  von  (?l  )  genommen  wird.  Herr  Fuchs,  der  die 
quadratische  Form  (1)  zuerst  betrachtet  hat  und  dessen  Untersuchungen 
wir  im  Folgenden  darzulegen  haben,  hat  nun  den  folgenden  merk- 
würdigen Satz  aufgestellt: 

Die  partielle  Ableitung  der  Form  ■^  nach  der  (v  —  1)'''" 
Derivirten  von  u  stellt,  wenn  man  für  u  irgend  eine  Lösung 
von  (51^'"')  einsetzt,  einen  Multiplicator  von  (31^'"')  dar. 

In  der  That,  differentiiren  wir  die  Form  3  nach  cc,  so  kommt 

(2)  ^/  =  ^N^'''  +  % 
^  /  dx        gu(' — 1)  '        ' 

wo  m  eine  quadratische  Form  der 

u,  u',  .  •  .  n^'-'^ 

mit  rationalen  Coefficienten  bedeutet.  Setzen  wir  hierin  für  u  seinen 
aus  der  Difiereutialgleichung  (51^'"^)  sich  ergebenden  Werth 

ein,  so  ist,  da  ß  f^i'  j^de  Lösung  u  von  (51^'"^)  einen  constanten 
Werth  hat, 

(3)  0  =  ^(9l,u^'-^^-f..-  +  ^„u)+^. 

Diese  Gleichung  muss  für  jedes  Integral  von  (21  ')  und  für  jeden 
Werth  von  x  erfüllt  sein;  sie  stellt  also  eine  Beziehung  zwischen 

(4)  X,    u,    u',  •  •  •  u^'~^^ 

dar.  Bedeutet  aber  x  eine  reguläre  Stelle  der  Differentialgleichung  (21  ), 
so  können  wir  (Nr.  9,  Bd.  I,  S.  25)  die  Werthe  eines  Integrals  und 
seiner  (v  —  1)  ersten  Ableitungen  an  dieser  Stelle  willkürlich  vor- 
schreiben, es  kann  also  zwischen  den  Grössen  (4)  keine  Beziehung 
bestehen.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  Gleichung  (3)  für  jede 
Function  u  von  x  identisch  erfüllt  sein  muss. 

Subtrahiren  wir  also  die  Gleichung  (3)  von  (2),  so  erhalten  wir, 
wenn  wir  an  Stelle  von  u  den  Buchstaben  t  schreiben  und 

(5)  2W(0  =  P^,  =  2  (^„  .,_,<  +  f,_,_/  +■■■  +  5ß,._,,  _,("-") 
setzen,  die  für  jede  Function  t  von  x  identisch  bestehende  Beziehung 
(G)  ^i-^-=9K(0l(0- 
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Setzen  wir*)  t  -\-  n  an  die  Stelle  von  t,  wo  u  irgend  eine  Lösung 
der  Diöerentialgleichuug  (ß!'"^)  bedeutet,  so  ist: 

3(/  +  u)  =  3(0  +  3f«)  +  ^^(^in, 

B{t,  u)   ein  in  t,  u   bilinearer  Differentialausdruck   (v  —  1)*"  Ordnung, 

und  ferner 

9Ji(^  +  u)  =  ü«(<J  +  9K(u) 

Also  folgt  aus  der  Gleichung  (6)  durch  Substitution  von  t  -\-  n  an 
Stelle  von  t 

dM  ^  dm^  _  |(0(ä«(u)  +  mih), 

da  ja  wegen  (1) 

dx 
ist,  oder  mit  Rücksicht  auf  (6) 

m 

Dies  besagt  aber,  dass  die  linke  Seite  '^{f)  der  Differentialgleichung 
(2l'"'^),  wenn  man  dieselbe  mit  der  Function  9)i(u)  multiplicirt,  gleich 
der  Ableitung  eines  linearen  Diff'erentialausdnickes  {y  —  1)*®'  Ordnung 
von  t  wird,  und  daraus  folgt  nach  Nr.  20  (Bd.  I,  S.  53),  dass 

^^      au(v-i) 

ein  Multiplicator  der  Differentialgleichung  {%  )  ist,  was  zu  beweisen  war. 
Aus  der  Gleichung  (6)  schliessen  wir,  dass  die  Form  3(0  t^^nn 
und  nur  dann  einen  von  x  unabhänmgen  Werth  annimmt,  wenn  t 
entweder  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (^21 '" )  oder  eine  Lösung 
der  Differentialgleichung  {y  —  l)**^'  Ordnung 

(7)  m{t)  =  0 

darstellt.  Auf  Grund  dieser  Bemerkung  kann  man  die  quadratische 
Fonn  3  als  eine  Summe  von  Quadi-aten  linearer  Functionen  der  Grössen 

t,    r,  •  ■  .  t''-'' 
darstellen,   in   welcher  jedes   dieser   Quadrate  von   jenen   Grössen   eine 
weniger  enthält,  wie  das  ihm  unmittelbar  vorangehende. 
Setzen  wir  nämlich 

'ry  —  1,  r  —  1 

*)  Nach  einer  mündlichen  Bemerkung  des  Herrn  Hamburger  vom  21.  No- 
vember 1888. 


160  X.   Speciellc  Probleme  iler  Uruppeutheorie.    Kapitel  3. 

so  ist,  zufolge  der  Gleichungen  (5)  und  (1),  3i(0  ^"^^  quadratische 
Form  der  Grössen 

t,  r, . . .  ('-«' 

mit  in  x  rationalen  Coeffieienteu. 
Bilden  wir  nun 

dx  dt^*~^^ 

und  beachten,  dass  3(^)  gleich  einer  Constanten  wird,  wenn  wir  für  t 
eine  Lösung  der  Gleichung  (7j  nehmen,  so  erkennen  wir  zunächst  nach 
Gleichung  (8),  dass  für  eine  solche  Lösung  t  auch  3j(^)  einen  von  x 
unabhängigen  Werth  erhält,  so  dass  also 

wird,  wenn  t  irgend  eine  Lösung  von  (7)  bedeutet.  Nun  ist  aber  Oi 
eine  homogene,  ganze  Function  von 

t     t'    •  ■  ■  t^'-^^ 

wir  schliessen  also  ähnlich  wie  oben  für  die  Gleichung  (3),  dass  die 
Gleichung  (9)  für  jede  Function  t  von  x  identisch  erfüllt  sein  muss. 
Hieraus  folgt  nun  wieder,  ähnlich  wie  in  dem  vorhin  geführten 
Beweise,  dass  der  Ausdruck 

einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (7)  darstellt,  wenn  für  t 
irgend  eine  Lösung  dieser  Differentialgleichung  gesetzt  wird,  und  dass 
ferner  die  quadratische  Form  3i(0  Giii^n  constanten  Werth  annimmt 
für  solche  Functionen  t,  die  entweder  der  Gleichung  (7)  oder  der 
Differentialgleichung  {y  —  2)*®''  Ordnung 

m^{t)  =  0 

Genüge  leisten.  Wenn  wir  diese  Schluss weise  fortsetzen,  so  erhalten 
wir  schliesslich  das  Resultat: 

Die  quadratische  Form  3  lässt  sich  in  die  Gestalt  setzen: 

3(0  =  i  m\()  +  ^  w\{t)  + . . .  +  ^^-L-  ise,_,{t); 

hierin  bedeutet  ^IJf)  eine  homogene,  lineare  Function  von 

/,     t',    ■   ■    ■    t^'—"-'^^  (x  =  l,2,...v-l), 

und  'SJl^,i{i)  ist  ein  Multiplicator  der  Differentialgleichung 

ma)  =  0, 


ITf}.    Sich  selbsit  adjungirtf  Artfii.  l)jl 

wenn  /  eine  Lösung  dieser  Dilt'erentiiilt^leiehung  bedeutet.  Die  Grössen 
ö  ,  ö  ,  •       6      ,   sind  rutionide  Fiinetionen  von  jc, 

und  iillnvnu'in  ist  o^  der  Coefficient  der  höchsten,  (y  —  x  —  1)'"",  Ab- 
leitunii:  in  SOt  . 

Dabei  ist  voraus<(esetzt,  dass  die  Ausdrücke  dJl^  (x=o,  i,  2,  ■    »  — i)  die 

Ableitung  höchster  Ordnung  t^'"~'''~^^  wirklich  enthalten,  d.  h.  dass  die 
o  von  Null  verschieden  sind.  Sollte  die  eine  oder  die  andere  dieser 
Grössen  verschwinden,  so  würden  ähnliche  Specialisirungen  der  Gestalt 
von  ';ß{f)  Platz  greifen,  Avie  sie  in  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen   bei  der  analogen  Aufgabe  auftreten. 

Die  Diö'erentialgleichung  (^  )  hat,  wie  wir  hervorhoben,  die 
Eigenschaft,  mit  ihrer  Adjungii-ten  zur  selben  Art  zu  gehören.  Wir 
wollen  hier  allgemein  über  solche  Differentialgleichungen,  die  zu  einer 
sich  selbst  adjungirten  Art  gehören,  einige  Bemerkungen  einfügen. 

Möge  also  die  Differentialgleichung  «'*"■  Ordnung  mit  in  x  ratio- 
nalen Coefficienten 

P(y)  =  0 
mit  ihrer  Adjungirten 

P'{z)  =  0 

zur  selben  Art  gehören,  so  dass  also 

z  =  R(y) 
ist,  wo  li  einen  Differentialausdnick  höchstens  (n  —  l)'''''  Ordnung  mit 
in  a;  rationalen  Coefficienten  bedeutet. 
Es  ist  dann  (vergl.  Nr.  104,  S.  118) 

(I)  P'li  =  SP, 

wo  auch  S  einen  Differentialausdruck  von  derselben  Ordnung  wie  B 
und  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  bedeutet.  Wenden  wir  auf  diese 
Gleichung  den  Keciprocitätssatz  (Nr.  21,  Bd.  I,  S.  59)  an  und  bezeichnen 
den  Adjungirten  eines  Differeutialausdruckes  immer  durch  einen  seinem 
Symbol  angehäugten  Accent,  so  ist  also 

(II)  P'S'=Ii'P. 
Daraus  folgt  nun,  dass  der  Ausdruck 

h  =  S'{:y) 

auch  ein  Integral  der  Differentialgleichung  P'  =  0  darstellt,  wenn  y 
eine  Lösimg  von  P  =  0  bedeutet.  Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  nämlich  identisch,  d.  h.  für  jede  Function  t  von  x, 
entweder 

Schlesinger,  Differentialgleicbuiigeu.    II.  11 
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(III)  Bit)  =  const.  S\t) 

oder  das  Verhältniss  von  Il(t)  und  S'(f)   nicht   von   x  unabhängig  ist. 
Betrachten    wir    den    durch    die    Gleichung    (Uli    charakterisii'ten 
ersten  Fall,  so  folgt  aus  (l\) 

const.  P'E  =  R'F, 

d.  h.  der  Ditferentialausdruck  P' B  unterscheidet  sich  von  seinem  ad- 
jungirten  nur  durch  einen  constanten  Factor.  Es  ist  also,  wenn  B, 
von  (w  —  l)**"^  Ordnung  ist  (vergl.  Nr.  25,  Bd.  I,  S.  70) 

P'B  =  —  B'P, 

dagegen  kann,  wenn  B  von  niedrigerer  als  der  (n  —  1)*^°  Ordnung 
und  die  Ordnung  von   P' B  eine  gerade  Zahl  ist,  auch 

P'B  =  B'P 

sein. 

Wenn  der  zweite  Fall  eintritt,  d.  h.  eine  Gleichung  von  der  Form 
(ITT)  nicht  identisch  besteht,  so  könnte  gleichwohl 

(lY)  B(y)  =  const.  S'{y) 

sein,  falls  für  y  eine  Lösung  von  P  =  0  genommen  wird.  In  diesem 
Falle  hätte  also  P  =  0  mit  der  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung 

B(y)  —  const.  S'{y)  =  0 

eine  Lösung  gemein,  d.  h.  P  =  0  wäre  reductibel.  Besteht  auch  für 
eine  Lösung  y  von  P  =  0  keine  Relation  der  Form  (IV),  so  sind  die 
beiden  Integrale 

(V)  ^  =  B(y),     0,  =  S'{y) 

von  P'(^)  =  0  wesentlich  von  einander  verschieden.  Man  kann  durch 
Differentiation  der  beiden  Gleichungen  (V)  zwischen  denselben  y  und 
seine  [n  —  1)  ersten  Ableitungen  eliminiren  und  erhält  auf  diese  Weise 

wo  P  ,  P, ,  •  •  T  .  rationale  Functionen  von  x  sind.  Daraus  folgt 
aber  nach  einem  Satze  der  Nr.  165  (S.  120),  dass  P'  =  0  und  folglich 
auch  P  =  0  reductibel  ist.     Wir"  haben  also  das  Resultat: 

Gehört  eine  Differentialgleichung  P  =  0  mit  ihrer  ad- 
jungirten  P'=0  zur  selben  Art  und  ist  die  Art  nicht  reduc- 
tibel, so  unterscheidet  sich  der  Differentialausdruck  P' B 
von  seinem  adjungirten  nur  durch  den  Factor  -h  1,  wenn 
z  =  B{y)  die  Beziehung  zwischen  den  abhängigen  Variabein 
der   beiden   Differentialgleichungen    P  =  0,  P' =  0    darstellt. 


175.    Rieh  selbst  adjungirte  Arten.  1(5,'> 

WCiiii   (lii^n't^cii   die   In'idcii    1)  i  t'tV  rciitiii  hm  s  drücke 

Ji{y),    S'{y) 

Lüsungen  von  7-*'=()  darstellen,  falls  für  y  eine  Lü.suiig  von 
P  =  0  gesetzt  wird,  und  es  untersclieideii  sich  Ji{>j),  ^' iv) 
nicht  für  jede  Function  //  von  x  nur  durch  einen  constanten 
Factor,  so  ist  die  durch  P  =  0  bestimmte  Art  reductibel. 

Diesen  Doppelsatz  hat  Herr  Fuchs   für  die  mit  ihrer  Adjungirten 
zur  selben  Art  gehörige  Diiferentialgleichung  (31 '" )  aufgestellt. 


11' 
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17G.    Verfahren    zur    Entscheidung    der    Frage,    ob    eine    vorgelegte 
lineare  Differentialgleichung  reductibel  ist  oder  nicht. 

Von  den  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  dargelegten  Unter- 
suchungen machen  wir  jetzt  eine  bemerkenswerthe  Anwendung,  indem 
wir  den  bereits  in  der  Nr.  IGl  (S.  107)  in  Aussieht  genommenen 
Nachweis  führen,  dass  sich  für  eine  vorgelegte  lineare  Differentialglei- 
chung mit  rationalen  Coefficienten  stets  durch  blosse  Ausführung 
algebraischer  Operationen  entscheiden  lässt,  ob  dieselbe  in  dem  Sinne 
reductibel  ist,  dass  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung  niedri- 
gerer Ordnung  mit  ebenfalls  rationalen  Coefficienten  Lösungen  ge- 
mein hat. 

Sei  die  Differentialgleichung 

(A)  Piy)  =  i/'  +  p.y'"-'^  ^...^pj,  =  0 

mit  rationalen  Coefficienten  in  Bezug  auf  ihre  Reductibilität  zu  unter- 
suchen, dann  wissen  wir  (vergl.  Nr.  27),  dass,  wenn  (Aj  reductibel  ist, 
eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten 

(1)  Q{if)  =  y""^-aJ"'~"'  +  ---  +  i,j  =  ^^   (»'<»0 

von  niedrigerer  als  der  ?i'°°  Ordnung  existiren  muss,  die  ihre  sämmt- 
lichen  Lösungen  mit  (A)  gemein  hat.  Bedeute  1)^,  n.,,  •••  t)^^^  ein  Funda- 
mentalsy.stem  der  Differentialgleichung  ( 1),  daini  sind  also  die  Quotienten 

(2)  (-1)4.  =  -j(^,  ,„  . . .  ,,„)         «'  -.  V    ».. 

rational,  und 

Damit  die  Differentialgleichung  (A)  reductibel  sei,  ist  also  noth-wendig, 
dass  sich  die  Determinante  eines  Sy.stems  von  m  <  n  linear  unabhängigen 
Integralen  X)^,  ))„,  ■  •  ■  t)^^    von  (A)  für  einen  der  Werthe 


in  der  Form 


m  =  1,  2,  ■  ■  ■  n  —  1 


17*»     Kriterium  l'iir  dit'   Keductibilitiit.  lüf) 

(3)  e 

darstellen  lässt,  wo  r  eine  rationale   Function  von  x  bedeutet. 
Die  Determinanten 

wo  l)j,  l).,,  •  •  •  l)^^^  irgend  ein  System  v^on  m  linear  unabhängigen  Lösungen 
von  (A)  bedeutet,  genügen  sämmtlich  der  (w  —  mf^^  associirten  Diffe- 
rentialgleichung (A^''^"*^)  von  (A).  Wenn  also  die  Difierentialglei- 
chungen  (A  '  ),  für  m  =  \,  2,  ■  •  ■  n  —  1  kein  in  der  Form  (3)  dar- 
stellbares Integral  besitzen,  so  ist  die  Diö'erentialgleichung  (A)  jeden- 
falls irreductibel. 

Nun  sind  ferner  die  Determinanten 

Integrale   von    Differentialgleichungen,    die    nach    den   Ergebnissen    der 
Nr.  1()7  (S.  127)  mit  (A""'"^)  zur  selben  Art  gehören,  und  zwar  Inte- 
grale,  die   dem  Integrale  -D(l), ,  l).,,  •••  9,J   von  (A^"""'^)   entsprechen. 
Es  bestehen  folglich  Gleichungen  von  der  Form 

(z  =  1,  2,  •  •  •  m) , 

WO  die  -4j,(j,  -4^1,  ■  ■  •  -^.^  ,„1  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  die 
sich  aus  den  Coefficienten  von  (A)  durch  Differentiation  und  rationale 
Operationen  in  einfacher  Weise  zusammensetzen,  und  wo 

D     =  - — r  ,     V  =  n 
da/- ' 

gesetzt  wurde. 

Die  Ableitungen  jeder  Ordnung  eines  Ausdruckes  von  der  Form  (3) 
sind  als  Producte 

.^  ^    s     —  Irdx 

B(x)e  -^      , 
wo  Rix)  eine  rationale  Function  bedeutet,  also  in  der  Gestalt 

darstellbar.  Wenn  nun  I)  von  der  Form  (3)  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 
auch  die  durch  die  Gleichung  (4)  gegebenen  Determinanten 

/    ( :i r{,x)]dx 

also  ebenfalls  von  der  Form  (3)  und  die  Quotienten  (2)  gleich  ratio- 
nalen Functionen  R  (x)  sind. 

Die   Coefficienten   der  (n  —  ;«)•"'  associirten   Differentialgleichung 
(A"""*)  von  (A)  lassen  sich  durch  Differentiation  und  rationale  Opera- 
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tionen  aus  den  Coefficienten  von  (A)  zusammensetzen.  Denn  bedeutet 
!li^  y^,  ■  ■  ■  !f„  t'i"  Fundiiraentalsystem  von  (A),  so  bilden  (im  Allge- 
meinen) die  in  der  Nr.  KIT  (S.  120)  dofinirten  Determinanten 

ein  Fundamentalsystem  von  (A  ").  Die  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung i^A*"~"'^)  ist  folglieh  in  der  Form 

^^^^  -D("n'  "i2'  •••  «ii) 

darstellbar,  wo  u  eine  unbe.stimmte  Function  bedeutet.  Ersetzen  wir 
in  dem  Ausdrucke  (5)  die  u^^,  u^,^,  •  •  •  ii^^,  durch  ihre  Ausdrücke  in 
den  y^,  y.^,  •  ■  ■  y„  und  deren  Ableitungen,  so  verwandelt  sich  (5)  in  eine 
(absolute)  Differentialinvariante  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  in 
den  n  Grössen  y-y,  y^,  •  •  -  y^,  die  eine  homogene  lineare  Function  von 
Uj  h',  ■  ■  ■  H  ist.  Diese  Differentialinvariaute  kann  folglich  nach  dem 
in  der  Nr.  136  (S.  21)  skizzirten  Verfahren  als  rationale  Function  der 
1\7  P-^f  '  '  '  P,i  ^^^^^  deren  Ableitungen  dargestellt  werden. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Differentialgleichung  (A)  reductibel  ist, 
werden  wir  also  zunächst  die  sämmtlichen  {n  —  w)**^"  Assoeiii-ten  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  (A)  aufzustellen  haben  für 

m  =  1,  2,    •  •  w  —  1, 

und  für  jede  derselben  festzustellen  suchen,  ob  sie  Lösungen  von  der 
Form  (3)  zulässt.  Sind  solche  Lösungen  für  eine  der  (w  —  1)  asso- 
ciirten  Differentialgleichungen,  etwa  für  (A  )  vorhanden,  und  be- 
deutet Uq  eine  solche  Lösung,  so  bilden  wir  die  Ausdrücke 

Dann  hat  die  lineare  Differentialgleichung  w*^''  Ordnung 

rationale  Coefficienten,  und  wir  können  nach  den  in  der  Nr.  Iß  (Bd.  I, 
S.  42  ff.)  entwickelten  Methoden  durch  rationale  Kechnuugsoperationen 
entscheiden,  ob  diese  Differentialgleichung  ihre  sämmtlichen  Integrale 
mit  (A)  gemein  hat.  Fällt  diese  Entscheidung  für  alle  in  der  Form 
(3)  darstellbaren  Lösungen  von  (A^"~"'^)  im  verneinenden  Sinne  aus,  so 
giebt  es  keine  lineare  Differentialgleichung  w/"^''  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten,  deren  Lösungen  die  Differentialgleichung  (A)  befriedigen. 
Wir  brauchen  also  dieses  Verfahren  nur  für  alle  Associirten  von  (A), 
die  Lösungen  von   der  Form  (3)   besitzen,   in  Anwendung  zu  bringen. 
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und  IihIkmi  (liulurcli  nicht  allein  ein  Kriterium  für  die  IrreductiV)ilität 
von  (A),  sondern  zugleich  eine  Methode,  die  uns,  fulLs  (A)  reductibel 
ist,  alle  Difierentialt^Ieichungen  niedrigerer  Ordnung  mit  rationalen 
(Joefticienten  liefert,  die  ihre  sämmtlichen  Lösungen  mit  (A)  gemein 
haben. 

Es  handelt  sich   nunmehr   noch   darum,    zu  entscheiden,    ob   eine 
vorgelegte  lineare  Differentialgleichung 

(«)  ,P  +  r^{x)ir-''  H-  •  ■  •  +  rSx)y  =  0 

mit  rationalen  Coefficienten  durch  Functionen  befriedigt  werden  kann, 
deren  logarithmische  Ableitungen  rationale  Functionen  von  x  sind, 
und  falls  solche  Lösungen  existiren,  dieselben  wirklich  herzustellen. 
Wir  werden  zeigen,  dass  dies  stets  durch  eine  Reihe  rein  alge- 
braischer Processe  geleistet  werden  kann. 


177.    Kriterium  dafür,  ob  die  logarithmisclie  Ableitung  einer  Lösung 
einer  gegebenen  linearen  Differentialgleichung  rational  ist. 

Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  (3)  die  Differentialgleichung 
[u]  befriedigen  soll,  so  können  wir  uns  zunächst  die  rationale  Function 
r{x)  in  Partialbrüche  zerlegt  denken 

-^mJ     ^mmd     KX  —  «.) 
t  =  l     y.=  \  ' 


WO  (j{x)  eine  ganze  rationale  Function,  die  a._^  Constauten  bedeuten. 
Femer  sondern  wir  diejenigen  Partialb rüche  ab,  die  sich  auf  Stellen 
X  =  a.  beziehen,  für  welche  A.  =  1  und  a.^  eine  negative  ganze  Zahl 
—  q.  ist;  seien  dies  die  Punkte  a   ,  ,,  a   ,,,■••  o  ,  dann  ist  also 

■^'1  '  a-\-l'      a-]-i'  s' 

^6)    r(,)  =  ,(x) ^ +2!2!l^^:^'- 

Für  den  Ausdnick 

—fr(x)dx 

Y]  =  e 

sind  dann  die  Stellen  a^,  a^,  '  '  ^n  wirkliche  Unstetigkeits-  oder  Ver- 
zweigungsstellen, dieselben  müssen  folglich  unter  den  wesentlichen 
singulären  Punkten  der  Differentialgleichung  (a)  enthalten  sein.  Diese 
Stellen  können  wir  also  von  vornherein  als  bekannt  ansehen. 

Denken  wir  uns  ri  in   der  Umgebung  einer  dieser  Stellen  a.  ent- 
wickelt, so  ist: 
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"V+'_^»    +...+ 


(i  ==  1,  2,  •  •■  a) 

WO  '^.(x[a^  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  n.  fort- 
schreitende Keihe  bedeutet,  die  für  a:  =  a.  nicht  verschwindet,  und  in 
der  Umgebung  des  unendlich  fernen  Punktes  haben  wir: 


V  =  ^'e   • "'^H), 


ly{x)dx 


WO  '^l^  (  . )  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x~    fortschreitende, 

für  X  =  oo  nicht  verschwindende  Reihe  bedeutet  und 

C')  ^  =  'Z  j  ,  +  ■•■  +  7   —  0^,,  —  (>''.>,  —  ■  •  •  —  ^„^ 

V    /  "^a+l      I  I     ''ff  11  21  ffl 

gesetzt  wurde. 

Aus   dieser  Form    der  Entwickehingen   von  1]   erkennen  wir,   dass 
dieser  Ausdruck,    falls    er   der  Differentialgleichung  [a)   Ge- 
nüge leistet,   in   der   Umgebung  jedes   endlichen   und   des  un- 
endlich fernen  singulären  Punktes   den  Charakter  eines  Nor 
malintegrals  besitzt. 

Es  muss  folglich 


'12      .     1 


*iX: 


+    0- ^  +  -  ■•  + 


x-ai        2  (j.  _  a  )2  ^;  _  1  ^^  _     .^i  - 1 

rj.  =  e  V        j/  \       ti 

ein  zum  Punkte  x  =  a.  und 

—Jg(x)dx 

ein  zum  Punkte  x  =  'X)  gehöriger  fundamentaler  determinirender 
Factor  der  Differentialgleichung  (a)  sein. 

Bezeichnen  wir  typisch  durch  a  einen  der  Punkte  a^,  rt^,  •  •  •  «^ 
und  lassen  für  die  demselben  entsprechenden  Grössen  rj.,  a.,,  A,  Sß. 
den  Index  i  weg,  so  können  wir  durch  die  Substitution 

,     1 
X  =  a  -f-  Y 

die  Differentialgleichung  (u)  in  eine  Differentialgleichung  mit  der  un- 
abhängigen Variabein  ^  transformiren  und  uns  diese  (vergl.  Nr.  110, 
Bd.  I,  S.  393,  394)  in  der  Form 

«  jV!+m+«.-,(|))53+-+M)+«„(;)>=o 

geschrieben  denken,  wo  (vergl.  Nr.  94,  Bd.  I,  S.  339) 


177.    Tntopralo    mit    riitiitnalm-  lofjaritliiiiisclicr  Ableitunf,'.  lOl) 

t'iiu^  fifiiiiz«'   nititiiialc   l^'unctioii   vom   höchstens  Ax''"  (jlrudc   in   ^   und 


eine   Keihe  von  der  Form 


'tM 


V„_  ,.(■)  =  V""--^       '-.V-. 


bedeutet;  x  -\-  \  ist  der  Iviin«jf  der  Gleichun«r  (a)  oder,  wie  wir  sagen 
können,  der  Rang  von  («)  in  Bezug  auf  den  singulären  Punkt  x  =  a. 
Nach  den  Ergebnissen  der  Nummern  95,  9()  (vergl.  den  auf  diese 
Nummern  bezüglichen  Nachtrag  am  Schlüsse  dieses  Bandes)  ha])eTi  wir 
nun  folgeudermassen  zu  verfahren,  um  die  fundamentalen  determiniren- 
den  Factoreu  von  (ä)  zu  finden. 
Sei 

'^„_/a;  —  a)  =  {x  —  af'cp^^{l) 

und  berechnen  wir  die  (x  -{-  1)  ersten  Coefficienten  in  den  nach 
Potenzen  von  [x  —  (i)  fortschreitenden  Entwickelungen  der  w  (als  ver- 
schieden vorausgesetzten)  Zweige  der  durch  die  Gleichung 

««'■"  +  «^„-iC^  —  ft)w'~^  +  ■  •  •  +  i^o(^  —  a)  =  0 
definirten  algebraischen  Function  w  von  a-';  seien  diese 

dann  sind  die  Ausdrücke 

jene  gesuchten  fundamentalen  determiuirenden  Factoren. 

Es  muss  nun,  wenn  y]  der  Differentialgleichung  (a)  genügen  soll, 
der  Ausdruck  rj  mit  einem  dieser  fundamentalen  determinireuden  Fac- 
toren übereinstimmen;  wir  haben  also 

X  =  X  -{-  2 
und    für    die   Coefficienten    «.,,  a^,  •  •  •  a.    eine    endliche   Anzahl    (^ «) 
von  Möglichkeiten. 

Um  auch  noch  für  a^  eine  Bestimmung  zu  erhalten,  haben  wir 
ebenfalls  nach  der  a.  a.  0.  gegebenen  Vorschrift  die  zu  den  Factoren 
^j  gehörigen  Exponenten  aufzusuchen.     Wir  bilden  also 

und  bestimmen  in  dem  Ausdi-ucke 

n      I  n —  I      I  I 
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in  welchem  zufolge  der  für  die  Coefficienten  von  r^  gegebeneu  Defini- 
tion die  X  -|-  1  höchsten  Potenzen  von  |  AvegfiiUen,  den  Coefficienten 
B  der  [{n —  l)x  -[-  1]^°  Potenz  von  |.  Dann  ist  der  gesuchte  Ex- 
ponent Q  (wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  immer  die  Annahme  machen^ 
dass  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  von  einander  ver- 
schieden sind)  durch  die  Gleichung 

(nc;-'  -f  (n  -  1)ä_A:;'  +  •  •  •  +  A)?  +  J^,  +  K-rAi  =  0 

bestimmt.  Der  Coefficient  a^  ist  dann  gleich  diesem  q  zu  nehmen, 
wenn  das  zu  .r  =  <i  gehörige  fj  mit  ^^   übereinstimmt. 

Verfahren   wir  auf  diese  Weise   für  alle   im  Endlichen   gelegenen 
sincrulären  Stellen   a,,  a,,  •••  a,  so  erhalten  wir  also   für  den  Factor 


I7< 


«,)""'% 


von  y]  eine  endliche  Anzahl  von  Möglichkeiten.  In  ähnlicher  Weise 
finden  wir  durch  die  zu  x  =  oo  gehörigen  determinirenden  Factoren 
der  Differentialgleichung  und  durch  die  zu  denselben  gehörigen  Ex- 
ponenten eine  endliche  Anzahl  von  Möglichkeiten  für  den  Factor 

von  rjj  so  dass  wir  also  vermöge  der  Gleichung  (7)  auch  eine  obere 
Grenze  für  die  ganze  positive  Zahl 

erhalten.     Es  muss  nunmehr  tj  in  der  Form 

1=1 

darstellbar  sein,  wo  G(x)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,  für 
deren  Grad  wir  eine  obere  Grenze  (/  kennen. 

Substituiren   wir  nun   in   die   Differentialgleichung  (a)    für  y   den 
Ausdruck 


y  =  ^%]^i^  —  <^.)  "''Vn 


indem  wir  für  den  Factor  von  z  die  sämmtlichen  als  möglich  erkannten 
Werthe  nehmen,  so  muss,  wenn  (a)  eine  Lösung  von  der  Form  >; 
haben  soll,  eine  der  sich  .so  für  z  ergebenden  homogenen  linearen 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  durch  eine  ganze 
rationale  Function  0{x)  vom  Grade  (j  befriedigt  werden  können.  Es 
handelt  sich  also  nur  noch  darum,  zu  entscheiden,  ob  dies  möglich  ist. 
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Soll  eine  vorgelegte  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit 
rationalen  Coofficienten  durch  eine  ganze  rationale  Function  vom  ^'*'° 
(irade  l)efriedigt  werden,  so  muss  zunächst  offenbar  —  <j  eine  Wurzel 
der  zu  x  =  oo  gehörigen  deterrainirenden  Fundamentalgleichung  sein. 
Wenn  dies  der  Fall  ist  und  wir  setzen  in  die  Differentialgleichung  für 
die  abhängige  Variable  den  Ausdruck 


af 


{^o  +  ^.'+^.^  +  --  +  ^.^} 


ein,  so  ergiebt  sich  für  die  c^^,c^,^^•c  ein  System  linearer  Gleichungen 
(die  zu  x^c<o  gehörige  Recursionsformel).  Je  nachdem  dieses  Glei- 
chuugssystem  eine  Auflösung  gestattet  oder  nicht,  kann  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  durch  eine  ganze  rationale  Fimction  (f^^  Grades 
befriedigt  werden  oder  nicht. 

Man  kann  also  in  der  That  durch  eine  endliche  Anzahl 
rein  algebraischer  Operationen  entscheiden,  ob  eine  ge- 
gebene lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  durch  eine  Function,  deren  lo^arithmische  Ableitunj; 
rational  ist,  befriedigt  werden  kann,  und  wenn  dies  der  Fall 
ist,  die  betreffende  Function  wirklich  herstellen. 

17>^.    Besondere  Behandlung  der  Fuchs'sclien  Classe. 
Satz   von  Heffter   über   das   Auftreten   ganzer   rationaler   Integrale. 

Wir  heben  noch  besonders  den  Fall  hervor,  wo  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  (a)  der  Fuchs'schen  Classe  augehört. 

Die  rationale  Function  r{x)  in  dem  Ausdrucke  (3)  muss  dann  so 
beschaffen  sein,  dass 

—  J'r{x)dx 

rj  =  e 

keine  Unbestimmtheitsstellen  darbietet.  Dazu  ist  nothwendig  imd  hin- 
reichend, dass  in  der  Zerlegungsformel  von  r(x)  in  Partialb rüche 

g{x)  =  0,     X.  =  1         («  =  i,  2,  •• ») 
sei.     Es  hat  also  t;  in  diesem  Falle  die  Gestalt 


V  =  G(x)fj(x~ay"^^, 


d.  h.   T]    ist,    wie  wir   uns   ausdrücken    wollen,   ein    Product   von   Po- 
tenzen rationaler  Functionen.    Die  Zahl  — «..  muss  dann  einfach 

1 1 

eine  Wurzel  der  zu  x  =  a.  gehörigen  (<  ^  1^  2,  •  •  •  q),  die  Zahl 

—    ^  =  —  i'  +   «H   +   Sl  H \-   «al 
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eine  Wurzel   der   zu    x  =  cv»    <^ehörigen    determinirenden   Fundamental 
irleichunir  sein.     Man  hat  also  wieder  für  die  a.,  («  =  1,2,      o)   eine  end 
liehe  Anzahl  von  Möglichkeiten  und  für  den  Grad  (f  der  ganzen  ratio- 
nalen Function   G{x)   eine   obere   Grenze.     Die   Differentialgleichungen 
für  z,  die  aus  der  gegebenen  durch  die  Substitutionen 

/  =  1 
hervorgehen,  wo  für  die  «  ^  irgend  ein  System  der  als  möglich  er- 
kannten Zahlen  zu  setzen  ist,  gehören  dann  auch  sämmtlich  der  Fuchs- 
sehen Classe  an,  und  es  ist  also  für  eine  dieser  Classe  angehörige 
Differentialgleichung  zu  entscheiden,  ob  sie  ein  ganzes  rationales  Integral 
besitzt.  Hierfür  lässt  sich  aber  ein  sehr  einfaches  Kriterium  in  ex 
pliciter  Form  angeben. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  der  Fuchs'schen  Classe  angehörige 
Differentialgleichung  für  z  durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  ratio- 
nalen Function  so  umgeformt,  dass  ihre  Coefficieuten  ganze  rationale 
Functionen  sind.  Sei  dann  der  Coefficient  der  ;^*''°  Ableitung  von  z 
vom  Grade  ^,  so  ist,  da  (vergl.  Nr.  110,  Bd.  I,  S.  394  oben)  die  Grade 
der  Coefficienten  der  Ableitungen  absteigender  Ordnung  von  2  ab- 
nehmen müssen,  jedenfalls  fi  nicht  kleiner  wie  n.     Setzen  wir  also 

so  stimmt  in  der  sich  für  i)  ergebenden  Differentialgleichung 
(ß)  P^X^)^i''  +  F^^_,{x)^''-''  +  ■■■  +  P,{x)X)  =  0 

der  Grad  des  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  mit  der  Ordnung 
der  Differentialgleichung  überein. 

Einer  ganzen  rationalen  Function  vom  Grade  </,  die  der  Diffe- 
rentialgleichung für  z  genügt,  entspricht  dann  eine  ganze  rationale 
Function  vom  Grade  y  -\-  ^  —  n,  die  eine  Lösung  von  (/3)  ist,  und 
umgekehrt  entspricht  jeder  ganzen  rationalen  Function  von  höherem 
als  dem  (ft  —  nf^''  Grade,  die  die  Differentialgleichung  (/3)  befriedigt, 
ein  ganzes  rationales  Integral  der  Differentialgleichung  für  z.  Um  zu 
entscheiden,  ob  diese  letztere  Differentialgleichung  ein  ganzes  rationales 
Integral  vom  Grade  g  besitzt,  haben  wir  also  nur  festzustellen,  ob  die 
zu  a:  =  OQ  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  von  (ß)  die 
Wurzel  n  —  [i  —  g  besitzt,  und  ob  zu  dieser  Wurzel  ein  Integral  ge- 
hört, welches  eine  ganze  Function  {g  -\-  ^  —  iif"^^  Grades  ist. 

Zu  diesem  Ende  denken  wir  uns  (/3)  in  der  Normalform  ge- 
schrieben, also 
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) 


+  ■  •  + '•„„'1  =-- 0, 

wo  die  c.    ("ou.stiintL'ii  IjedeutL'ii,  und  Ijjldt'ii  die  clmrukteristiscbe  Function 

V 

wo  also 

(«)       f^^G)  =-  ö(ö  -  1)  • .  •  (ff  -  /  +  1)^  0..  -,-,;.  (ö  -i)---(6—l-\-  i) 


(«  =  0,  1,  2,  •    •,«) 


i.st,  während  alle  folgenden  f_j{o)  identisch  verschwinden.  Setzen  wir 
in  iß)  die  Keihe 

(9)  x^  =  a''^<)Xy>'~' 

1=0 

ein,  .so  befriedigen  die  g  .{y)  die  Recursionsformel 

(10)  ^f,-Xr~^)yM  =  ^^,     0<v-l<n. 

/.  =0 

Wenn  —  y  eine  ganze  nicht  positive  Zahl  ist,  die  der  determinirenden 

Fundamentalgleichung 

/„(-<?)  =  0 

genügt,  und  es  soll  zu  dem  Exponenten  —  y  ein  Integral  gehören, 
welches  eine  granze  rationale  Function  von  x  ist,  so  müssen  für  die 
Recursionsformel  (10)  zunächst  die  Bedingungen  erfüllt  sein,  die  die 
Existenz  eines  zu  —  y  gehörigen  und  in  Reihenfonn  darstellbaren 
Integi-als  ermöglichen  (vergl.  Nr.  520'.;  siehe  auch  den  Nachtrag  zu 
dieser  Nummer  am  Schlüsse  des  vorliegenden  Bandes).  Sind  diese 
Bedingungen  erfüllt,  so  können  wir  aus  den  Gleichungen  (10)  für 
V  ==  0,  1,  ••  •  7  die  Coefficienten 

OM^   Oiiv)^  ■  ■  ■  9,iY) 

der  Reihe  (l>)  berechnen.  Die  zur  Bestimmung  der  folgenden  Coeffi- 
cienten dienenden  Gleichungen  lauten  dann 

[/■„(-  l)^,+,(?)  +  /'_i(0)//./7)  +  /■_,(1)^,_,(>')  +  •  •  •  =  0, 

(11^      /o(-  %,+2(y)  +  /^_i(-  ^)u,^,{Y)  +  f^A^)9,iy)  +  •  •  •  =  0, 
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Aus   der    Form   (8)    der    Kuiiotionen  j _-{6)   erhellt,    dass    in    den    Glei- 
chungen (11)  die  Coefficienten  der  Grössen 

sämmtlich   verschwinden;   diese  Gleichungen    werden    fülglicli   jcdentHlls 
befriedigt,  wenn  wir  alle 

Uy+i{y)     =    ^  (/  =  1,2,3,.-.) 

nehmen.     Daraus  folgt  der  von  Herrn  Heffter  herrührende  Satz: 

Wenn  zu  der  negativen  ganzzahligen  Wurzel  —  y  der  zu 
oc  =  (x>  gehörigen  deterininirenden  Fundamentalgleichung  von 
(/3)  ein  in  Keihenform  darstellbares  Integral  gehört,  so  besitzt 
diese  Differentialu^leichunaf  ein  j^anzes  rationales  Intej'ral. 

Dieser  Satz  gilt  auch,  wenn  (/3)  nicht  zur  Fuchs'sehen  Classe 
gehört,  sondern  nur  so  beschaffen  ist,  dass  x  =  oo  eine  Stelle  der 
Bestimmtheit  ist.  Wir  hätten  denselben  aus  dem  Satze  der  Nr.  117 
(Bd.  I,  S.  423)  über  die  Existenz  eines  Normalintegrals  für  die  daselbst 
betrachtete  Differentialgleichung,  welches  eine  mit  dem  fundamentalen 
determinirenden  Factor  e^-^  multiplicirte  ganze  rationale  Function  ist, 
erschliessen  können,  haben  es  aber  vorgezogen,  einen  directen  Beweis 
zu  liefern. 

Wenn  die  in  Bezug  auf  ihre  Reductibilität  hin  zu  untersuchende 
Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs'sehen  Classe  angehört,  so  gilt  das 
Gleiche  offenbar  auch  für  die  zu  (A)  associirten  Differentialgleichungen. 
In  diesem  Falle  hat  man  also  um  zu  entscheiden,  ob  (A)  reductibel 
ist,  nur  für  Differentialgleichungen  der  Fuchs'sehen  Classe  diejenigen 
Lösungen  aufzufinden,  die  sich  als  Producte  von  Potenzen  rationaler 
Functionen  darstellen  lassen,  und  dann  für  eine  endliche  Anzahl  wohl- 
bestimmter linearer  Differentialffleichunffen  festzustellen,  ob  sie  ihre 
sämmtlichen  Lösungen  mit  (A)  gemein  haben  oder  nicht. 


Fünftes  Kapitel. 

179.    Genauere  Betrachtung  der  Integralquotienten.    Projective  Sub- 
stitutionen  und    Gruppen.      Isomorphismus.      Beziehungen   zwischen 
homogenen,  unimodularen  und  projectiven  Gruppen. 

Wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  die  durch  die  geometrische 
Deutung  der  Lösungen  jj^,  j/.,,  ■  ■  ■  y„  unserer  Differentialgleichung  (A) 
als  homogener  Punktcoordinaten  eines  (w — l)-fach  ausgedehnten  Raumes 
-ß„_]  gewonneneu  principiellen  Gesichtspunkte  auszunützen,  indem  wir 
insbesondere  jene  Integralcurve  6,  die  durch  die  Gleichungen 

detinirt  war,  in  den  Vordergrund  unserer  Betrachtungen  stellen. 

Es  wurde  schon  in  der  Nr.  172  (S.  145)  hervorgehoben,  dass  die 
Curve  6  dieselbe  bleibt,  wenn  wir  die  y^ipo)  mit  einem  allen  gemein- 
samen Factor  multipliciren,  d.  h.  also,  dass  jeder  Differentialgleichung, 
die  aus  (A)  durch  die  Transfonnation 

(1)  y  =  kz 

hervorgeht,   dieselbe   Curve   ß   zugeordnet  ist.     Dies   führte   uns   dazu, 

die  Integralquotienten   »/j,  »/o?  " "  *  ^„_i  2:u  untersuchen,  durch  welche 

vermöge  der  Gleichungen  (vergl.  S.  149) 

1 

/n\  ^     [ COnst. 1  n 

(3)  5^  =  Q^^^_^  (x  =  2,3,...„) 

das  Fundamentalsystem 

der  Differentialgleichung  {^)  bestimmt  war.  Jede  lineare  Differential- 
gleichung mit  in  x  rationalen  Coefficienten,  deren  Integralquotienten 
^^i;  ^/o»  •  •  •  '/,_i  sind,  geht  dann  aus  (31)  durch  die  Transformation 

/r(x)rfi 

\)  =  e''  z 

hervor,  wo  r(.r')  eine  rationale  Function  von  .r  bedeutet. 
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\N  ir  hatten  das  Quotieiiteiisystom  7;^,  tj^,  ■  ■  •  ^;„_,  t^i"  Funda- 
mentalsystem von  Integralquotienteii  genannt.  In  der  That  lässt 
sieli   der  Quotient  irgend  zw  eier  Integrale  //, ,  //.,, 

Vi 

V  =  - , 

"2 
durch  die  ?;,,  >,,,••■»;      .  in  einfacher  Weise   darstellen.     Sei  nämlich 


so  ist  offenbar 


d.  h.  jeder  Integral((uotient  ist  eine  gebrochene  lineare  Func- 
tion der  Elemente  eines  Fundamentalsystems  von  Integral- 
quotienten. 

Bedeutet   y^,  y.,,  •  •  ■  */„    ein   zweites   Fundamentalsystem   von  Inte- 
gralen der  Differentialgleichung  (A)  und 

rj        =  —         (x  =  2, 3,  ■  ■■ «) 
das  entsprechende  System  von  Quotienten,  so  ist,  wenn  wir 

Jpidx 

^y.  =  c"  Vy.  (x-1,2,   ••») 

setzen,  \)^,  V\„,  ■  •  ■  xj^^  das  entsprechende  Fundamentalsystem  von  (31), 
und  folglich 


(4)  X^^=^a^,t).  (>r  =  l,-2,...„), 

1  =  1 
wo  die  u  .  Constanten  bedeuten,  für  welche 

(5)  !«    .     =   1  (x,.  =  l,  2,--7,) 

ist.     Also  haben  wir 

(b)  r        ,  = , , . (x  =  2,  3,  •••  n), 

d.    h.    die    Elemente    irgend    eines    Fundamentalsystems    von 
Integralquotienten     stellen    sich     durch    rj^,  rj.^,  •  •  •  rj^^     als 
lineare  gebrochene  Functionen  mit  demselben  Nenner  dar. 
Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Functionssystemeu 

r|^,    %,   ■  ■  ■  i?„_,, 
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die  diircli  Gleichunj^fen  von  der  Form  (6)  mit  der  Bedingung  (:">)  fest 
gelegt  wird,  wollen  wir,  im  An.sclilnsse  an  die  geometrisclie  Bedeutung 
der  lineaicn  homogenen  Transformation  (4)  als  Gollineation,  so  be- 
zeichnen, diiss  wir  sagen,  das  System  rj^^  ■>/■>>  '  "  *  V„  —  i  f?<-'he  aus 
Vi^  V.,7  '  '  '  V„  —  i  durch  Ausübung  einer  projeetiven  Transforma- 
tion oder  Substitution  hervor.  Von  dieser  Art  der  Beziehung  ist 
zunächst  evident,  dass  sie  eine  gegenseitige  ist,  denn  die  Gleichungen 
(G)  lassen  sich  nach  den  •»?, ,  ^2>  *  '  '  ^Ai  — i  ^°  eindeutiger  Weise  auf- 
lösen; dabei  ist  es  aber  wesentlich,  dass  die  linear  gebrochenen  Sub- 
stitutionen (6)  denselben  Nenner  haben.     Wir  sagen  demnach: 

Jedes  Fundamentalsystem  von  Integralquotienten  der 
Differentialgleichung  (A)  geht  aus  jedem  andern  durch  Aus- 
übung einer  projeetiven  Transformation  hervor. 

Auf  diese  Weise  entspricht  also  jeder  linearen  homogenen 
Transformation  der  y^,  y„,  ■  •  •  i/^  eine  projective  Transformation  der 
Vi}  Vo}  '  '  '  V„—i  ^^^^  folglich  auch  jeder  Gruppe  von  linearen  homo- 
genen Transformationen  der  y^,  y.^,  •  •  •  y,^  eine  Gruppe  von  projeetiven 
Transformationen  oder  kurz  eine  projective  Gruppe  der 

%,  %,  ■  ■  ■  V„-i' 

Insbesondere  wird  also  die  Gesammtheit  aller  projeetiven  Trans- 
formationen der  ifli,  Vof  '  '  '  Vn—i  ®^^^  Gruppe  bilden,  die  wir  die  all- 
gemeine projective  Gruppe  A  nennen  wollen;  wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  die  Beziehungen  dieser  Gruppe  A  zu  der  allgemeinen  homo- 
genen linearen  Gruppe  L  der  y^,  ?/.,,  •  •  •  y„  und  zu  der  speciellen  L 
genauer  zu  ergründen. 

Wir  führen  zu  dem  Ende  einen  wichtigen  gnippentheoretischen 
Begriö'  ein. 

Wenn  die  Operationen  zweier  Gruppen  G  und  F  einander 
so  zugeordnet  sind,  dass  der  aus  zwei  Operationen  der  einen 
Gruppe  componirten  Operation  die  aus  den  beiden  entspre- 
chenden Operationen  der  andern  Gruppe  componirte  Opera- 
tion entspricht,  so  sagt  man,  die  beiden  Gruppen  seien 
isomorph. 

Entspricht  in  zwei  isomorphen  Gruppen  G  und  F  jeder  Operation 
der  einen  Gruppe  eine  und  nur  eine  wohlbestimmte  Operation  der 
andern,  so  nennt  man  den  Isomorphismus  einen  holoedrischen  oder 
einstufioren,  wenn  dasjetren  die  Zuordnungr  keine  crecfenseitifif  ein- 
deutige  ist,  so  heissen  die  Gruppen  meriedrisch  oder  mehrstufig 
isomorph. 

Schlesinger,  Differeutialgleicbuugeu.    II.  12 
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Aus  der  Detinition  des  Isomorphismus  folgt,  dass  denjenigen 
Operationen  der  einen  Gmppe,  die  eine  Untergruppe  constituiren, 
Operationen  der  andern  Gruppe  entsprechen,  die  ebenfalls  eine  Unter- 
giiippe  ausmachen.  Wir  werden  also  von  einander  entsprechenden 
Untergruppen  isomorpher  Gruppen  reden  können.  Einer  ausgezeich- 
neten Untergruppe  der  einen  Gruppe  entspricht  dium  ofi'enbar  auch 
eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  andern.  Also  entspricht  ins- 
besondere der  identischen  Operation  der  einen  Gruppe  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe  der  andern. 

Möge  der  identischen  Operation  1  von  F  die  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe E  von  G  entsprechen.  Sei  femer  S  irgend  eine  Operation 
von  Gj  die  der  Operation  H  von  F  entspricht,  dann  sind  die  sämmt- 
lichen  Operationen  von  (r,  die  der  Operation  Z"  von  F  entsprechen,  in 
der  Form 

eS     oder     Se 

enthalten,  wo  e  irgend  eine  Operation  von  E  bedeutet.  Wenn  die 
Gruppen  G  und  F  holoedrisch  isomorph  sind,  so  besteht  E  einfach 
aus  der  identischen  Operation  1  allein. 

Unter  Benutzung  dieser  Terminologie  können  wir  also  jedenfalls 
sagen : 

Die  projective  Gruppe  A  von  (n — 1)  Variabein  ist  der 
speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  L  von  n  Variabein 
und  beide  sind  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe 
L  isomorph. 

Fragen  wir  nun  nach  denjenigen  Operationen  von  L  und  L,  die  der 
identischen  Operation  von  A  entsprechen. 

Soll  die  lineare  Substitution 

n 
(7)  y.=^a.^y^  (/  =  l,2,-n) 

x=l 

der  Gruppe  L  der  identischen  Substitution  von  J  entsprechen,  so  muss 

(o)  V        1=  i i i =  V        1  (1  =  2,  3,  ••«) 

sein.  Daraus  folgt,  da  diese  Gleichungen  identisch,  d.  li.  für  alle 
Werthesysteme  der  ij^,  1^,7  *  '  '  V„—i  bestehen  müssen, 

a.    =  0,     für     i  4=  x 
und  femer 
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wo  t  einen  noch  willkürlich  zu  wählenden  Parameter  bedeutet.  Also 
entspricht  der  identischen  Operation  von  A  die  aus  der  infinitesimalen 
Transformation 

erzeugte  eingliedrige  continuirliche  Gruppe  E 

(10)  y^  =  ty^  (x  =  1,2,.  ••,.), 

wo  t  einen  willkürlichen  Parameter  bedeutet.  Diese  ist  also  in  L  als 
ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten. 

Bedeutet  (8)  eine  unimodulare  Substitution,  d.  h.  ist 

I  a.   I  =  1  (/,  x  =  i,  2,  ••  «), 

SO  unterliegt  der  Factor  t  noch  der  Bedingung 

r  =  i, 

d.  h.  der  identischen  Operation  von  A  entspricht  die  endliche  Unter- 
gruppe 

(11)  i)^  =  ^^x         (y.==h'2,-n) 

der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  L,  wo  f  eine  >i'"  Einheits- 
wnrzel  bedeutet. 

Wenn  der  identischen  Operation  einer  Gruppe  F  die  ausgezeich- 
nete Untergruppe  E  einer  isomoii^hen  Gruppe  G  entspricht,  und  es 
entspricht  der  Untergruppe  y  von  F  die  Untergruppe  g  von  Cr,  so  sind 
auch  y  und  g  isomorph,  und  der  identischen  Operation  von  y  entspricht 
eine  Untergruppe  e  von  JE",  die  in  g  ausgezeichnet  enthalten  ist. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppen  A  und  L  einander  gegenseitig  eindeutig  entsprechen  müssen, 
dass  aber  die  Gruppe  L  nicht  von  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt,  also  keine  continuirliche  Gnippe  ist.  Da  L  von  n  —  1 
Parametern  aljhängt,  so  enthält  diese  Grnppe  genau  n  —  1  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen.     Es  sind  dies 

df  cf  cf 

Um  die  entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen  von  A  zu  bilden, 
berechnen   wir   die   entsprechenden  Variationen  der  ^j, '>/.,;••• '/„_i',   da 


*^«-.=*C:) 


(X  =  2,  3,  •    •  n) , 

Vi 


so  finden  wir 

12^ 
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df  _    df  IL  —  ^        f    If  j^       _u         -^  \ 

a/-  df 

y.  y^r^-  =  11.      ,   ^  , 

"^J/x  '— l^^x-l' 

(»,x  =  2,  3,  ■  ••  n;  «4=x). 

Aus  diesen  intinitesiiuiilen  Transformationen  ist  die  allgemeine  projective 
Gruppe  A  erzeugt.  Der  Umstand,  dass  A  aus  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugt  ist,  L  aber  nicht,  bewirkt,  dass  es  für  viele 
Betrachtungen  zweckmässiger  ist,  mit  der  projectiven  Gruppe  statt  mit 
der  uuimodularen  homogenen  Gruppe  zu  operiren. 


180.  Differentialgleichung  für  die  Integralquotienten.    Transformation 

der  unabhängigen  Variabein.     Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung.     Die  Schwarz 'sehe  Ableitung. 

Auf  Grund  der  in  der  vorigen  Nummer  gemachten  Bemerkungen 
können  wir  uns  nunmehr  die  Bedeutung  der  Integralquotienten 
7;  t].-,,  ■  •  ■  t],|_^  für  die  Integration  der  vorgelegten  Difi'erentialglei- 
chung  (A)  vollständig  klar  machen. 

Was  zunächst  die  Transformationsgruppe  anlangt,  so  sei  H 
diese  Gruppe  für  die  Differentialgleichung  (A).  Die  der  Untergruppe 
H  von  L  entsprechende  Untergruppe  H  von  L  ist  die  Transformations- 
gruppe von  (S!V).  Statt  dieser  betrachten  wir  die  dieser  unimodularen 
Gruppe  isomorphe  Untergnippe  &  der  projectiven  Gruppe  A.  Der 
identischen  Transformation  von  0  entspricht  dann  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  von  H,  die  in  der  Gruppe  (10)  und  eine  ebensolche 
Untergruppe  von  H,  die  in  der  Gruppe  (11)  enthalten  sein  muss. 
Eine  rationale  Differentialfunction  der  y^,  y.,,  ■  •  ■  ?/„,  die  bei  der  Gruppe 
(10)  ungeändert  bleibt,  ist  eine  homogene  Function  nullten  Grades 
der  y^,  y^j,^  '  '  '  Vn  ^^^^  ihrer  Ableitungen;  so  weit  also  solche  Ditfe- 
rentialfunctionen  der  y^jy^,  ■  •  ■  y„  in  Betracht  kommen,  kann  man  sich 
auf  das  Studium  der  Integralquotienten  und  der  zugehörigen  projec- 
tiven Giiippe  beschränken.  Dies  ist  ferner  zulässig,  wenn  es  sich  um 
homogene  Gleichungen  beliebigen  Grades  zwischen  den  y^,  y.2}  "  y„ 
und  deren  Ableitungen  handelt,  da  diese  offenbar  bei  Transformationen 
der  Gruppe  (10)  erhalten  bleiben. 

In  Bezug  auf  die  Monodromiegruppe  h  von  (A)  gelten  die  ana- 
logen Bemerkungen.  Bedeute  h  die  dem  h  entsprechende  Untergruppe 
von  /.,  (1.  h.  die  Monodromiegruppe  von  {%)  und  d-  die  zu  h  isomo7-])he 
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projective  (Jrupjx',  so  eiits|)riclit  ik'r  idciitisclion  Transforiniition  von  d^ 
eiiR"  in  (K»)  bezielinng.s\vei«c  (11)  unthalteno  ausf^ezeichnete  Unter- 
gruppe von  h  beziehungsweise  //.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  die  Integralquotienten  r]^,  r].,,  ■•■  ^„_i  bei  einem 
Umlaufe  dei-  unabhängigen  Variabein  x  ungeändert  bleiben, 
so  multipliciren  sich  die  Integrale  l/i,  y.,,  •  •  ■  y„  von  (A)  mit 
einer  Constanten,  die  Integrale  l), ,  lJ2>  '  "  '  9«  von  (?l)  mit  einer 
«*""  Einheitswurzel. 

Wenn  wir  einen  Integralquotienten,  z.  B. 

Vi 
^'  =  ^ 
als  eine  rationale  Differentialfunction  der  y^,  y^,  •  ■  ■  y„  auffassen,  so 
können  wir  nach  der  dieser  Function  entsprechenden  Resolvente  der 
Diöerentialgleichung  (A)  fragen,  d.  h.  (vergl.  Nr.  147,  S.  58  ff.)  nach  der 
algebraischen  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung,  der  ri^  genügt. 
Wir  beschränken  uns  vorerst  auf  die  Betrachtung  des  „allgemeinen" 
Falles,  wo  die  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung  (A)  die 
allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  L  ist.  Dann  haben  wir  also  nach 
den  in  der  Nr.  143  (S.  48)  angegebenen  Vorschriften  zunächst  in  den 
Ausdruck  von  y]^  für  y^,  y.,,  •  •  •  y^  die  aus  diesen  Grössen  durch  die 
allgemeinste  Transformation  von  L 

n 

hervorgehenden  Grössen  zu  setzen;  der  so  entstehende  Ausdruck 

^  «21  yi  +  «22  3/2  H f-  «2  n^n 

^  ~  «11  Vi  +  «12  2/2  H \-  "mVn 

hängt  von  2n —  1  wesentlichen  Parametern  ab  und  stellt  (vergl.  Nr.  179, 
S.  176)  den  allgemeinsten  Integralquotienten  dar. 

Es  wird  also,  nach  den  Sätzen  der  Nr.  144  (S.  50),  die 
Function  ri  bei  genau  n'  —  2n -\-  1  infinitesimalen  Transfor- 
mationen von  L  ungeändert  bleiben  und  einer  algebraischen 
Differentialgleichung  (2w — 1)*"  Ordnung  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  genügen.  Diese  Differentialgleichung  ist  so  be- 
schaffen, dass  ihr  allgemeines  Integral  ri  sich  als  gebrochene 
lineare  Function  mit  willkürlichen  Coefficienten  (die  nichts 
anderes  sind  wie  die  Integrationsconstanten)  von  n —  1  par- 
ticularen  Integralen  t^^,  >;.,,  •  •  ■  >/,,_  j  darstellen  lässt. 

Ein  Fundamentalsystem  von  Integralquotienten  spielt  also  für 
diese  Differentialgleichung  (2  m  —  1)'®'  Ordnung  eine  ähnliche  Rolle,  wie 
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das  Fuiuliimentalsystein  von  Integmlen  //,,//.,,  •  •  •  //,  'üi"  die  lineare 
Ditferentialgleichung  (A).  Wenn  die  Transformationsgnippe  von  (A) 
nicht  gerade  die  allgemeine  homogene  lineare  Gruppe  L  ist,  so  können 
wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Für  die  Differentialgleichung  (2n  —  l)'*""  Ordnung,  der  die 
Integralquotienten  rj  der  Differentialgleichung  (A)  Genüge 
leisten,  haben  die  projectiven  Gruppen  &  und  f)^,  die  der 
Transformationsgruppe  H  beziehungsweise  der  Monodromie- 
gruppe  h  von  (A)  isomorph  sind,  dieselbe  Bedeutung,  wie  die 
Gruppen  H  und  h  für  die  Differentialgleichung  (A)  selbst. 
Die  Gruppe  -9-  ist  natürlich  stets  eine  abzählbare,  während 
die  Gruppe  0,  sofern  sie  keine  endliche  ist,  stets  continuir- 
liche  Schaaren  von  Transformationen  enthält. 

Wir  werden  im  Folgenden  oft  die  Gruppe  &  die  Transformations- 
gruppe, d-  die  Mouodromiegruppe  der  Integralquotieuten  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  nennen. 

Die  Form  der  Differentialgleichung  (2n  —  l)*"""  Ordnung  für  )]  ist 
im  Allgemeinen  eine  sehr  complicirte,  wir  werden  dieselbe  sehr  bald 
für  den  einfachsten  Fall  «  =  2  aufstellen.  Jedenfalls  ist  von  vornherein 
klar,  dass  die  Differentialgleichung  für  rj  nur  von  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  (W)  abhängen  kann,  da  sie  ja  ungeändeii  bleiben 
muss,  wenn  wir  von  der  Differentialgleichung  (A)  durch  die  Trans- 
formation 

zu  einer  andern  Differentialgleichung  übergehen. 

Die  Betrachtung  der  Integralcurve  6,   die   durch   die  Gleichungen 

dargestellt  wird,  veranlasst  uns  jetzt  noch  einen  weiteren  Schritt  zu 
machen. 

Wir  hatten  die  Curve  CS  dargestellt,  indem  wir  die  homogenen 
Coordiuaten  ihrer  Punkte  als  Functionen  eines  Parameters  x  auffassten; 
für  die  Natur  der  Curve  ist  aber  die  besondere  Wahl  dieses  Para- 
meters offenbar  unwesentlich.  Wir  können  zu  einem  andern  Para- 
meter übergehen,  indem  wir  x  gleich  einer  Function  qp(|)  einer  neuen 
Variabein  |  setzen 

(1)  ^  =  <Pii), 

dadurch  wird  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  (A)  in  eine  Diffe- 
rentialgleichung mit  der  unabhängigen  Variabein  |  transformirt,  für 
welche  die  Curve  (£  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  für  (A).  Combiniren 
wir  diese  Transformation  mit  der  Transformation 
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(2)  !/=A^, 

WM  k  irj^eiul  fiiic  Fmictiüii  von  x  bedeutet,  so  i'rhaltcii  wir  also  dio 
allf^emeinste  Differentialgleichung  für  z  als  Function  von  |,  zu  der 
dieselbe  Integralcurve  (£  gehört  wie  zu  (A). 

Für  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

verliert  die  Curve  C£  insofern  ihre  Bedeutung,  als  wir  in  diesem  Falle, 
wenn  wir  die  Elemente  y^ ,  y/.^  eines  Fundamentalsy.stems  als  homogene 
Coordinaten  eines  Punktes  auf  einer  geraden  Linie  deuten,  ein  Con- 
tinuum  von  Punkten  erhalten,  welches  mit  dieser  Geraden  von  der- 
selben Dimension  ist.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  diese  Gerade  selbst 
in  gewissem  Sinne  die  Rolle  der  Integralcui-ve  spielt,  so  dass  also  alle 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  diesem  Sinne  die- 
selbe Integralcurve  haben. 

Dies  bestätigt  sich  dadurch,  dass  jede  lineare  homogene 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  jede  andere  durch 
Transformationen  von  der  Form  (1)  und  (2)  übergeführt 
werden  kann. 

Sei  nämlich 

irgend  eine  andere  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Setzen  wir 
dann 

so  erhalten  wir  für  l)  und  5  die  Differentialgleichungen 


d'r) 


W  '4+(i^.-iV(^)-iV> 


0. 


wo  wii-,  wie  auch  stets  im  Folgenden,  durch 

die  x'®  Ableitung  einer  Function  /"  nach   dem   beigeschriebenen  Argu- 
mente t  bezeichnen. 
Seien 

"  =  »7'  ^  =  ir 

die   Quotienten   der  Elemente   eines   Fundamentalsystems  von   (ßl^)  be- 
ziehungsweise (SSg),  dann  ist  (Nr.  179,  S.  175,  Gleich.   2) 
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c  c 

wo  r'j,  (\,  Constanten  bedeuten.     Bilden  wir  nun  die  Ausdrücke 
1  ./^),       |'j"(-^f-iV^'(^)V(^)_^ 


0' 


so  ist 


(4)  ^Q=i\'^p;{^)-ih^ 

und  dies  ist  nichts  anderes  wie  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
(2«  —  1  =  3  für  n  =  2),  der  die  Integralquotienten  von  (A^)  genügen. 
Ebenso  haben  wir 

(5)  ^i^^)-^h+a;{l)-^r 

Für  den  Differentialausdruck  z/ (     ),  der  gewöhnlich  als  die  Sehwarz'sche 

Ableitung  bezeichnet  wird,  gelten  nun  die  leicht  zu  verificirenden 
Gleichungen 

(a)  A(^d.^  =  ^-jQän\ 

(b)  z/(])<i»:'=z/(|)rff +zrQrf:.^ 

wir  haben  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (4) 

(6)       ^(^)==,;+,v(.)-,>,-^(l)(iy. 

Wenn  wir  nunmehr  ^  als  Function  von  x  durch  die  Gleichung 

(7)  yi{x)  =  m 

definiren,  so  ist  also 

(8)  ji^)=p^'  +  p;  (X)  -p^-{i-  +  q;  (X)  -  jj  (^)' 

eine  Differentialgleichung  für  diese  Function  §,  deren  Coefficienten  von 
den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  (A^),  (B2)  in  einfachster 
Weise  abhängen.  Wir  haben  dann  noch  zwischen  y  und  z  die  aus 
den  Gleichungen  (3)  und  (7)  folgende  Beziehung 

wodurch  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 
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Nimmt  inaii  specicll 

so  wird  die  Gleioliuii<,'  (S)  mit  (4)  identisch;  also  ist  in  diesem  Falle 
^  sell)st  ein  Integralquotient  von  (A.,);  d.  h.  durch  Kinführung  von  Tq 
als  unabhängiger  Variabein  und  durch   die  l'ranslonnation 

-fVydX  j 

verwandelt  sich  (A^)  in  die  Differentialgleichung 

arf 

Wir  werden  sehr  bald  eine  Verallgemeinerung  dieses  Ergebnisses  auf 
den  Fall  einer  Differentialgleichung  wi*®""  Ordnung  kennen  lernen 
(Nr.  185,  S.  205). 

Die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (4)  ist,  da  sie  sich  rational 
durch  die  Coefficienten  von  (A^)  und  deren  Ableitungen  darstellen  lässt, 
als  Function  von  ri  aufgefasst,  eine  Differentialinvariante  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  in   r],  d.  h.  der  Gruppe 

wir  haben  also 

(c)  ^©  =  4^^  +  ^),     aö-ßy^^, 

und  dadurch  ist  die  Thatsache,  dass  das  allgemeine  Integral  von  (4) 
als  linear  gebrochene  Function  einer  particularen  Lösung  tj  dargestellt 
werden  kann,  in  Evidenz  gesetzt. 
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Aequivalenz  linearer  Düferentialgleichungen  von  höherer  als  der 

zweiten  Ordnung.     Invarianten  dieser  Aequivalenz.     Gewicht. 

Wenn  die  Ordnungszahl  n  der  Differentialgleichung  (A)  grösser 
ist  wie  zwei,  so  kann  (A)  nicht  in  jede  lineare  Differentialgleichung 
derselben  Ordnung 

durch  die  beiden  Transformationen  (1)  und  (2)  übergeführt  werden, 
sondern  es  müssen,  wenn  eine  solche  Ueberfühning  möglich  sein  soll, 
zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (A),  (B)  gewisse  Beziehungen 
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bestehen.  lieber  die  Natur  dieser  Beziehuiif^en  können  wir  nns  von 
vornherein  durch  einige  allgemeine  Bemerkungen  oricntin'ii. 

Wenn   man    eine   ganze   rationale   homogene  Function  ni}^"  Grades 
der  n  Unbestimmten  x^,  x.^,  ■  -  ■  x^,  eine  sogenannte  Form, 

/■=  ^  a.  .       .  X.  X.  ■  ■  ■  X.   , 

WO  die  Summation  sich  auf  alle  Combinationen  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  u 
zu  je  m  mit  unbedingter  Wiederholung  bezieht,  (hircli  die  lineare 
homogene  Substitution 


W  ^l=^^iX^         ^■x|=H^'  (-•x  =  l,2,...»), 

x  =  l 

transformirt,   so   verwandelt  sie   sich  in  eine   ebenso   beschaffene  Form 
der  |,,L,--^„ 

95  =  'yh. .    .  tt  ■■■t  ■ 

^  ^      'l'2--'m     '1     '2  'm 

('1- '2.    ••'«.) 

Wenn  n  =  2,  in  =  2  ist,  d.  h.  für  binäre  quadratische  Formen,  weiss 
man,  dass  sich  jede  solche  Form  in  jede  andere  durch  eine  lineare 
homogene  Substitution  trausformiren  lässt;  für  Formen  höheren  Grades 
und  mit  mehr  als  zwei  Unbestimmten  ist  es  dagegen  im  Allgemeinen 
nicht  möglich,  eine  lineare  Substitution  von  der  Gestalt  (I)  anzugeben, 
die  eine  gegebene  Form  f  in  eine  ebenfalls  gegebene  Form  9)  überfühi-t. 
Damit  eine  solche  Ueberführung  möglich  sei,  müssen  zwischen  den 
Coefhcienten  der  beiden  Formen  f  und  9  gewisse  Beziehungen  be- 
stehen. Man  erhält  diese  Beziehungen,  wenn  man  sich  in  /"  die  Sub- 
stitution (I)  wirklich  ausgeführt,  dann  die  Coefhcienten  h.  .  der  so 

\    )  07  '1 '2- ••'//, 

entstehenden    Form    als    Functionen    der    a.  .  und    der    a.      hin 

geschrieben    denkt     und    zwischen    den    so    entstehenden    Gleichungen, 

den     sogenannten     Transformationsrelationen,     die    a.^    eliminirt. 

Wie  in  der  Algebra  gezeigt  wird  (vergl.  z.  B.  Aronhold,  Ueber  eine 

fundamentale  Begründung  der  Invariantentheorie,  Crelle's  Journal,  Bd.  (52, 

S.  281  ÖV),   lässt  sich  das  Resultat  dieser  Elimination,  wenn  man  noch 

die  Gleichung 

d=    a.  I         (/, x  =  i,  2,  ■■■«) 

IX  I 

hinzunimmt,  im  Allgemeinen  in  die  Form  setzen 

(II)  GAh.    .       .)  =  d'''GJa.    .,      .)        ('i  =  i,2,-). 

V      /  ;.  V    /i,i2,      ■  '„/  ^^    'l''i>    ■    'm^ 

wo    die    G^    ganze    rationale    homogene    Functionen    der    sämmtlichen 
Grössen  bedeuten,  die  aus  der  in  der  Parenthese  geschriebenen  Grösse 
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für  alle  in  Bftnu'lit  kümmciulcn  Werthesysteme  der  i^,  i<^,  •  •  ■  *,„  her- 
vorgehen,  währeiul  die  yi,^  bestimmte  positive  ganze  Zahlen  sind. 

Man  nennt  zwei  P^ormen  /'  nnd  (p,  die  durch  eine  Transformation 
(I)  in  einander  übergeführt  werden  können,  (im  algebraischen  Sinne) 
aequivalent  und  hat  also  den  Satz: 

Damit  zwei  Formen  /'  und  qp  aequivalent  sind,  ist  noth- 
wendig  und  (im  Allgemeinen  auch)  hinreichend,  dass  gewisse 
homogene  Functionen,  gebildet  aus  den  Coefficienten  von  /' 
sich  von  denselben  ganzen  homogenen  Functionen,  gebildet 
aus  den  Coefficienten  von  tp,  nur  durch  Factoren  unterschei- 
den, die  wohlbestimmte  Potenzen  einer  festen  Grösse  ö  sind. 

Diese  ganzen  homogenen  Functionen  G^  haben  die  Eigenschaft,  sich 
nur  mit  einer  ganzen  Potenz  der  Substitutionsdeterminante  ö  zu 
multipliciren,  wenn  man  von  der  Form  /'  zu  der  aequivalenten  Form  cp 
übergeht,  man  nennt  dieselben  die  Invarianten  der  Form  /'  und  jene 
Potenz  ^^  das  Gewicht  der  Invariante  G^.  Durch  Quotienteubildung 
aus  Potenzen  dieser  relativen  Invarianten  kann  man  zu  Ausdrücken 
gelangen,  die  beim  Uebergange  von  einer  Form  zu  ihrer  aequivalenten 
absolut  ungeändert  bleiben,  und  man  hat  dann  als  Bedingung  für  die 
Aequivalenz  zweier  Formen  /'  und  (p  die  Gleichheit  ihrer  so  gebildeten 
absoluten  Invarianten  anzusehen. 

Die  Ausdi'ücke  der  Coefficienten  h  der  transformirten  Form  durch 
die  Coefficienten  a  der  ursprünglichen  und  die  u.  (die  Transformations- 
relationen)  sind  in  den  a  linear,  man  kann  sie  also  auffassen  als  eine 
lineare  homogene  Transformation  der  Grössen  a  in  die  Grössen  h.  Die 
Gesammtheit  dieser  Transformationen,  die  mau  erhält,  wenn  man  die 
tt.    alle  möglichen  Werthe  annehmen  lässt,  die  durch  die  Ungleichung 

\tt.  !  4=  0        (/, z=i, 2, •■■«) 

beschränkt  sind,  bildet  ofi'enbar  eine  continuirliche  ?r  gliedrige  alge- 
braische lineare  homogene  Gruppe  in  den  Grössen  a.  Die  absoluten 
Invarianten  der  Form  /"  sind  dann  nichts  anderes  als  die  Invarianten 
dieser  Gruppe. 

Aehnlich  wie  bei  der  Aequivalenz  algebraischer  Formen  ist  es, 
wenn  man  nach  den  Bedingungen  sucht,  die  erfüllt  sein  müssen,  damit 
irgendwelche  analytische  Gebilde  in  irgend  einem  wohldefinirten  Sinne 
aequivalent  sein  sollen.  Die  Bedingungen  ergeben  sich  stets  in  der 
Form,  dass  gewisse  Invarianten  dieser  Aequivalenz  für  beide  Gebilde 
übereinstimmen  müssen. 

Wir  nennen  zwei  lineare  Difi'erentialgleichungen  (A),  (B)  einander 
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nequivalent,  sofern  die  eine  ans  der  imdern  durdi  eine  Traiisformjition 
von  der  Gestalt 

hervorgeht.  Wenn  wir  dann  nach  den  Bedinmmgen  fragen,  die  zwischen 
den  Coefficienten  von  (A)  und  ( B)  bestehen  müssen,  damit  diese  Ditfc- 
rentialgleiohungen  aeqnivalent  seien,  so  erwarten  wir  nach  dem  eben 
dargelegten  Princip,  dass  sich  diese  Bedingungen  auch  in  der  Form 
darstellen  lassen  werden,  dass  gewisse  aus  den  (^oefficienten  von  (A) 
gebildete  Ausdrücke  mit  denselben  Ausdrücken,  gebildet  aus  den 
Coefficienten  von  (B),  übereinstimmen. 

Dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,    wollen   wir  nunmehr   zeigen. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  in  den  beiden 
Diflerentialgleichungen  (A),  (B)  der  Coefficient  der  (» — 1)'^"  Ableitung 
verschwindet,  also 

1\  =  ö^     ^1  =  ^y 

und  überdies  möge  dem  Coefficienten  der  x'"-'"  Ableitung  (x=^0,  1,---m — 2) 
der  numerische  Coefficient  (Binomialcoefficient) 

n(n  —  1)  •  •  •  in  —  h  -I-  1) 

M        =z     i '- i 1 1 

als  Factor  vorgesetzt  werden.  Wir  haben  also  dann  die  gegebenen 
Differentialgleichungen  in  der  Form 

(B)  j[.+»,i.J^+-+l.^='<i- 

Soll  nun 

sein,  so  folgt  zunächst  durch  Ausführung  der  Substitution 

y  =  Xz 

in  (A)  für  z  als  Function  von  x  die  Differentialgleichung  (vergl, 
Nr.  172,  S.  145) 

dx  *■     dx  ^  *■    '  dar 

Führen  wir  in  dieser  Differentialgleichung  an  die  Stelle  von  x  die 
neue  unabhängige  Variable  %,  ein,  so  haben  wir  zunächst  die  Ablei- 
tungen von  z  nach  x  durch  die  Ableitungen  von  z  nach  %  darzustellen. 
Man  findet 
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dz         dz  o,,    ^ 


d^z  _d-z  ,,.     ,        dz  ^„     . 


Hllgi'iiR'iii   ist  iiacli  einer  von   Herrn  Schlöinilch  gegebenen  Formel 

x  =  l 

wo  ^1       als  t;an/e  Function  tler  Ableitungen  von 
durch  die  Gleichungen 

0  =  0  «9 

detinirt  werden  kann.     Es  ist  also  z.  B. 

A«,,«-i  =  (*^  —  !)'•  >w^9'"(^)<P'C'«)"'~'- 

Setzt  man  diese  AVerthe  in  (A)  ein,  so  muss  die  so  entstehende 
DiÖerentialgleichung  für  z  als  Function  von  §  mit  (B)  übereinstimmen. 
Man  findet  nach  Herrn  Forsyth  allgemein  durch  Coefficientenverglei- 
chung: 

„  ;(  —  X  n  —  /  —  X        n     Ä 

(9)  7-^-\  ,  q  =    >•        >        ^7— TT ■  V  '(X)        (X  =0,  I,  2,  ••  •  n-  1) 

,-=ü     >=ü 
WO   i>y=l,  i^i^^^    zu   nehmen   ist.     Da    (/^  =  0   sein   sollte,    ergiebt 
sich  für  X  =  7^  -     1 

nm  ^'(x)  _     11  — \  i;\x) 

^      '  X  2        i'{x)  ' 

dadurch  ist  also  in  diesem  Falle  der  Factor  A  festgelegt;  berücksichtigt 
man  diesen  Wei-th  von  A  und  setzt 

SO  hat  man 

(11)  ^,r  (^/  =  IK  +  "  +  '  (I  ^'  -  ^\:^))  , 

(12)  q^l'ixf  ==^p^-~  ^diKZ  +  "  I '  {Z"{x)  -  'dZ\x,Z  +  Z'), 

\\.  s.   w. 
Der    Process    der   Herstellung    von    Bedingungen    dafür,    dass    die 
Transformation  der  Gleichungen  (A),  (B)  in  einander  möglich  sei,   be- 
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steht  nun  darin,  dass  man  aus  den  „Transformationsrelationeu"  (9)  und 
den  sich  daraus  durch  Differentiation  ergebenden  Beziehungen  zwischen 
den  Ableitungen  der  Coefficienten  p^  und  q^  die  Ableitungen  von  A 
und  5  nach  .r  zu  eliminiren   sucht. 

Diese  Elimination  kann  nun  so  bewirkt  werden,  dass  die 
Resultate  derselben  in  der  eigenthümliclieii  se])arirten  Form 
erscheinen: 

^'ixyG^[q.,,  •  •  •  //„,    ^^^  ,  •  •  •)  =  G^[p^,  ■  ■  ■  p^,   f^,  ■■■), 

wo  die  G  ganze  Functionen  der  Coefficienten  q  und  ihrer  Ableitungen 
beziehungsweise  der  p  und  ihrer  Ableitungen  bedeuten. 

Z.  B.  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  (11)  diti'erentiirt: 

ll  ^'(^0'  =  £  -  ^P,Z  +  "^ {Z"(x)  -  3Z\x)Z  +  Z') , 
und  nach  (12)  ist  folglich 

man  nennt  den  Ausdruck 

der  sich  also  von  dem  entsprechenden  Ausdioicke  gebildet  aus  den 
Coefficienten  von  (B) 

«3  -    1   ^  =  *»«) 

nur  durch  die  dritte  Potenz  der  Grösse  ^'{x)  als  Factor  unterscheidet, 
eine  Invariante  vom  Gewichte  drei. 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  (9),  unter  Berücksichtigung  von 
(10),  für 

X  =  n  —  2,    n  —  3,  •  •  •  M  —  v, 

diflFerentiirt  die  erste  {v  —  2) -mal,  die  zweite  (y  —  3)-raal  u.  s.  f.,  die 
vorletzte  einmal,  so  kann  man  eine  ganze  Function  der 

\^V  %j  •  ■  ■  %i    dk'  "  '      äi     '     ■  ■ '  dg»— 2 

finden,  wir  bezeichnen  dieselbe  durch 

die  so  beschaffen  i.st,  dass,  wenn  man  sie  mit  der  t»'*^"  Potenz  von  %' ix) 
multiplicirt  und  für  die  Grössen  (14 j  ihre  Ausdrücke  durch  die  p^  und 
deren  Ableitungen  einsetzt,  sich  dieselbe  ganze  Function 


der  Grössen 
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ergiebt.      Es  ist  also 

und  man   nennt  ■9-    eine  Invariante   vom   Gewichte  v. 
Auf  diese  Weise  erhalten   wir  für 

V  =  3,  4,  ■  •  •  w 
im  Ganzen  n — 2  solche  Invarianten,  und  die  Gleichungen  (15)  stellen 
im  Allgemeinen,  wenn  man  noch  |'(a;)  als  eine  unbestimmte  Grösse 
ansieht,  das  Resultat  der  Elimination  aus  den  Transformationsrela- 
tionen (9)  dar;  sie  liefern  also  die  noth wendigen  und  (im  Allgemeinen 
auch)  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die  Gleichungen  (9)  be- 
stehen, oder  was  dasselbe  heisst,  dafür,  dass  die  Gleichungen  (A),  (B) 
durch  die  Transformation 

y  =  Xz,     x  =  qp(|), 
wo  X  durch  die  Gleichung  (10)  bestimmt  ist  und  (p{^  durch 

^gegeben  wird,  in  einander  übergehen. 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  (9)  —  immer  unter  Berücksich- 
tigung von  (^10)  —  als  Definitionsgleichungen  einer  gewissen  Trans- 
formation der  Coefficienten  p„,  •  ■  •  p ^  in  die  ^j  '  '  '  ^,o  ^^  ^^^  klar, 
dass  die  Gesammtheit  dieser  Transformationen,  die  für  alle  möglichen 
Wahlen  der  Function  x  =  (p (|)  zum  Vorschein  kommen ,  eine  c o n - 
tinuirliche  Gruppe  bilden.  Die  Invarianten  d:^  stellen  dann  für 
v  =  3,4, ---w  ein  System  von  relativen  Differentialinvariauten 
dieser  Gruppe  dar,  von  welchem  man  durch  Potenziren  und  Quotienten- 
bildung zu  einem  Systeme  von  n  —  3  absoluten  Difierentialinvarianten 
übergehen  kann. 


182.    Bestimmung  der  Form  der  Invarianten.     Infinitesimale  Trans- 
formation einer  Differentialgleichung  in  eine  aequivalente. 

Wir  wollen  nunmehr  einige  Sätze  kennen  lernen,  die  Herr  Forsyth 
für  solche  Invarianten  aufgestellt  hat,  und  die  uns  auch  dazu  dienen 
werden,  die  expliciten  Ausdrücke  für  dieselben  zu  finden. 

Es  möge  zunächst  jedem  Coefficienten  der  Difi'erentialgleichung 
^ter  Ordnung  (A)  eine  gewisse  Dimension  beigelegt  werden;  ^)^  möge 
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die  Dimension  —  x  haben.  Ebenso  könnten  wir  z.  B.  der  abhängifiren 
Variabein  y  eine  gewisse  Dimension  beilegen,  die  im  Uebrigen  ganz 
willkürlieb  anjjenommen  werden  kann,  wir  wollen  sagen  ni.  Dann 
setzen  wir  fest,  dass  sich  die  Dimension  einer  Function  von  x  durch 
jede  Ditt'erentiation  nach  .r  um  eine  Einheit  erniedrigt,  so  dass  also 
y  (x)  die  Dimension  ni  —  x,  und  p^l{x)  die  Dimension  — x  —  i  erhält. 
Die  Dimension  des  Gliedes 

der  linken  Seite  von  (A)  ist  gleich  der  Summe  der  Dimensionen  der 
beiden  Factoren,  d.  h. 

m  —  («  —  x)  —  X  =  m  —  n, 
somit  für  jeden  Term  von  (A)  dieselbe.     Ganz  ebenso   verfahren   wir 
mit  der  Differentialgleichung  (B),  wir  legen  also  dem  ^(|)  die  Dimen- 
sion —  X  —  i  und  2    (X)  die  Dimension  m  —  x  bei. 
Betrachten  wir  nun  eine  Gleichung 

(16)  i\xr®{i)  =  ®{x), 

wo  @{x)  eine  ganze  Function  der  ^)^  und  ihrer  Ableitungen  nach  a:, 
0(^)  dieselbe  Function  der  (/^  und  ihrer  Ableitungen  nach  |  bedeutet, 
so  ergeben  sich  aus  der  Gestalt  der  Relationen  (9)  und  der  aus  den- 
selben durch  Differentiation  hervorgehenden  Gleichungen  ohne  weiteres 
die  beiden  Sätze: 

Auf  jeder  Seite  der  Gleichung  (IG)  haben  alle  auftreten- 
den Terme  dieselbe  Dimension,  und 

beide  Seiten  dieser  Gleichung  haben  dieselbe  Dimension 
sowohl  in  Bezug  auf  x  als  auch  in  Bezug  auf  ^. 

Sei  —  a  die  Zahl,  welche  die  Dimension  von  &{x')  in  Bezug  auf 
X  angiebt,  so  ist  also  auch  0(^j  von  der  Dimension  —  6  m  Bezug 
auf  ^.  Der  Grösse  i,' (x)  muss  in  Bezug  auf  |  die  Dimension  -\-  1,  in 
Bezug  auf  x  die  Dimension  —  1  beigelegt  werden;  also  ist  /i  —  6  die 
Dimension  von  i,'{xf®{^)  in  Bezug  auf  h,  und  -  ^i  die  Dimension 
derselben  Grösse  in  Bezug  auf  x,  da  0(|)  in  Bezug  auf  x  als  von  der 
Dimension  Null  anzusehen  ist.  Dagegen  ist  &(x)  in  Bezug  auf  ^  von 
der  Dimension  Null,  in  Bezug  auf  x  von  der  Dimension  —  6.  Wir 
haben  folglich 

,u  —  6  =  0,     —  ^  =  —  6, 

es  muss  also,  wenn  &  eine  Function  von  der  Dimension  —  6  ist,  die 
Zahl  fi,  d.  h.  das  Gewicht  der  Invariante  0,  gleich  6  sein. 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  sind  wir  sofort  im  Stande, 
die  Form   einer  Invariante  &    vcjin  Gewichte  v  hinzuschreiben. 
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Da  z.  B.  für  v  =  .•>  y>,,  iiiul  p.'(x)  die  ein/igen  in  Betracht  koin- 
iiieiiden  Grössen  von  der  Dimension      -  ;{  sind,  so  niuss 

®^{x)  =  ap..  +  />/V(^') 
sein,  wo  a,  h  luuncriselie  Constanten  bedeuten  (vergl.  den  Aiisdnii-k  iiii- 
d-^(x)  auf  S.  li»()).     Ebenso  ist  für  v  =  4 

(17)  @,ix)  =  a2\  +  hp,_;  (x)  +  cp,;  (x)  +  .  p;, 
und  für  v  ^  5 

(18)  @,(a:)  =  ap.  +  hp^U)  +  f^>;:'(V)  +  r^p^^(:r)  +  cp^p^-\-fp^p;{x) 

u.  s.  w. 

In  ühnliclier  \\'eise  kann  mau  bekanutlieb.  in  der  Invarianteu- 
theorie  der  algebraischen  Formen  die  Gestalt  einer  Invariante  von 
vorgeschriebenem  Gewichte  angeben;  für  die  Bestimmung  der  constanten 
(numerischen^  Factoren  bedient  man  sich  dann  gewisser  partieller 
Ditierentialgleichungen,  denen  jede  Invariante  genügen  muss  und  die 
nichts  anderes  besagen,  als  dass  die  Invariante  bei  den  infinitesimalen 
Transformationen  der  durch  die  Transforraationsrelationen  dar- 
gestellten Gruppe  (vergl.  Nr.  181,  S.  1-^7),  abgesehen  von  einer  Potenz 
der  Substitutionsdeterminante,  uugeändert  bleibt. 

Genau  ebenso  lassen  sich  nun  auch  die  in  den  Ausdrücken  der  S 
auftretenden  Constanten  bestimmen,  wenn  man  die  Unveränderlichkeit 
(abgesehen  von  dem  Factor  |'(r>')  dieser  Invarianten  bei  der  „infini- 
tesimalen Transformation"  der  durch  die  Gleichungen  (9)  dar- 
gestellten Gruppe  von  Transformationen  der  ^.,,  i>3,  •  •  •  2^n  ^^  Evidenz 
setzt.  Was  man  in  diesem  Falle  unter  der  infinitesimalen  Transforma- 
tion zu  verstehen  hat,  ist  leicht  zu  erkennen. 

Eine  Transformation  der  Gruppe  (9)  wird  bestimmt  durch  Fixi- 
rung  der  Function 

^  =  (p(x), 

da  ja  die  Function  A  durch  die  Gleichung  (10)  festgelegt  ist,  wenn 
man  (p(x)  kennt.  Nehmen  wir  also  für  q){x)  eine  Function,  die  sich 
unendlich  wenig  von  x  unterscheidet,  d.  h.  setzen  wir 

^9)  i=x-{-ex[x}, 

wo  £  eine  unendlich  kleine  von  x  unabhängige  Grösse,  x{^)  ^i^e  will- 
kürliche Function  von  x  bedeutet,  so  stellen  die  dieser  Wahl  von  q}{x) 
entsprechenden  Gleichungen  (9)  jene  infinitesimale  Transformation  dar. 
Die  Function  A  bestimmt  sich  dann  nach  (10)  durch  die  Gleiclnuig 

-   l   (n  —  l) 

X  =  const.  (§'(a;))     "  , 

Schlesinger,  Diflerentialgloichungen.    II.  13 
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wenn  wir  also  die  Constante  der  Integration  gleicli  Eins  wählen,  so 
haben  wir 

-  1  ("-') 

Entwickeln  wir  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichuii«'-  luu-li 
Potenzen  der  unendlich  kleinen  Grösse  6  und  vernachlässigen  die  zweite 
und  die  höheren  Potenzen  derselben,  so  kommt 

/i  =  i  -y(«-  i)n\.-^) 

und  hiernach 

Führen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (9)  ein,  so  ergiebt 
sich,  wenn  die  höheren  Potenzen  von  e  immer  vernachlässigt  werden 
und  x  an  Stelle  von  n  —  x  gesetzt  wird, 

X — 1 

(20)    q=PA^—^n\^d-Y'2''^       'Li-^i    —i^'-^        (•''•)5 

1=0 

(hes  ist  die  gesuchte  infinitesimale  Transformation.  Dieselbe  muss  nun 
durch  Differentiation  „erweitert"  werden;  man  findet 

(21)    ^  =  ^  (1  -  <v  +  ^^n'^xi)  -  ^.pj'^\x) 

1  =  1 

/=o 

Setzt  man  die  sich  aus  (20),  (21)  ergebenden  Werthe  der  (j^  und 
ihrer  Ableitungen  in  den,  abgesehen  von  den  constanten  (numerischen) 
Coefficienten,  aufgestellten  Ausdruck  einer  Invariante  0^.(1)  ein,  so  muss 

r(^)"0,,a)  =  0(a;j, 
also,  da  nach  (19) 

^'{xy=l-{-vex'(x) 
zu  nehmen  ist, 

(1  +  vsx'^.x^)&,.ii)  =  &,(^) 

sein,  und  diese  Gleichung  muss  identisch  bestehen.  Daraus  ergeben 
sich  nun  die  erforderlichen  Bestimmungsgleichungen  für  die  noch  un- 
bekannten numerischen  Coefficienten  der  Invariante  0,,(^)- 
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1H,'5.  Explicite  Form  der  linearen  Invarianten  vom  Gewichte  3,  4,  5,  6,  7 
und  des  linearen  Theiles  derselben  für  beliebiges  Gewicht. 

Nt'hnu'ii  wir,  du  iiir  v  =  'i>,  al)gt'seheii  von  einem  constanten  Factor, 
keine  andere  Invariante  wie  die  bereits  «gefundene  ^.^(JC)  existiren  kann, 
den  Kall  /' =  4,  wo  also  ö^(|i  in  der  Form  ilT)  darstellbar  sein  uuiss. 
Nach  (2(»l  ist  für  x  =  jf 

'j,=pj  1  —  '-^n'  ^f^O  —  -Q-  i,^*  +  1  ^n"'^^) , 

also,  immer  wieder  nnter  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  f, 

^o'  =7^"t  ^  —  4f  ;K'(a;,))  —  y  (.»*  "f-  V)*z'^'(-^)i\' 
und  für  X  =  4 

ferner  hat  man  nach  (21) 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

(^"/i  +  H1{1)  +  cq;'{X)  +  ^  ^V)  (1  +  ^s%^x) 

ein,  so  kommt  nach  Division  durch  —  £ 

./  [ ^\f{x)ii^  +  [n  +  5)x^=*'(:r)i>^,  H-  ;'^  («  +  1  );t'''(^0 }  +  3" ^ (»  +  1);k'"(^);>3 

woraus  sich 

b  =  —  2a, 

6 
C  =  —  «, 

3   5« +  7 
o    n-f- 1       ' 
also  für  a  =  1 

ersriebt.     Auf  ähnliche  Weise  findet  man  für  v  =  b 

13* 
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ö»« = *5W = p,  - 1  p:w + y  Ps'{^)  -  r  i-rw 

7      n  +  1     ■'  -    :'  ^   ^ 

Wendet  man  das  gleiche  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Invariante 
vom  Gewichte  (')  an,  so  bleibt  nicht  wie  bei  v  =  3,  4,  5  nnr  ein 
Coefticient  (der  als  constanter  Factor  unwesentlich  ist),  sondern  es 
bleiben  zwei  Coefficienten  willkürlich.  Dies  hängt  mit  dem  Umstände 
zusammen,  dass  ja  offenbar  d^,^'  eine  Invariante  vom  Gewichte  0  ist, 
so  dass  also,  wenn  ■O'^.  eine  specielle  Invariante  dieses  Gewichts  be- 
deutet, auch 

.       a  (.*>,.,  +  h»;) 

eine  Invariante  vom  Gewichte  6,  und  zwar,  da  sie  zwei  willkürliche 
Constanten  a,  b  enthält,  die  allgemeinste  Invariante  dieses  Gewichtes 
sein  wird.  In  der  That  zeigt  sich  auch,  dass  der  zweite  bei  Bestim- 
mung von  &^.  willkürlich  bleibende  Coefticient  mit  &^'  multiplicirt  ist. 
Wir  werden  diejenige  Invariante  vom  Gewichte  G,  die  man  erhält,  wenn 
dieser  Coefticient  gleich  Null  gewählt  wird,  durch  d-^.  bezeichnen.  Es 
ergiebt  sich 

Da  für  V  =  1  das  Product  ■9'.,  ■9',  eine  Invariante  vom  Gewichte  7  ist, 
so  werden  bei  Bestimmung  von  0^  auch  zwei  Coefficienten  willkürlich 
bleiben,  von  denen  der  eine  ein  constanter  Factor,  der  andere  mit 
■9^3 #^  multiplicirt  ist.  Die  bei  Anullirung  des  letzteren  sich  ergebende 
Invariante  bezeichnen  wir  durch  •9-^,  dieselbe  ist 

*,w =ft  -li-zw + ^p:(/)  -  ~pT(^) + %pfi^)  -  kp^i^) 

2111W  +  13        -    ,   s  9    385w^4-1728«  +  1919       2^/   ^ 


Von  diesen  Ausdrücken,  die  wir  durch  das  an  den  Beispielen 
V  =  4,  5,  6,  7  dargelegte  und  allgemein  angedeutete  Verfahren  er- 
halten, wäre  a  posteriori  noch  nachzuweisen,  dass  es  auch  wirklich  In- 
varianten sind.  Man  kann  diesen  Nachweis  führen,  indem  man  zeigt, 
dass  ein  Ausdinick,  dessen  sämmtliche  Terme  in  dem  angegebenen 
Sinne  dieselbe  Dimension   liabeu   und  der  bei  dn-  infinitcsiiualcii  Trans 


^,,_2,- W         2  (2  i  +  1)  (r  -  i  +  1)  •P.-2/-1  W 
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formation  (10)  die  InvHriaiitf'iK'i^'cnsrhaft  besitzt,  aucli  für  die  beliebige, 
^  =  (p(x)  entsprechende  Transibnuiitiou  (relativ)  invariant  bleiben  muss. 
Man  hat  sich  hierbei  des  Principe  zu  bedienen,  wonach  eine  endliche 
Variation  durch  Supei-position  infinitesimaler  Variationen  erzeugt  werden 
kann;  wir  gehen  auf  diesen  Nachweis  nicht  näher  ein. 

Die  so  bestimmten  Invarianten  haben,  wie  wir  an  den  ausgerech- 
neten Beispielen  sehen,  die  Eigenschaft,  aus  einem  in  den  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  und  deren  Ableitungen  linearen  und  einem 
mit  2K,  oder  einer  Ableitung  von  }>.,  multiplieirten  nicht  linearen  Theile 
zu  bestehen.  Herr  Forsyth  nennt  sie  aus  einem  sehr  l)ald  darzulegen- 
den Grunde  lineare  Invarianten. 

Für  den  linearen  Theil  einer  Invariante  vom  Gewichte  v  hat 
Herr  Brioschi  die  folgende  Formel  aufgestellt 

1  =  0 

woselbst 

_  ^         {V  -  2i  -  2)  {v  -  2^•  -  ifjv  -  2^  . 

^yi)—  ^>         »■,'•  +  1         4(i  +  l)(2*-|-l)(v  — i— 1)(2j;  — 2i  — 3)      ',' 

zu  nehmen  ist.  Indem  man  der  Invariante  &^  mit  geeigneten  numeri- 
schen Factoren  multiplicirte  Producte  von  der  Form 

&  ®  (?<•) 

?    '' — a 

hinzufügt,  kann  man,  wie  Herr  Forsyth  gezeigt  hat,  auch  für  v>  7 
bewirken,  dass  die  nicht  linearen  Glieder  der  so  entstehenden  Invariante 
vom  Gewichte  v  entweder  p.,  oder  eine  Ableitung  von  p^  als  Factoren 
enthalten.  Die  so  normirteu  Invarianten  sind  dann  eindeutig  be- 
stimmt (abgesehen  von  einem  constanten  Factor),  wir  wollen  dieselben 
mit  {>,.  bezeichnen.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  linearen  Theile 
der  Invarianten,  wie  ans  dem  Brioschi 'sehen  Ausdrucke  ersichtlich  ist, 
von  n  unabhängig  sind. 

Die  n  —  2  linearen  Invarianten  -S-, ,  -O-, ,  •  •  •  0-  können  auf  eine 
besonders  einfache  Form  gebracht  werden,  wenn  man  noch  in  geeigneter 
Weise  über  die  unabhängige  Variable  ^  der  transformirten  linearen. 
Differentialgleichung  verfügt.  Bisher  war  nämlich  nur  durch  die  For- 
derung 2j  =  0  der  Factor  A  festgelegt  (vergl.  Gleichung  (10)  S.  189), 
während  i,  =  (p(x)  noch  ganz  willkürlich  gewählt  werden  konnte. 
Fügen  wir  jetzt  noch  die  Forderung 

hinzu,  so  ergiebt  die  Gleichung  (11)  (S.  189) 
2Z'(x)  =  Z^-f /_^-^i),; 


liiy  X.   SiiecioUc  rioblemo  dor  (iruiiiu-ntboorio.    Kapitel  .'>. 

setzen  wir  also 

so  genüfxt  die  so    dcfiiiiite  Function   i;  von  .f   der   linearen  DitlVrential 
gleichung  zweiter  Onluiing 

und  es  ist 

Die  aus  (A^  durch  die  Transformation 

//  =  ^        -^      ^  =    /   72- 

hervorgebende  Differentialgleichung  (B)  ist  also  so  beschaf- 
fen, dass  in  derselben 

ist;  die  Keduction  von  (A)  auf  diese  canonische  Form  er- 
folgt durch  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 
(22)  und  Ausübung  einer  Quadratur. 

Für  n  =  '2  liefert  dies  die  in  der  Nr.  If^l  (S.  185)  ausgeführte 
Reduction  auf  die  Form 

(fz  _ 

Für  diese  canonische  Form  reduciren  sich  also  die  Invarianten 
&.,,  {>,,  •••  d^  auf  ihre  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichuntj 
und  deren  Ableitungen  linearen  Theile,  da  die  nicht  linearen  Theile 
entweder  mit  q„  oder  einer  Ableitung  von  cj,,  multiplicirt  sind;  in 
diesem  Falle  sind  jene  Invarianten  also  wirklich  linear,  und 
dies  ist  der  Grund  für  die  von  Herrn  Forsyth  gewählte  Bezeichnung 
derselben  als  lineare  Invarianten.  Wir  werden  im  Folgenden  von  dieser 
canonischen  Form  Avenig  Gebrauch  machen,  weil  im  Allgemeinen  die 
Coefficienten  derselben  transcendente  Functionen  der  unabhängigen 
Variabein  |  sind,  auch  wenn  die  Coefficienten  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  (A)  rational  oder  algebraisch  vorausgesetzt  werden. 

Wir  hatten  vorausge.setzt,  dass  in  der  Differentialgleichung  (A)  der 
Coefficient  der  (n  —  1)**^"  Ableitung  von  y  gleich  Null  sei,  und  hatten 
ferner  die  Transformation,  durch  welche  (A)  in  (B)  übergeführt  wird, 
so  eingerichtet,  dass  auch  in  (B)  die  (n  —  1  )*"  Ableitung  von  z  nicht 
vorkommt.  Es  hat  nun  keine  Schwierigkeit,  sich  von  dieser  Voraus- 
setzung zu  befreien  und  die  Theorie  der  Aequivalenz  zweier  „voUstän- 
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(li^ft'i"    liiicarei-    Dific'ivntiHl^leicbun^en    zu    entwickt'lii.      In    der    That, 
wenn   dii'  l)ei(leii   vollständigen  Diöerentialgleiehungen 

iluicli   t'iiio  Transt'onuatioii   von   der   l"'orni 

in  einander  übergehen,  so  geben  die  Differentialgleichungen 

WO  (vergl.  Nr.  172,  S.  146) 

gesetzt  wurde,  durch  die  Transformation 

aus   einander   hervor,   d.  h.  (A),  (B)  sind  dann  und  nur  dann  einander 
aequivalent,  wenn  (51),  (33)  einander  aequivalent  sind. 

Wir  haben  also,  um  die  Bedingungen  der  Aequivalenz  für  die 
vollständigen  Differentialgleichungen  (A),  (B)  aufzustellen,  nur  die 
Ausdrücke  der  Invarianten  d-^,  •d'j,  •  •  •  -O'^,  gebildet  aus  den  Coefficienten 
von  (?U  beziehungsweise  (S3\  darzustellen  durch  die  CoefHcienten  von 
(A)  beziehungsweise  (B),  was  mit  Hülfe  der  Formeln  der  Nr.  172 
(S.  147)  leicht  geschehen  kann. 


Sechstes  Kapitel. 

184.    Quadrinvarianten.    Absolute  Invarianten.    Differentialgleichung 
für  eine  aus  den  Integralen  der  gegebenen  Gleichung  gebildete  Form. 

Aus  den  (n  —  2)  linearen  Invariunten  d'.,,d',,-d-  kann  man 
duirh  mannie^faltige  Processe  andere  Invarianten  herloitt>n.  Besonders 
wichtig  sind  die  von  Herrn  Forsyth  sogenannten  Quadrinvariantcn 
vom  Gewichte  zwei,  die  sich  auf  folgende  Weise  ergeben. 

Wenn  wir  die  Gleichung 

logarithmisch  differentiiren,  so  erhalten  wir 

dx  dg 

und  durch  abermalige  Differentiation 

Setzt  man   die   sich  hieraus  ergebenden  Werthe  von  Z-,  Z\x]   in   die 
Gleichung  (11)  (S.  180)  ein,  so  kommt 


wenn 

j2 


gesetzt  wird.  Diese  Ausdrücke  für  i/  =  3,  4,  •  •  •  «  sind  jene  Quadrin- 
varianten;  .sie  reduciren  sich  für  die  canonische  F'orm  (^^  =  0)  der 
Differentialgleichung  (B)  auf 

Die  Invariante  O  wird  offenbar  dann  und  nur  dann  illusorisch,  wenn 
die  Invariante  0-^   identisch  ver.schwindet. 

Mit  Hülfe   dieser   2n  —  4   Invarianten   d^^,  (P^    (i=;i,4,      «)   können 
wir  nun  sofort  absolute  Invarianten,  d.  h.  solche  Au-sdrücke  bilden, 


*; 
'**: 

»' 

--^  =  ^ 

i,y 

.  *.' 

•^v 

' »: 
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die   vollstäiuli^  ungeäiHlfit  hlcihfii,    wenn   wir    in   densflbiii    die   Coeffi 
cienten  /).,,  )>^,  ■  ■  ■  j)^  von  (A)  dnrcli  die  (Joefficienten  der  transformirten 
Difterentialgleichung  (B)  ersetzen,    öolclif  absolute  Invarianten  sind  z.  B. 

durch    logaritlimisciie   Dillorentiation   dersell)en    ergeben   sich   die  (rela- 
tiven) Invarianten  vom  Gewichte  Eins: 


m) 


Für  die  explicite  Berechnung  der  linearen  Invarianten  hat  Herr 
Brioschi  noch  ein  zweites  Verfahren  angegeben,  welches  wir  auch 
schon  aus  dem  Grunde  darlegen  Avollen,  weil  sich  daran  folgenreiche 
Erwägungen  anknüpfen  lassen. 

Wir  schicken  die  folgende  einfache  Bemerkung  voraus. 

Hat  man  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  w*'^'"  Ordnung 
(A)  mit  irgendwie  beschaffenen  Coefticienten,  für  welche  y^,  y.^,  ■  ■  '  yn 
ein  Fundamentalsystem  darstellt,  und  bildet  man  aus  den  Elementen 
dieses  Fundamentalsystems  eine  homogene  ganze  rationale  Function 
m^^°  Grades  mit  unbestimmten  constanten  Coefficienten 

0  =  ^c.  .        y  (f-  •  •  u-  , 

^      '1'2    •■  '//i     '1'  '2  -^'m' 

SO   enthält   dieselbe   soviel  Terme,   als  man  Combinationen   der  Zahlen 

1,  2,  •  •    «  zu  je  m  mit  unbeschränkter  Wiederholung  bilden  kann,  d.  h. 

_  n  {n  +  1)  (-»  +  -2)  ■  •  ■  (H  +  w  -  1) . 
'^  ~  1  •  2  ■  •  •  m  ' 

wir  bezeichnen  diese  Terme  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit 

yi,y,r-Vi  =^      (/=i,2,...n). 

'1      'i  in 

Wenn  dann  die  y^,  y.,,  •  ■  ■  y,^  eine  lineare  Substitution  erfahren, 

'i 
/t=l 

und  wir  bilden  aus  den  ^.  («  =  i,  u«,      «)   die  entsprechenden  Ausdrücke 

M.    y.    ■  •  •  Tl.     =  Y.  ('  =  1,2,        N), 

so  sind  die  Y.  als  homogene  lineare  Functionen  der  Y.  mit  constanten 
Coefficienten  darstellbar.  Bilden  wir  also  die  Differentialgleichung 
N*"  Ordnung  für  1^ 
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(25)  i)[Y,  \\,  i;,   •   r;)  =  (), 

so  siml  die  Coefficieiiten  der  Ableitungen  von  1',  als  Fiuu-tionen  der 
?/]  >  !/•«>  *  ■  ■  y„  """^^  ihrer  Ableitungen  aufgefasst,  invariante  Functionen 
im  Sinne  der  Nr.  15  (Bd.  I,  S.  40)  für  die  DiÖerentialgleichung  (A); 
dieselben  lassen  sich  demnach  auf  Grund  des  Appellsclien  Satzes 
(a.  a.  0.)  darstellen  als  ganze  rationale  Functionen  der  Coefticienteu 
von  (A)  und  deren  Ableitungen  multiplicirt  mit  einer  bestimmten 
Potenz  von 

i^ivv  y>'  •  •  •  y,,)- 

Wenn  wir  die  Gleichung  (25)  durch  diese  Potenz  von  iHy^,  [f.,,  ■  ■  ■  //„) 
dividiren,  so  hat  dieselbe  Coefficienten,  die  in  den  ('Oefficienten  von 
(A)  und  deren  Ableitungen  ganz  und  rational  sind.     D.  h.: 

Die  Form  w/*®"  Grades  O,  gebildet  aus  den  Elementen 
eines  Fundamentalsystems  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung »*"  Ordnung  (A),  stellt  das  allgemeine  Inte- 
gral einer  ebenfalls  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
dar,  deren  Coefficienten  sich  aus  denen  von  (A)  und  deren  Ab- 
leitungen ganz  und  rational  zusammensetzen  und  deren  Ord- 
nung höchstens  gleich 

(Vj  ^  »(«  +  !)(»+ -2)  •••(» +  >»  —  !) 
1  •  2  •  •  •  »i 

ist.     Die   Ordnungszahl  N   wird   vrirklich   erreicht,   wenn   zwi- 
schen   den    y^,  y^,  ••  •  y     keine    homogene    ganze    algebraische 
Beziehung  mit  constanten   Coefficienten   vom   /«*""  Grade   be 
steht. 

Wenn  die  Coefficienten  von  (A)  i*ationale  Functionen  von  x  sind, 
so  gilt  das  Gleiche  für  die  Coefficienten  von  (25).  Wenn  in  (A)  der 
Coefficient  der  (n — 1)*^°  Ableitung  die  logarithmische  Ableitung  einer 
rationalen  Function  (der  Coefficient  von  y  gleich  Eins  genommen), 
d.  h.  wenn  die  Determinante  Diy^,  y.,,  •  ■  •  y^)  rational  ist,  so  ist  auch 

nach  dem  Appell'schen  Satze  rational,  d.  h.  auch  in  der  Difi'erential- 
gleichung  (25j  ist  nach  Division  durch  den  Coefficienten  von 

der  Coefficient  der  (N  —  If^"  Ableitung  die  logarithmische  Ableitung 
einer  rationalen  Function.  Man  kann  die  Dirt'erentialgleichung  (25) 
aus  (A)  in  einfacher  Weise  herleiten,  indem  man  setzt 

Y=y"\ 


18.').     I{riijsc  li  i'srlic    Kmiu   i\rv   liiv;iri;intf'n.  203 


1H5.    Differentialgleichung,    der    eine    Form    (n  —  1)'""    Grades    der 

Integrale  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt.     Neue 

Gestalt  der  Invarianten.     Differentialgleichungen  mit 

verschwindenden  Invarianten. 

Sei  mm  t,^,t.,  ein  Kundamentalsystem  der  Diö'ercntialgleichung  (22) 
(S.  198)  und  setzen   wir 

fr" — 1      I  c"  —  2  t,        I  I  (,n  —  1 

u  =  c.t       -{- c„t,      L -r  ■  •  ■ -\- c     ,t,      , 

SO  genügt  H  einer  lineareu  Differentialgleiclmng  von  der  Ordnung 

•2  •  3  •  •  • « 

T^^^l)!"  ~  '^' 

die  aus  (22)  durch  die  Substitution 

(,11  —  1 

hervorgeht  und  die  Gestalt  hat 

(26)  «/"'  +  n.^r,u^"-''^  -] \-  ru  =  0. 

Man  findet  durch  einfache  Rechnung 


o    (••')  /  ^    t    3  (5  n  4-  7)  , .  s 

/"ö  =  -P>  W  +     „  ^  1     i^2i^2  C^)^    ^i-  ^-  ^^'' 


(27) 

Bedeute  nun 

eine  Differentialgleichung,  die  aus  (B)  durch  die  Transformation 

hervorgeht,  dann  ist  also 

ij  =  —  v,     q)(x)  =  i<{t) 

die  Transformation,  welche  (A)  in  (C)  überführt.     Setzen  wir 

so  ist  wegen  q.^  =  0  (vergl.  die  Gleichungen  (22),  (23)  auf  S.  198) 

dt]  3  „_i 

,,,2   +„  +  1*^2'/  =  0,       Q  =  V         , 

und  der  Ausdruck 


n—l 

IV  =  r] 


genügt  der  Differentialgleichung 
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WO  die  r„,  r^,         i\^  aus  .s.,  ebenso  gebildet  sind,   wie  die  ;•,,  r^,  •  ■  •  r^ 

aus  }\,. 

Andererseits  ist  aber 

;i 

H  ^  —  IV, 
Q 

d.  h.  die  Differentialgleichung  (28)  geht  aus  (27)  durch  dieselbe  Trans- 
formation hervor,  wie  (C)  aus  (A);  die  Gleichungen,  durch  welche  die 
Grössen 

Sj'(xy  (x  =  2,3,-    •«) 

als  Functionen  der  p^,  /jg,  ■  ■  •  p^  dargestellt  werden,  bleiben  demnach 
bestehen,  wenn  man  in  denselben  an  die  Stelle  von  s^  setzt  r^  und  an 
die  Stelle  der  p.,,p^,---p^  die  ^2?  ''s?  ' ' '  '"«•  BiWen  wir  also  die 
Differenzen 

l   =  p   —  r  ,     m    =  f!   —  V, 

SO  bestehen  die  Beziehungen 

m/(xf  =  l^-^l,r(x) 
u.  s.  w., 
woraus  sich  sofort  Invarianten  vom  Gewichte  3,  4,  ■•  •  ergeben,  die  mit 
den  linearen  Invarianten  &.,,  ö-  •  •  •  übereinstimmen  müssen.    Man  hat  also 


I  .  ,  5    ,  ,,    -,     ,     15  ,  ,.      .  10  7n  + 13       , 


u.  s.  w. 
Aus  dieser  Form  der  Invarianten  -9-^  können  wir  einen  wichtigen 
Schluss  ziehen.  Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Differentialgleichung  (A) 
sei  so  beschaffen,  dass  ihre  sämmtlichen  (n  —  2)  linearen  Invarianten 
O-g,  9-^,  •  •  •  O'^  identisch  verschwinden,  dann  folgt  aus  den  Formeln  (29), 
dass 

h  =  ^,     Z^  =  0,     L  =  0,  •■•, 
d.  h.  dass 

P3  =  '"3»    Pi  =  ^'     ih  =  hy  ■  •  ■ 

ist.    In  diesem  Falle  stimmt  also  die  Differentialgleichung  (A)  mit  (26) 

überein,  und  wir  haben   den  von  Herrn  Brioschi   herrührenden  Satz: 

Wenn  die  sämmtlichen  linearen  Invarianten  einer  linearen 

Differentialgleichung  n*"'  Ordnung  (A)   verschwinden,    so   ist 
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diis  jillgt'iiu'iiu'  Jiitc^nal  von  ( A  j  eine  binäre  Form  (n —  ly*" 
Grades  mit  constanten  Coefficienten  ans  den  Pllementen  ^,,  ^^ 
eines  Fnndamentalsystems  der  linearen  Di  fferentialj^leichung 
zweiter  Ordnung  (22). 

Die  einfachste  Differentialgleichung  w*"'  Ordnung,  für  welche  säramt- 
liche  lineare  Invarianten  Q-..,  d-^,  ■  •  ■  d-^^  verschwinden,  ist  oft'enbar 

(30)  '^"^  =  0. 

Auf  Grund  des  allgemeinen  Princips,  wonach  die  Uebereinstimmung 
der  Invarianten  (abge.sehen  von  einer  Potenz  eines  bestimmten  Factors) 
für  zwei  Differentialgleichungen  nothwendig  und  hinreichend  dafür  ist, 
dass  sich  die.se  Differentialgleichungen  durch  eine  Tran.sformation  von 
der  Form 

(31)  y  =  Lz,     ^^  =  <p{x) 

in  einander  überführen  lassen,  schliessen  wir,  dass  sich  jede  Diffe- 
rentialgleichung (A),  deren  sämmtliche  lineare  Invarianten  identisch 
verschwinden,  durch  die  Transformation  (31)  auf  die  Form  (30)  redu- 
ciren  lassen  muss.  Wir  können  dies  aber  auch  mit  wenigen  Worten 
direct  beweisen. 

Sei   nämlich   (31)   die   Transformation,    durch    welche   (A)    in    die 
canonische  Form  (B)  mit  q.,  =  0  übergeführt  wird,  so  folgt  aus 

dass  auch  q.^  =  0,  dann  weiter  aus 

^,ix)  =  r(*y^(i)  =  <n 

dass  auch  q^  =  0  u.  s.  w.,  endlich,  dass  auch  </  ^  =  0  sein  muss.  Wir 
haben  also  den  Satz: 

Eine    Differentialgleichung    (A),     deren    sämmtliche    In- 
varianten verschwinden,  lässt  sich  durch  die  Transformation 

!>  =  i    -',  1=/  j., 

wo   ^   durch    die   Differentialgleichung    zweiter   Ordnung  (22) 

definirt  wird,  auf  die  Form 

^  =  0 
reduciren. 
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Diese  Art  von  l)ittV'renti!il«rk'ii-liun«ijeii  n''"'  Ordnuni;  stellt  also 
gleiehsam  die  tlirecte  Verallgeincinenui^  cimr  DitVcrentialfTleichuiig 
zweiter  Ordnung  dar;  der  vorhin  l)ewi(,'sene  Satz,  dass  das  allgemeine 
Integral  einer  solchen  Ditt'erentialgleiehung  )/'"'''  Ordnung  als  binäre 
Form  (ti —  1)'''"  (Jrades,  gebildet  aus  (kn  P]lementen  eines  Fundamental- 
svstems  von  (22),  darstellbar  ist,  lässt  diese  \'erallgenieinerung  eben- 
falls hervortreten. 

Die  DiÖerentialgleichung  (HO)  besitzt  das   Fumlanicntalsystem 

1      £     fc-     .  .  .    t""^ 

•■■7     b>     5   ?  b  5 

setzen  wir  also 

(32)  "^x  =  r~'  (x  =  l,2,...«), 

so  befriedigen  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  von  {ßO)  die 
(m  —  2)  homogenen  Relationen  zweiten  Grades 

(D)  ^'=^_r^%.  +  i  (x  =  2,3,%„-l). 

Diese  Relationen  sind  von  einander  unabhängig,  sie  definiren  also, 
wenn  wnr  die  s,,  z ,,  ■  ■  •  z  als  homotjene  (yoordinaten  eines  Punktes 
im  («  —  l)-fach  ausgedehnten  Räume  -R,,_i  deuten,  eine  Curve,  und 
zwar  eine  irreductible  Curve.  Diese  Curve  muss  die  durch  die  Glei- 
chungen (32)  definirte  Integraleurve  der  Differentialgleichung  (30)  ent- 
halten, sie  ist  also  mit  derselben  identisch. 

Die  Differentialgleichung  (A)  mit  versehwindenden  Invarianten 
besitzt,  da  sie  mit  (30)  durch  die  Transformationen  (31)  verknüpft  ist, 
falls  wir  das  Fundamentalsystem 

y_^  =  kz,^         (z  =  i,  2,  •  ■•«) 

zu  Grunde  legen,  dieselbe  Integraleurve  S  wie  (31),  also  bestehen  die 
Relationen  (D)  auch  zwischen  den  y^,  ]).,,■  •  ^„-     D.  h.: 

Die  Elemente  eines  Fundaraentalsystems  einer  Diffe- 
rentialgleichung n^'^^  Ordnung  mit  verschwindenden  Invarian- 
ten befriedigen  die  homogenen  quadratischen  Relationen  (D). 

Dieser  Satz  lässt  eine  Umkehrung  zu.  Wenn  wir  dieselbe  be- 
weisen wollen,  so  werden  w^ir  veranlasst,  uns  überhaupt  genauer  mit 
solchen  linearen  Differentialgleichungen  zu  beschäftigen,  zwischen  deren 
Integralen  homotjene  Relationen  bestehen. 
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18().    Homogene  Relationen   zwischen  den  Integralen.     Algebraische 
Integrale.     Spociolle  Relationen  zweiten  Grades. 

Wir  liattfu  schon  im  ncuiitcii  Abscbnitte  (Nr.  löT,  S.  9ö)  die 
lii'deutunfr  der  algebraisclu'U  Kelationen,  die  durch  die  Elemente  eines 
Fundamentalsystems  einer  gegebenen  Differentialgleichung  befriedigt 
werden,  für  das  Problem  der  Integration  hervorgehoben  und  hatten 
auch  schon  auf  den  nahen  Zusammenhang  liingewiesen,  der  zwischen 
Differentialgleichungen,  deren  Lösungen  solche  Relationen  erfüllen,  und 
Differentialgleichungen,  deren  Lösungen  algebraische  Functionen  sind, 
besteht.  Wenn  wir  jetzt  speciell  nach  homogenen  Relationen  zwischen 
den  Elementen  _?/j ,  //., ,  •  •  •  ?/„  eines  Fundamentalsystems  fragen,  so  ent- 
spricht dies  der  Auffassung  der  i/^ ,  //., ,  ■  •  ■  ij^^  als  homogener  Coordinaten 
eines  Punktes  im  2?      ,,  oder  der  damit  unmittelbar  zusammenhängenden, 

n  —  1 '  o  / 

wonach  an  Stelle  der  Integrale  selbst  ein  System  von  Integral- 
quotienten >;j,  1].^,  •  •  ■  Vn  —  i  ^^^°^  Gegenstande  der  Untersuchung  ge- 
macht wird. 

Irgend  eine  homogene  Relation  zwischen  den  Integralen  Vj,  V.,,  "Hu 
einer  Differentialgleichung  (A)  wird  auch  befriedigt  durch  die  ent- 
sprechenden Integrale  der  aus  (A)  durch  die  Ti-aiisformation 

y  =  A." 

hervorgehenden  Differentialgleichung.  Gehen  wir,  um  uns  ganz  dem 
in  den  letzten  Kapiteln  innegehaltenen  Gedankengauge  anzupassen,  noch 
einen  Schritt  weiter,  indem  wir  uns  auf  die  Betrachtung  homogener 
Relationen  mit  con stauten  Coefficienten  beschränken,  so  bleiben 
solche  Relationen  auch  bestehen,  wenn  wir  nicht  allein  eine  neue 
abhängio-e  Variable  durch  die  Gleichung 

sondern  auch  noch  eine  neue  unabhängige  Variable 

l  =  (p{x) 

einführen,  d.  h.  weim  wir  von  ( A)  zur  Differentialgleichung  (B)  über- 
gehen. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  ein  enger  Zusammenhang  bestehen 
muss  zwischen  solchen  homo<fenen  Relationen  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  und  den  Invarianten  einer  Differentialgleichung,  eine  Vermuthung, 
die  sich  ja  in  dem  Falle  der  Relationen  (D)  durch  den  am  Schlüsse 
der  vorigen  Nummer  (S.  206)  ausgesprochenen  Satz  bestätigt.  Dass 
es  aber  lineare  Differentialgleichungen  jeder  Ordnung  giebt,  zwischen 
deren   Integi-alen  homogene  Beziehvmgen   mit  constanten   Coefficienten 
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bestehen    und    für   welrbe    nicht   sämmtliclu'    Invaiianton    verschwinden, 
können  wir  dmrh  eino  (.'intache  Ueberlesfunif  sotbi-t  einsehen. 

Bedeuten  ?/j,//.,,  •  •  • //,^  irt,^'nd\vek'lie  algeliraische  Functionen  von  a*, 
zwischen    denen    keine    homogene    lineare    Heziehnng    mit    constanten 
Coefhcienten   besteht,    so    bihlen    dieselben    ott'enbar    ein    Fundamental 
System  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  n'"""  Ordnung 

deren  Coefficienten  ebenfalls   algebraische  Functionen  sind.     Die  Curve 

ist  dann  eine  algebraische  Curve  des  R      ,,  sie  muss  sich  foltjlich  durch 
eine  gewisse  Anzahl  von  unabhängigen  homogenen  Gleichungen  zwischen 

(2)  f;(y„     II.,    ■    ■    ■    II,)    =    0  (/=l,2,li,...) 

definiren  lassen,  wo  die  /".  ganze  rationale  homogene  Functionen  mit 
constanten  Coefficienten  ihrer  Argumente  bedeuten.  Die  Anzahl  dieser 
(jrleichuugen  ist  jedenfalls  nicht  kleiner  wie  n  —  2.  Nach  einem  Satze 
von  Kronecker  (Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  alge 
braischen  Grössen,  Festschrift  etc.,  Berlin  1882,  S.  30)  reichen  im 
Allgemeinen  stets  n  solcher  Gleichungen  zur  Definition  einer  alge 
braischen  Curve  des  li  ,  aus,  für  w  =  3,  d.  h.  für  eine  ebene  Curve, 
genügt  stets  eine  Gleichung. 

Die  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichungen  n^^'^  Ordnung 
bieten  also  ein  Beispiel  von  Differentialgleichungen  dar,  zwischen 
deren  Integralen  ein  System  von  homogenen  Relationen  mit  constanten 
Coefficienten  besteht,  welches  im  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Kaume 
Fl     ,  ein  Gebilde  (n  —  2)'^''  Stufe,  d.  h.  eine  Curve  darstellt. 

n  —  1  ■'  ' 

Dabei  wurde  .stillschweigend  w  >  2  vorausgesetzt,  da  für  w  =  2 
offenbar  keine  homogene  Beziehung  mit  von  x  unabhängigen 
Coefficienten  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems 
bestehen  kann.  Diese  Voraussetzung  ist  dann  auch  im  Folgenden 
festzuhalten. 

Gehen  wir  von  der  Differentialgleichung  (1)  durch  die  Tran.s- 
formation 

(3)  y  =  ^2,     i  =  (p{x) 

zu  einer  Differentialgleichung 

(4)  'r^"'^''^--'"^    ■^^""^^ 

über,  so  bestehen  zwischen  den  Elementen  des  Fundamentalsystems 
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1 

Z   =     -  y  (x  =  i,2, ■  ■Fl) 

dieselben  Uelutiuuen  (2 1,  d,  h.  e.s  i.st  aiieli 

(5)  f.{z^,  5-,,  •••  Zj  =  0  (.  =  1,2,:.,     ). 

Wenn  in.sbesondere  <p{x)  als  id<^ebraische  Function  und  A  als  eine 
Fimction  gewählt  wird,  deren  logarithmische  Ableitung  algebraisch 
von  X  abhängt,  .so  .sind  (vergl.  Nr.  172,  S.  145,  Gleichungen  i2,),  '4)) 
auch  die  Coefficienten  von  (4j  algebraische  Functionen  von  ^.  Falls 
auch  A  selbst  eine  algebraische  Function  von  x  beziehungsweise  |  ist, 
so  ist  die  Dilterentialgleichung  (4)  algebraisch  integrirbar;  wenn  A 
keine  algebrai.sche  Function  ist,  so  sind  nur  die  Integralquotienten 

Zi  2/1  'x 

algebraische  Functionen  von  x. 

Sei    nun    f.,  t,,  ■■  ■  t     irgend    ein    Sy.stem    von    Functionen    einer 
Variabein  r,  welches  die  Relationen 

(C)  (/.(t^,  t,,  •  ■  •  Q  =  0        (,•  =  1,2,3,...) 

befriedigt,  wo  die  g.  ganze  rationale  homogene  Functionen  ihrer 
Argumente  bedeuten,  und  mögen  die  Gleichungen  (G),  wenn  wir  die 
/j,  f.,,  •  •  •  t ^  als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes  der  (w  —  1  )-fachen 
ebenen  Mannigfaltigkeit  -R„_i  auffassen,  ein  Gebilde  (n  —  2j**''  Stufe 
im  -??,,_ j  definiren,  und  zwar  möge  dieses  Gebilde  eine  „möglichst  ge- 
krümmte" Curve  sein  (vergl.  Nr.  169,  S.  133),  so  dass  also  zwischen 
den  t,,  t ,,  ■  ■  •  f  keine  homof^ene  lineare  Relation  mit  von  t  unab- 
hänt^igen  Coefficienten  bestehen  kann.  Dann  lassen  sich  aus  den  Glei- 
chungen  (ß)  die  Quotienten 

I±l  =  t  (>:=l,2,--7,-l) 

als  algebraische  Functionen  etwa  von  t,^  berechnen, 

t^  =  Ä^{ti)  (x  =  2,3,..-n-l). 

Bedeutet  y^,  y„,     '  '  Vn  i^'g^rid  ein  Functionssystem  von  x,  welches 
dieselben  Relationen 

0)  yM'i^V'^  ■  ■  yJ=^^^      (.=1,2,3,..) 

befriedigt,  so  ist  auch 

Vi     =— -^  =  J.()L)  K  =  2,3,...n-H. 

t/., 

wo  K,   gleich  —  gesetzt  wurde. 

'1  =  Vi 

Schlesinger,  Differentialgleichaugen.     II.  14 
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Statuiren  wir  nun  zwischen  r  und  x  v'uw  lio/ieliung,  indem  wir 
setzen 

(8)  nX^)-=^r\ 

woraus  sieb   etwa 

T  =  i'{x) 

ergeben  möge,  und  bezeichnen  den  Quotienten 

l~(x) 
als  Function  von  a:  aufgefasst  durch  ft(a),  so  ist  demnach 

(9)  t^ {t  {X))  =  ^]^ix)  (X  =  1,  2,    . .  «  -  1) , 

(10)  ^(x)  t^{tp  ix))  =  ?/^(aO        (>^  =  1, 2, . . . «) , 

die  y  (x  =  i,  ä,  m)  sind  also  auch  linear  unabhängig  von  einander,  und 
die  lineare  Difierentialffleichunff 

(11)  [D(7/,,  ?/,,  •  •  •  7/;)]-'  D(y,  y^,  y.^,  ■  •  •  yj  =  U, 

für  welche  y^,  ?/., ,  ■  ■  ■  y^,  ein  Fundamentalsystem  constituiren,  geht  aus 
der  Differentialgleichung 

(12)         \T){tvU^---^,)Vm,t„t,,---t^)  =  o 

mit  dem   Fundamentalsysteme  t^,  /.,,  ■•  •  ^„  durch  die  Transformation 

(18)  y  =  ^(rr)^,     x  =  i>{x) 

hervor.     Also    unterscheiden    sich    die    Invarianten    ■9-     für    die    beiden 

I' 

Differentialgleichungen  (11),  (13)  nur  durch  die  v*®  Potenz  von  tp' {x) 
als  Factor  (v  :=  3,  4,  •  •  •  n).     Wir  haben  also  den  Satz: 

Zwei  lineare  homogene  Differentialgleichungen  w*^""  Ord- 
nung, die  bei  geeigneter  Wahl  der  Fundamentalsysteme  die- 
selbe algebraische  Integralcurve  besitzen,  sind  im  Sinne  der 
Nr.  181  (S.  187,  188)  einander  aequivalent. 

Daraus  ergiebt  sich  sofort  die  Umkehrung  des  in  der  Nr.  185 
(S.  20Gj  bewie.senen  Satzes,  d.  h.  wir  können  sagen: 

Wenn  die  Elemente  eines  Fundainentalsystems  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  w'"  Ordnung  den 
n  —  2  Relationen  (D)  (S.  200)  Genüge  leisten,  so  verschwin- 
den die  sämnitlichen  Invarianten  %•  (j=3,4,  «)  dieser  Üiffe- 
rentialgleichung,  und  ihr  allgemeines  Integral  ist  folglicli 
als  binäre  Form  (« —  l)*»"'  Grades  der  Elemente  eines  Funda- 
mentalsystems einer  homogenen  linearen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  darstellbar. 
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IX".     Satz    über    lineare    DiflFerentialgleiehungen    mit    algebraischen 

Coefflcienten    und    algebraischer   Integralcurve,     Monodromiegruppe 

im  Falle  algebraischer  Coefflcienten, 

VVii-   können   aber   aus   dem    in    ilcr    vorigen   Nummer    bewiesenen 
Satze  noch  eine  andere  interessante  Folgerung  ziehen. 
Sei  nämlich  eine  lineare  Ditferentialgleichung 

^  dx"  ^^'  dx'—'    ^  ' " 

vorgelegt,  deren  Coefficienten  algebraische  Functionen  sind, 
und  von  dei-  bekannt  sein  möge,  dass  die  Elemente  ?/j,  i/.,,  •  ■  ■  y^  eines 
Fundamentalsystenis  die  Relationen  (7)  erfüllen. 

Man   kann  dann  offenbar  einen  Parameter  t  so  einführen,  dass  die 
Quotienten 

Vi  '" 

dadurch,  dass  man  sie  gewissen  algebraischen  Functionen  von  t 

l]^=B^ix)  (x  =  l,2,      -n-l) 

gleich  setzt,  die  Gleichungen 

9ii},   V„   %>,■•■   ^,-l)  =  0  (-=1,2,3,...) 

identisch  befriedigen.  Nimmt  man  dann  noch  irgend  eine  algebraische 
Function  von  r 

^  =  ^iy) 

hinzu   und  setzt 


Z+l  1     'X 


71  —  1) 


^+1 

30  constituiren  die  t,,t,,  ■  •  •  t  ein  Fundamentalsystem  einer  algebraisch 
integrirbaren  linearen  Differentialgleichung  w**"^  Ordnung  (12),  deren 
Coefficienten  algebraische  Functionen  von  x  sind,  und  deren  Integral- 
curve durch  die  Gleichungen  (6)  dargestellt  wird.  Diese  Differential- 
gleichung ist  also  mit  (A)  aequivalent,  d.  h.  wir  haben 

Die  Function  ^  bestimmt  sich  dabei  in  folgender  Weise.    Setzt  man 


dz 


=  -sM, 


so    ist   s, (t)    der   Coefficient    der    (;?  —  l)**-"   Ableitung    von    t    in    der 
Differentialgleichung  (12).     Die  beiden  Grössen 

ye  ,      te 

14* 
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f^ind  dann  zufolge  der  Gleichung  (10),  Nr.  181  (S.  189\  durch  die 
Beziehung 

1    /-  n  —  l    rt"{x)  1    ,. 

tf^^^  2      J    T   (x)  n*'     '         ■ 

ye  =  e  ^      '-  '      e  t 

mit  einander  verknüpft,  so  dass  also 

ji  — 1        1   ,.  1   ,. 

yi  =  \i>  (./• )  1  e  e 

oder 

_ "-^   _  1  /'    rf  _  1 

i^  =  Vi'\x)\    '  e  '"'^  '[^(^,^.,  •0]  " 

gefunden  wird. 

Betrachten  wir  nunmehr  eine  der  absoluten  Invarianten  (Nr.  184, 

S.  201) 

%'"        ^- 

Hl  »• 

Da  die  Coefficienten  von  (A)  zufolge  der  Voraussetzung  ebenso  wie 
die  von  (12_)  algebraische  Functionen  sind,  so  i.st  jede  dieser  absoluten 
Invarianten  sowohl  in  x  als  auch  in  t  algebraisch. 

Wenn  also  für  die  Differentialgleichung  (A)  nicht  alle 
diese  Invarianten  sich  auf  Constanten  reduciren  oder  illu- 
sorisch werden,  so  besteht  zwischen  x  und  t  eine  algebraische 
Beziehung,  d.  h.  1^(0;)  ist  eine  algebraische  Function  von  x. 

Li  diesem  Falle  ist  also  in  dem  Ausdrucke  für  lu  nur  der  Factor 

1   r 

—       Jpidx 

(15) 

nicht  nothwendig  algebraisch,  d.  h.  die  Integrale  von  (A)  unterscheiden 
sich  nur  durch  den  allen  gemeinsamen  Factor  (15)  von  algebraischen 
Functionen,  und  wir  haben  den  Satz: 

Wenn  die  Integralcurve  einer  linearen  Differentialglei- 
chung (A)  mit  algebraischen  Coefficienten,  für  welche  nicht 
alle  absoluten  Invarianten  (14)  sich  auf  Constanten  reduciren 
oder  illusorisch  werden,  eine  algebraische  Curve  ist,  so  sind  die 
Integralquotienten  algebraische  Functionen  der  unabhängigen 
Variabein,  und  die  Integrale  selbst  können  sich  von  alge- 
braischen Functionen  nur  durch  einen  allen  gemeinsamen 
Factor  unterscheiden,  dessen  logarithmische  Ableitung  selbst 
eine  algebraische  Function  ist.  Wenn  also  überdies  der 
Coefficient  der  (n  —  1  )'*°  Ableitung  in  (A)  die  logarithmische 
Ableitung  einer  algebraischen  Function  ist,  so  ist  die  Diffe- 
rentialgleichung (Aj  algebraisch  integrirbar. 
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Sollet!  sich  für  (A)  alle  Invarianten  04)  auf  Constanten  reduciren, 
so  müssen  die  logurithmischen  Ableitungen  dieser  Invarianten,  d.  h.  die 
Invarianten  vom  Gewichte  Eins  (Nr.  184,  S.  201,  Gleichung  24), 

fl6)  d         ,        £  (i,»"  =  3,  I,         n;    n  4=  «<) 

identisch  verschwinden.  Dies  tritt  z.  B.  stets  ein,  wenn  alle  Invarianten 
^3>  ^4>  •  ■  ■  ^,  gleich  Null  sind,  wir  haben  dann  den  bereits  erledigten 
Fall  der  Relationen  (D). 

Es  giebt  aber  im  Allgemeinen  auch  noch  andere  Fälle,  wo  die 
Invarianten  (16)  verschwinden  oder  ihren  Sinn  verlieren.  Um  die 
Natur  dieser  Fälle  zu  ergründen,  wollen  wir  die  Monodromiegruppe 
der  Differentialgleichung  (A)    einer    näheren   Betrachtung   unterziehen. 

Wir  hatten  die  Coefficienten  von  (A)  als  algebraische  Functionen 
von  X  vorausgesetzt.  Hat  man  eine  endliche  Anzahl  algebrai.scher 
Functionen  von  x,  so  kann  man  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Abel  stets  eine  algebraische  Function  von  x  finden,  durch  welche  sich 
die  gegebenen  algebraischen  Functionen  rational  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  darstellen  lassen.  Wir  dürfen  also,  ohne  dadurch  die 
Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  voraussetzen,  dass  die  Coefficienten 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  (A)  rationale  Functionen  der 
beiden  durch  eine  irreductible  algebraische  Gleichung 
(I)  F(x,  s)  =  0 

verknüpften  Variabein  x  und  s  sind.  Dem  entsprechend  wollen 
wir  also  (vergl.  Nr.  61,  Bd.  I,  S.  217)  die  Coefficienten  j)^  von  (A) 
durch  Pj^{x,  s)  bezeichnen. 

Denken  wir  uns  über  der  a;-Ebeue  die  mehrblättrige  Riemann'sche 
Fläche  F  ausgebreitet,  welche  die  Verzweigimg  der  durch  die  Gleichung 
(Ii  definirten  algebrai.schen  Function  darstellt,  und  sei  q  die  von 
Riemann  mit  p  bezeichnete  Zahl  in  Bezug  auf  diese  Gleichung,  also 
nach  der  Bezeichnung  von  Herrn  Weierstrass  der  Rang  des  alge- 
braischen Gebildes  {x,s),  nach  Clebsch  die  Geschlechtszahl  der 
durch  die  Gleichung  (Ii  dargestellten  algebraischen  ebenen  Curve. 
Dann  ist  bekanntlich  die  Riemann'sche  Fläche  F  eine  {2q  -\-  l)-fach 
zusammenhängende;  wir  denken  uns  dieselbe  nach  dem  Vorgange  von 
Riemann  durch  2q  Querschnitte 

«D   ^i>   0.1.   ^o,  ■     ■  c  y   b 

1'        1'        2"        2"  o'       Q 

in  eine  einfach  zusammenhängende  F  zerschnitten,  indem  wir  z.  B.  das 
System  dieser  Querschnitte  von  einem  Punkte  (x^,  s^)  der  Fläche  F 
ausgehen  lassen,  so  dass  beim  Durchlaufen  des  ganzen  Systems  er.st  das 
eine  Ufer  des  Querschnittes  «  ,  dann  das  eine  Ufer  des  Querschnittes  b  , 
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Fig.  1. 


hierauf  das  andere  Ufer  von  a^,  dann  das  andere  Ufer  von  h^  der 
Reihe  nach  für  x  =  1,  2,  •  •  •  p  passirt  wird  ( vergl.  Fig.  1,  wo  der  Fall 
Q  =  4    schematisch    dargestellt    ist).      Den    so    gelegten    Querschnitten 

entspricht  dann  ein 
System  von  Normal- 
perioden der  zu  dem 
algebraischen  Gebilde 
(I)  gehörigen  Integrale 
erster  Gattung. 

Fixiren  wir  ferner  in 
der  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche  i*' die- 
jenigen (endlichen  und 
unendlich  fernen)Stellen 

an  denen  die  Coefficien- 
ten  i)^{x,  s)  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  un- 
endlich werden,  und  schliessen  diese  Stellen  durch  kleine  geschlossene 
Curven  aus  (eine  geschlossene  Curve  ist  dabei  so  zu  ziehen,  dass,  wenn 
der  Punkt  (a  ,  ß^),  den  sie  umgiebt,  ein  Windungspunkt  von  F  ist, 
die  betreffende  Curve  zu  ihrem  Ausgangspunkte  im  selben  Blatte  von 
F  zurückkehrt),  so  ist  die  auf  diese  Weise  entstehende  Fläche  T  eine 
{6  -\-  l)-fach  zusammenhängende.  Diese  denken  wir  uns  nun  wieder 
durch  die  6  Querschnitte  /^,  l,^,  ■  ■  ■  l^,  welche  Punkte  der  Ausschliessungs- 
curven  mit  Punkten  des  Querschnittssjstems  («,  b)  verbinden  und  weder 
sich  selbst,  noch  einander,  noch  die  Querschnitte  (a,  b)  durchkreuzen, 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T  zerschnitten. 

Betrachten  wir  eine  Stelle  dieser  Fläche  T,  so  sind  die  Coefficienten 
2)  {x,  s)  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebimg  derselben  nach 
positiven  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  des  Inci'ements  entwickelbar, 
je  nachdem  die  betreff'ende  Stelle  eine  reguläre  Stelle  oder  ein  Win 
dungspunkt  der  algebraischen  Function  s  von  x  ist.  Die  Integrale  von 
(A)  sind  dann  in  der  Umgebung  jener  Stelle  in  derselben  Weise  ent- 
wickelbar, wie  die  pjx,  s)  (vergl.  Xr.  (i'>^  Bd.  I,  S.  215);  wenn  wir  also 
ein  Fundamentalsystem  ?/,,  y.,,  •  •  •  //„  von  (A)  durch  seine  Anfangs- 
werthe  in  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  von  T  definiren,  so  ist 
dasselbe  innerhalb   T  eindeutig  festgelegt. 

Wenn  die   unabhängige  Variable  x  geschlossene   Wege  innerhalb 
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der  Riemann 'sehen  Fläche  be.schroil)l,  «lio  gowisse  der  Querschnitte 
a,  h,  l  überschreiten,  so  erfährt  das  Fundamentiilsystem  y^,  ijo,  •  •  ■  !/„ 
lineare  homogene  Substitutionen,  und  diese  constituiren  die  Mono- 
dromiegruppc  h  von  (A).  Eine  Basis  dieser  Monodromiegruppe  (vergl. 
Nr.  1H2,  S.  ())  erhalten  wir,  wenn  wir  die  linearen  Substitutionen 
der  y  ,  y.,,  •  •  ■  y,  betrachten,  welche  geschlossenen  Wegen  von  x  ent- 
sprechen, die  die  Querschnitte  a,  h,  l  einzeln  in  einer  bestimmten 
Richtung  überschreiten;  diese  Basis  besteht  also  im  Allgemeinen  aus 
'2q  -\-  (5  Substitutionen. 


188.    Fall  einer  rationalen  und  einer  elliptischen  Integralcurve. 
Die  Monodromiegruppe  ist  endlich. 

Die  Integralcurve  (S  der  Differentialgleichung  (A)  ist,  wenn  die 
!/p //o>  •  ■  • //„  f^ie  Relationen  (7)  (Nr.  186,  S.  20!»)  erfüllen,  eine  alge- 
braische Curve  des  U  ,,  dieselbe  muss  durch  die  Collineationen  des 
2?  welche   den   Substitutionen   der  Gruppe   Ji   entsprechen,   in   sich 

selbst  übergehen.  Im  Allgemeinen  kann  eine  algebraische  Curve  des 
JR     ,    nur  durch   eine   endliche  Anzahl   von   Collineationen    in    sich 

n  —  1 

selbst  transformirt  werden,  man  hat  nämlich  den  folgenden  Satz: 

Wenn    eine    algebraische   Curve   des   R     ,    durch    unendlich    viele 

O  n  —  1 

eindoutiff  umkehrbare  rationale  Transformationen  in  sich  selbst  über- 
geführt  wird,  so  sind  ihre  Coordinaten  entweder  als  rationale  oder  als 
eindeutige   doppeltperiodische  Functionen  eines  Parameters  darstellbar. 

Man  sagt  bekanntlich  von  einer  Curve,  deren  Coordinaten  sich  als 
rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen,  sie  sei  vom 
Geschlechte  Null  oder  eine  rationale  Curve,  von  einer  Curve 
deren  Coordinaten  sich  als  eindeutige  doppeltperiodische  Functionen 
eines  Parameters,  also  als  rationale  Functionen  zweier  durch  eine  alge- 
braische Gleichung  vom  Range  Eins  verknüpften  Yariabeln  darstellen 
lassen,  sie  sei  vom  Geschlechte  Eins  oder  eine  elliptische  Curve. 
Der  erwähnte  Satz  lässt  sich  also  auch  in  der  Form  aussprechen:  Nur 
eine  rationale  oder  eine  elliptische  Curve  des  -R„_j  kann  unendlich 
viele  eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformationen  in  sich  selbst 
gestatten. 

Was  den  Beweis  dieses  Satzes  anlangt,  so  bemerken  wir,  dass  sich 
derselbe  sehr  leicht  auf  den  Beweis  desselben  Satzes  für  den  Fall 
ebener  algebraischer  Curven  (n  =  3 )  zurückführen  lässt.  Für  diesen 
Fall  muss  man  zeigen,  dass  eine  ebene  Curve,  die  keine  rationale  und 
keine  elliptische  ist,  nicht  nur  keine  continuirliche  Schaar,  sondern 
auch  keine  unendliche  Anzahl  discreter  eindeutig  umkehrbarer  ratio- 
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naler   Transformationen   in   sich    selbst  pfestatten   kann:    wir   verweisen 

in  Bezug  hierauf  auf  die  Arbeiten  von  Herrn  Poincare  (Acta  Mathe- 
matica  Bd.  VII,  S.  16)  und  von  Herrn  Weierstrass  (Gesammelte 
AVerke  Bd.  II,  S.  235). 

Seien    r^^,  fj^,  ■  '  '  Vn  —  i    ^^^   (nicht  homogenen)   Coordinaten    eines 

Punktes  einer  rationalen  Curve,  so  lässt  sich  ein  Parameter  t  so 
finden,  dass 

^^x^'PxCO  (x=l,2,-n-l) 

ist,  wo  die  cp  rationale  Functionen  bedeuten  und  t  selbst  als  rationale 
Function  der  durch  die  Gleichungen  der  Curve  verknüpften  Grössen 
'Ji  >  ^^2'  ■  ■  ■  '^h—i  darstellbar  ist.  Die  eindeutig  umkehrbaren  rationalen 
Transformationen,  die  diese  Curve  in  sich  selbst  überführen,  entsprechen 
dann  den  projectiven  Transformationen 

von  t,  es  giebt  also  dann  stets  eine  von  drei  continuirlich  veränder- 
lichen Parametern  abhängige  Schaar,  oder  wie  mau  kurz  sagt,  es  giebt 
stets  CO  solcher  Transformationen.  Unter  diesen  kann  es  unendlich 
viele  Collineationen  geben,  es  kann  sogar  vorkommen,  dass  alle  oc 
Transformationen  Collineationen  sind.  Dies  ist  der  Fall  für  die  von 
Herrn  Klein  sogenannte  rationale  Normalcurve  des  J^„_j,  die 
sich  für  homogene  Coordinaten  y^,  y^f  '  '  '  Un  ^^^  ^®^'  Form 

darstellen  lässt,  wo  die  a  .  Constanten  bedeuten.  Dies  entspricht  also 
in  unserer  Theorie  dem  Falle,  wo  alle  Invarianten  0-..,  0-j,  •  •■  O-^^  der 
Differentialgleichung  (A)  identisch  verschwinden,  d.  h.  dem  Falle  der 
Relationen  (D);  wir  sehen  also  den  Satz  der  Nr.  185  (S.  204,  205) 
hier  in  einem  neuen  Lichte. 

Eine  elliptische  Curve  lässt  sich  in  der  Form 

darstellen,  wo  die  (p^,  (p^,  ■  ■  ■  g>„_i  doppeltperiodische  Functionen  mit 
denselben  Perioden  a^,  a,,  sind.  Den  eindeutig  umkehrbaren  rationalen 
Transformationen  dieser  Curve  in  sich  selbst  können  im  Allgemeinen, 
d.  h.  mit  Ausschluss  gewisser  specieller  Werthe  des  Periodenquotienten 

"i  • 

— ,  nur  die  Transformationen  von  t  in 

±t-\-  Ci 

entsprechen,  d.  h.  wir  hal)en  in-  diesem  Falle  eine  von  einem  continuir- 
lich veränderlichen  Parameter  abhängige  Schaar  oder  kurz  oo    solcher 
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Transformationen.  Aus  der  Theorie  der  elliptisehen  Functionen  schliesst 
man  leicht,  dass  unter  diesen  Transformationen  der  7^^  ^2'  '  '  "  ^«  -i 
stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  CoUineationen  enthalten 
sein  kann.     Also  können  wir  sagen: 

Nur  wenn  die  Integralcurve  (£  der  Differentialgleichung 
(A)  eine  rationale  Curve  ist,  kann  die  Anzahl  der  CoUinea- 
tionen des  -R„_i,  die  der  Monodromiegruppe  h  von  (A)  ent- 
sprechen, eine  unendliche  sein. 

Wir  wollen  die  Fälle,  wo  die  Integralcurve  G  eine  unendliche 
Anzahl  von  CoUineationen  in  sich  zulässt,  als  „Ausnahmefälle"  be- 
zeichnen und  vorläufig  nur  den  „allgemeinen"  Fall  in's  Auge  fassen, 
wo  die  Anzahl  dieser  CoUineationen  eine  endliche  ist. 

Wenn  wir  dann  von  der  Differentialgleichung  (A)  durch  die  Sub- 
stitution 

zu  einer  Difi'erentialgleichung  (Ä)  übergehen,  in  welcher  der  Coefficient 
der  (h  —  1)'^°  Ableitung  von  z  die  logarithmische  Ableitung  einer 
rationalen  Function  von  x  und  s  ist,  so  haben  wir  A  gleich  einem 
Ausdrucke  von  der  Form 

/r(.«,  x)d  X 

WO  r{s,  x)  eine  rationale  Function  von  s  und  x  bedeutet,  und  für  die 
DiflPerentialgleichung  (Ä)  sind  die  Transformationsgruppe  und  Mono- 
dromiegruppe unimodular,  also  jedenfalls  endlich,  wenn  die  entsprechen- 
den Gruppen  der  Integralquotienten  endlich  sind.  Beide  Gruppen  müssen 
(Nr.  157,  S.  95)  in  der  Gruppe  der  CoUineationen,  die  G  in  sich  selbst 
transformiren,  enthalten  sein,  also  besteht  für  die  Differentialgleichung 
(k)  die  Transformationsgruppe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Opera- 
tionen, sie  ist  folglich  mit  der  Monodromiegruppe  identisch  und  die 
Differentialgleichung  (Ä)  ist,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  158 
(S.  08\  algebraisch  integrirbar. 

Die  Integrale  von  (A)  unterscheiden  sich  demzufolge  von 
algebraischen  Functionen  nur  durch  einen  Factor  A,  dessen 
logarithmische  Ableitung  eine  rationale  Function  von  x 
und  i'  ist. 

Unter  diesen  „allgemeinen"  Fall  subsumiren  sich  also  diejenigen 
Fälle,  wo  für  die  Differentialgleichung  f  A)  nicht  alle  Invarianten  (16) 
identisch  verschwinden.  Es  werden  die  sämmtlichen  Invarianten  (16) 
also  nur  dann  gleich  Null  sein  können,  wenn  die  Curve  (5  eine  ratio- 
nale ist-,  dies  findet  sich  im  Falle  des  Verschwindens  aller  Invarianten 
■9-3,  9-^,  •  ■  ■  ^^  bestätigt.    Wir  gehen  jetzt  an  die  Erörterung  der  allge- 
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meinen  Frage  nach  dem  Verscliwiiulen  der  Invarianten  (16)  und 
schliessen  uns  dabei  an  Herrn  Wallonberg  an,  der  diese  Frage  zuerst 
in  voller  Allgemeinheit  erledigt  hat. 


189.    Differentialgleichungen,  für  welche  gewisse  Invarianten 
verschwinden.     Ausnahmefälle. 

Es  mögen  also  alle  Invarianten  (16)  verschwinden  oder  ihren  Siini 
verlieren,  während  einige  der  d-.^,  0-^,  •  •  •  -^^  von  Null  verschieden  sind. 
Sei  d-  die  lineare  Invariante  vom  kleinsten  Gewichte,  die  nicht  identisch 
verschwindet,  dann  setzen  wir 

wo  cc  eine  von  Null  verschiedene,  sonst  aber  willkürliche  Constante, 
tl.'{x)  eine  zu  bestimmende  Function  von  x  bedeutet.  Wir  setzen  in 
(A)  wieder  p^  =  0  voraus  und  transformiren  nun  (A)  durch  Einfüh- 
rung der  neuen  unabhängigen  Variabein 

r  =  iIj(x) 
in  eine  Differentialgleichung 

wo  also 

y  =  (i(x)t 

und  ^{x)  eine  bestimmte  Function  von  x  ist.  Da  die  «3^  ''4=!^)  gleich 
Null  oder  illusorisch  sind,  so  sind  die  Quotienten 

-^— =  — -,     &(r)  =  a, 
V'(^)        VW  " 

Constanten,  und  zwar  sind  dieselben  gleich  Null  oder  von  Null  ver- 
schieden, je  nachdem  ^^,{x)  verschwindet  oder  nicht. 

Für  die  Differentialgleichung  (C)  sind  also  alle  Invarian- 
ten ■9",.(^)  (für  V  =  3,  4,  ■  ■  ■  n)  Constanten. 

Wir  haben  nun  zu  unterscheiden,  ob  die  Invariante  (Nr.  184, 
S.  200) 

0  (x)  =  2x 5 (2x4-  1)1 r^ — ,—  «, 

von  Null  verschieden  ist  oder  nicht. 

Wenn  0^{pß)  verschwindet,  so  ist  auch  ^^(t)  gleich  Null,  also  da 
•9'j^(rj  =  «^  eine  Constante  ist,  auch  s„  gleich  Null.  Aus  der  Form 
der  linearen  Invarianten  O'^(t)  ergiebt  sich  dann,  dass  in  (C)  auch  alle 
übrigen  Coefficienten  constant  sind,  und  zwar  ist  s   gleich  Null  oder 
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Ton  Null  verschiedeil,  je  iiiu'h<lem  dif  Invariante  &^  ver- 
schwindet oder  nicht. 

Wenn  Oj.r)  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  dem  Ver- 
schwinden der  Invarianten  e^,  dass  auch  die  (^^uotienten 

^^ 

Constanten  sein  müssen.  Es  sind  also  für  die  DifiFerentialgleichung  (C) 
nicht  nur  alle  ■9',,(r),  sondern  auch  alle  ^,(t)  (für  i;  =  3,  4,  •  •  •  n) 
constant.     F'erner  ist 

2        12x2  '^.y'^) 

eine  von  Null  verschiedene  Constante,  und  ebenso  sind  die  übrigen 
Coefficienten  von  (C)  constant.     Wir  haben  also  den'  Satz: 

Wenn  für  die  Differentialgleichung  (A)  die  sämmtlichen 
Invarianten  (16)  verschwinden  oder  illusorisch  werden,  so  lässt 
sich  diese  Differentialgleichung  durch  die  Transformation 

ij  =  ,a(^)^     r  =  jIj(x) 
auf  eine  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten 
zurückführen. 

Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  ist  von  dem  Vorhandensein  der 
homogenen  Relationen  zwischen  den  Integralen  von  (A)  kein  Gebrauch 
gemacht  worden.  Wenn  nun  das  Bestehen  dieser  Relationen  noch  in 
Betracht  grezooren  wird,  so  kann  man  die  Beschaffenheit  der  Diffe- 
rentialgleichuug  mit  constanten  Coefficienten  (C)  noch  genauer  fixiren. 

Aus  der  bekannten  Form  der  Lösungen  einer  Differentialgleichung 
mit  constanten  Coefficienten  (Nr.  69,  Bd.  I,  S.  245)  folgt  nämlich 
(vergl.  Wallenberg,  Crelle's  Journal,  l^and  113,  S.  22),  dass  diese 
Lösungen  dann  und  nur  dann  mehr  wie  n  —  3  von  einander  unab- 
hängige homogene  Grleichungen  mit  constanten  Coefficienten  befriedigen 
können,  wenn  entweder  alle  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
(Nr.  69,  Bd.  I,  S.  245)  von  einander  verschieden  sind  und  in  rationalen 
Verhältnissen  zu  einander  stehen,  oder  wenn  diese  Gleichung  eine 
»fache  Wurzel  besitzt.  Der  letztere  Fall  entspricht  ofienbar  dem 
Falle  der  Relationen  (D). 

Wir  begnügen  uns  damit  zu  zeigen,  dass,  wenn  die  Verhältnisse 
der  Wurzeln 

9„  9r        •  Qn 

der  charakteristischen  Gleichung  von  (C)  rational  und  diese  Wurzeln 
sämmtlich  von  einander  verschieden  sind,  in  der  That  7i  —  2  von  ein- 
ander unabhängige  homogene  Relationen  zwischen  den  Integralen 
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f    =  e^"^  (x  =  l,  2,        n) 

bestehen  müssen,  die  eine  rationale  Curve  darstellen. 

Aus  der  Voraussetzung  folgt,  dass  sich  eine  Zahl  y  so  angeben 
lässt,  dass 

Q^  =  y9^         (''  =  1.2,      -) 

ist,  wo  die  q  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bedeuten.  Es 
ist  also 

(17)  t^  =  (e'^y>'  (x  =  l,2,..n), 

d.  h.  die  Integrale  lassen  sich  als  rationale  Functionen  des 
Parameters 

darstellen. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Formeln  (IT)  dargestellten  ratio- 
nalen Curve  ergeben  sich,  wenn  man 

?!>?,>>  9, 

voraussetzt  in  der  Form 

(18)  ^^'x  +  'x_,/V^^'x  (^_3,4,...„), 

worin 

f^y.  Pi  —  P2  Pi  —  P2 

»'x   ~    92  -  Px   ~    P2  —  Px 

ZU  nehmen  ist. 

In  diesem  Falle  ist  es  also  möglich,  dass  die  Transformations- 
gruppe der  DiflPerentialgleichung  (A)  keine  endliche  ist.  Um  die  Re- 
sultate in  übersichtlicher  Form  zu  erhalten,  wollen  wir  im  Folgenden 
voraussetzen,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehört,  auch  halten  wir  die  Annahme  2\  =  0  fest. 

Seien  dann 

die  nicht  identisch  verschwindenden  unter  den  Invarianten 

^  CD  (v  =  3,  4,  ■■•  r,), 

1  '  V 

und  möge  r/  das  Gewicht  von  ;'.  bedeuten.  Wenn  dann  die  ganzen 
Zahlen  9^,  9^^  '  '  '  0„,  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  lassen 
sich  ganze  Zahlen  Aj,  h^,  ■  ■•  h     so  bestimmen,  dass 

■y.=  1 

ist.     Die  Invariante 


•   -«i     -1)2 

J  JX        Ji  '      '      '     J; 
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ist   also    in   diesem  Fiille   vom   Gewichte  Eins.     Es  ist  dann  j(r)  eine 
Constante  und 

j(x)  =j{r)il,'(x), 

ul.so    iI''(ü:)    eine    rationale    Function    von   x,    da   die   Differential 
gleichung  (A)  der  Fuchs'schen  Classe  angehören,  also  rationale  Coefti- 
cienten   besitzen  sollte. 

Wenn  wir  in  die  Differentialgleichung  (C)  die  unal)hängige  Variable 
X  einführen,  so  verwandelt  sich  dieselbe  in 

—  d"  t  d"''U 

WO  die  jij,  •  ■  •  p^^  leicht  zu  bildende  Functionen  von  x  bedeuten:  diese 
Differentialgleichung  geht  aus  (A)  durch  die  Substitution 

y  =  fi(x)t 
hervor,  wo  nach  einer  oft  benutzten  Formel 

ii{x)  =  e 
ist.     Nun  ist  aber 

«(n  —  1)  tp" (x) 


wir  haben  also 


^^1  2  V'(a:)' 


n  — 1 

d.  h.  [a(./'jj"  ist  eine  rationale  Function  von  x.  Daraus  folgt,  dass  auch 
die  Differentialgleichung  (A)  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  so  dass 
insbesondere  (vergl.  Nr.  G2,  Bd.  I,  S.  220,  Gleichung  (F)) 


ist,  wo  F,  Q  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,   deren  Grad 
durch  den  Index  gegeben  wird,  und 

Qa  =  C-^'  —  «l)  ^^  —  "  J  •  •  •  (^  —  «a) 

ist,  wenn  a^,  a,,  •  •  ■  o.  die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung 
(A)  darstellen.     Die  letzte  der  Gleichungen  (19)  liefert 


es  muss  folglich,  da  t\x)  rational,  s^^  constant  ist,  F^^^_^^  die  «'^ 
Potenz  einer  ganzen  Function  (ö  —  1  )'*"  Grades  von  x  sein.  Durch 
Zerlesrung  in  Partialbrüche  finden  wir  demnach 
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also  durcli   Integration 

a 
x  =  l 

wo  die  c    Coustanten  bedeuten. 

Die  Integrale   von  (C)  sind  (vergl.  S.  220) 

t.  =  e''  (<■==!,  2,  ••■«), 

wir  haben  folglich   für  (A)  das  Fandamentalsystem 

n  —1 
\^    X  —  Cl  \11     ^  "^       \ 


19U.    Die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  sind 

rationale  Zahlen.    Allgemeiner  Satz  über  DifTerentialgleichungen  mit 

algebraischer  Integralcurve. 

Wir  fügen  jetzt  den  über  die  Ditt'erentialgleichung  (A)  gemachten 
Voraussetzungen  noch  die  Annahme  hinzu,  dass  die  Wurzeln  ihrer 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  rationale  Zahlen 
seien. 

Die  zu  x  =  a^  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  von 
(A)  hat  die  Wurzeln 

«  —  1    , 

—r~~^^y^'  (/  =  i,2,...«), 

dieselben  sind  also  von  einander  verschieden,  wenn  die  q.  (/  =  i, 2, ••■»o 
von  einander  verschieden  sind,  und  dies  war  (S.  219)  eine  Folge  der 
Annahme,  dass  die  Integralcurve  (5  von  (A)  eine  algebraische  sein  sollte. 
Umgekehrt  folgt,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  (A)  so  beschaffen  sein 
soll,  dass  die  sämmtlichen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  von 
einander  verschiedene  rationale  Wurzeln  haben,  dass  die  q^,  q„,  •  •  •  q^^ 
von  einander  verschieden  und  ihre  Verhältnisse  rational  sind. 

Da  die  Producte  c^q.  rationale  Zahlen  sein  sollten,  so  sind  jetzt 
die  y^,  y.2,  '  ■  '  y  Potenzen  mit  rationalen  Exponenten  von  rationalen 
Functionen,  oder,  wie  wir  kurz  sagen,  Wurzeln  aus  rationalen  Func- 
tionen, d.  h.  die  Differentialgleichung  ist  algebraisch  integrirbar.  Wir 
haben  somit  den  Satz: 

Wenn  die  Integralcurve  (£  der  zur  Fuchs'schen  Classe 
gehörigen    Differentialgleichung    ( A)    eine    algebraische    ist, 


lyo.    Fall  einer  algebraischen  Integralcurve.  22';^ 

und  die  Invuriuiiten  (16)  sind  säinmtlich  gleich  Null  oder 
illusorisch,  so  ist  C£  nothwendig  eine  rationale  Curve.  Sind 
die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
von  (A )  rationale  Zahlen,  und  besitzen  die  Gewichte  der  niclit 
verschwindenden  Invarianten  d-  ,  Q*  keinen  gemeinsamen 
Theiler,  so  ist  (A)  algebraisch  iutegrirbar. 

Sehen  wir  von  der  Voraussetzung,  dass  (£  eine  algebraische  Curve 
sein  soll,  ab,  so  haben  wir  den  Satz: 

Wenn  für  die  Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs'schen 
Classe,  deren  determinirende  Gleichungen  von  einander  ver- 
schiedene rationale  Wurzeln  haben,  alle  Invarianten  (IG)  ver- 
schwinden oder  illusorisch  werden,  und  die  Gewichte  der  nicht 
verschwindenden  unter  den  Invarianten  0-^,  ^^  keinen  gemein- 
samen Theiler  haben,  so  ist  (A)  algebraisch  integrirbar:  die 
Integralcurve  (S  ist  also  jedenfalls  eine  algebraische. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  die  Gewichte  g^,fj.,,  •  •  (f,,^ 
der  nicht  verschwindenden  unter  den  Invarianten  Q'^,  0^  den  von 
(Null  undj  Eins  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler  //  besitzen.  Dann 
ist  ilf'{x)  nicht  mehr  rational,  sondern  die  f/^"  Wurzel  aus  einer  ratio- 
nalen Function  B(x),  und  die  Integrale  von  (A)  haben  die  Gestalt 

_  ^ZLI  9 

PTJ/    \T        2o       o:  ryR(x)dx 

y.  =  [R(x)\  e^'-'  (i=:i,2,-n), 

dieselben  sind  also  im  allgemeinen  nicht  algebraisch. 

Wenn    ^r  >  2    ist,    so    sind    die    Invarianten    O^    sämmtlich    gleich 

Null,    und   die   Gewichte   der    nicht   verschwindenden  Q^^  genügen    der 

Bedingung 

V  ^  0  (^mod  g) . 

Dann  können,  wie  wir  in  der  Nr.  189  (S.  218)  gezeigt  haben,  in  der 
Diö'erentialgleichung  (C)  nur  diejenigen  Coefficienten  s^  von  Null  ver- 
schieden sein,  deren  Index  ein  Vielfaches  von  g  ist.     Wenn  nun 

n  =  xg  -{-  n 

ist,  so  lautet  die  charakteristische  Gleichung  von  (C) 

(20)         (,"  +  s,y-'  +  s^y-'^  +  •  •  •  +  ^,y  =  o, 

dieselbe  würde  also,  wenn  w  >  1  wäre,  eine  mehrfache  Wurzel  besitzen, 
und  dies  widerstreitet  der  Voraussetzung,  dass  (C)  eine  algebraische 
Integralcurve  (£  besitzen  sollte  (vergl.  Nr.  189,  S.  219).  Es  mu.ss  also 
n  gleich  Null  oder  Eins  sein.  Wenn  wir  im  letzteren  Falle  die 
Wurzel  Q  ^^  0   absondern,   so   zerfallen  die   übrigen  Wurzeln  von  (20) 


224  X.   Specielle  Probleme  <lor  (inippentheorie.    Kapitel  G. 

in  (Truppen  zu  je  //,  und  wenn  q^  eine  Wurzel  einer  solchen  Gruppe 
ist,  so  sind  die  übrigen  durch  die  Ausdrücke 

i^egeben,  wo 

gesetzt  wiirde.  Soll  die  Integralcurve  (S  eine  algebraische  Curve  sein, 
so  müssen  (Nr.  189,  S.  219)  die  Verhältnisse  der  Wurzeln  von  (20) 
rationale  Zahlen  sein,  dies  ist  nur  möglich,  wenn  </  ==  2  ist. 

In  diesem  Falle  müssen  alle  Invarianten  d'  ,  deren  Gewicht  eine 
uno-erade  Zahl  ist,  identisch  verschwinden.  Wenn  für  eine  Diti'erential 
gleichung  (A)  die  d;^,  ^^,  #,,  ■  •  •  .sämmtlich  gleich  Null  sind,  so  müssen, 
wie  leicht  einzusehen  ist,  auch  die  linearen  Theile  dieser  Invarianten 
gleich  Null  sein.  Hieraus  und  aus  dem  in  der  Nr.  183  (S.  197)  an- 
gegebenen Ausdrucke  des  linearen  Theiles  der  Invarianten  -ö-^  schliesst 
Herr  Brioschi: 

dass    eine   Differentialgleichung  (A),    für  welche    die  In- 
varianten 9-    mit  ungeradem  Index  v  verschwinden,  die  Eigen 
Schaft  hat,  mit  ihrer  Adjungirten  identisch  zu  sein. 

Wir  gehen  auf  einen  Beweis  dieses  Satzes  nicht  ein,  sondern  be- 
gnügen uns  damit,  aus  der  Annahme  g  ^  2  die  für  unsere  Diffe- 
rentialgleichung (A)  der  Fuchs 'scheu  Classe  mit  rationalen  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalffleichungen  und  algebraischer  Inte- 
gralcurve  sich  ergebenden  Folgerungen  zu  ziehen. 

Für  die  Differentialgleichung  (C)  folgt  aus  der  Form  der  linearen 
Theile  der  Invarianten  d'  ,  dass  die  Coefficienten  s  ,  deren  Index  eine 
ungerade  Zahl  ist,  verschwinden  müssen.     Je  nachdem  nun 

n  =  2  m     oder     n  =  2ni  -\-  1 

ist,  lautet  demgemäss  die  charakteristische  Gleichung 

beziehungsweise 

Im  letzteren  Falle  gehört  zu  der  Wurzel  (>  =  0  das  Integral 

von  (A),  dieses  ist  die  Wurzel  aus  eiiu^-  rationalen  Function,  wir 
können  uns  also,  wenn  «  =  2>//  -f-  1  ist,  nach  dem  Verfahren  der 
Nr.  18   (Bd.  I,   S.  47)    die    Differentialgleichung    (A)    durch    Kenntniss 


lyo.    Fall  einer  alf^obraischen  Tnto^ralcurve.  22') 

(lifst's   Iiitt'i^rais   aiil'   t'iiic   Differentialt^leiclnin«^   2y//'''''  Onliuuig    rcdiicirt 
dt'iiktii,  die  (itteiibar  auch  wiodtT  zur  Fiiflis'sclit'ii  (Hasse  gehören  wird 
und    auch   sonst    dioscdbeii   Kigciiscliuften    l)('sit/t    wie  (A).      Wir   setzen 
daniin  gleich   von  vornherein  n  ^^  2  )n   voraus. 
Dann  ist  also  

ip'(x)  =  yj{(x), 

und  die   Integrale  von  (A)  lauten 

n  — 1 
y.  =  [  li{X)]  C^'-f  ^        '  (.•  =  I,  2,    •  •  2m) , 

die  Pj,  Q,„  ■  ■  ■  Q.,^^^  sind  dabei  paarweise  einander  gleich  und  entgegen- 
gesetzt, sei  etwa 

Q.,       ,  =  —  9.,  ('■  =  !,  2,  ••■  »0, 

also 

Daraus  folgt,  dass  je  zwei  der  Integrale  von  (A),  nämlich  y.,,._, 
und  y^.^  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  rationalen  Coeftieienten 

et- r  1    JR'ix)  dv  2  -n/   \  /-w 

befriedigen,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (A) 
red u et i bei  ist. 

Da  die  Verhältnisse  der  q^,  q.,,  •  ■  •  q_,^^^  rational  sein  müssen, 
können  wir  setzen 

92i-i==   Y^l,-  ('  =  1,2,.  •■«,), 

wo  y  eine  Constante,  die  Ji.  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler 
bedeuten;  wir  haben  demnach 

_«— 1 
y,,_,  =  [i?(a;)]      '    «"'• 

_  "~^ 
y.^^=[R(x)]~    'co-"'- 
wo 

gesetzt  wurde;  d.  h.  die  Verhältnisse  der  y^,  ?/.,,  •  •  •  ^/.,  sind  rationale 
Functionen  des  Parameters  w,  und  die  Gleichungen  der  so  dargestellten 
rationalen  Curve  lauten  für  n  =  2ni 


(,  =  l,2,-m). 


(21)       ;     _.. 

(z  =  2,  3,  ■■  •  m) , 
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zu  denen  für  n  =  2}u  -\-  1  noch  die  Gleichung 

(22)  yu^ViVi 

hinzutritt. 

Die  Integrale  »/j  ,.?/.,,•••?/.. ,„  «i"<l  '"  diesem  Falle  algebraisch, 
wenn  die 

algebraisch    sind.     Die    Bedingungen    hierfür   ergeben    sich    aus    einem 
Satze  von  Abel  (Grelle 's  Journal  Bd.  I,  S.  221),  der  wie  folgt  lautet: 
„Wenn  ein  Integral  von  der  Form 

*f{x)dx 
¥(^' 

wo    f(i'),   (p(x)    ganze    rationale  Functionen  sind,    durch    Logarithmen 
ausdrückbar  ist,  so  lässt  es  sich  in  die  Form  setzen 

IJ  —  qycp  (x) 

WO  Ä  eine  Constante,  ^;,  q  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind." 

Wenn  also  die  Lösungen  y^,  y,^,  •  •  •  «/o,,,  unserer  Ditferentialglei- 
chuns:  alo-ebraische  Functionen  von  x  sind,  so  lassen  sie  sich  in  der 
Form 


S 


p  —  q^Eix)] 
darstellen,  wo  p,  q  ganze  Functionen,   a  eine  rationale  Zahl  bedeutet. 

Es  brauchen  aber,  wie  sich  an  einfachen  Beispielen  zeigen  lässt, 
die  w  .  1/  ,  •  ■  •  «,     nicht  immer  algebraische  Functionen  zu  sein. 

Wenn  wir  voraussetzen,  dass  die  Differentialgleichung  (A)  irre- 
ductibel  ist,  so  können  wir  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Integralcurve  einer  zur  Fuchs 'sehen  Classe 
gehörigen  irreductibleu  linearen  Differentialgleichung  w**"" 
Ordnung,  deren  determinirende  Fundamentalgleichungen 
lauter  rationale  Wurzeln  haben,  eine  algebraische  Curve  ist, 
so  ist  diese  Differentialgleichung  algebraisch  integrirbar, 
ausgenommen  wenn  die  Gleichungen  jener  Curve  von  der 
Form  (D)  sind,  d.h.  wenn  dieselbe  die  rationale  Normalcurve 
des  (n — l)-fach  ausgedehnten  Raumes  ist. 

Dieser  Satz  wurde  für  den  einfachsten  der  hier  in  Betracht  kom- 
menden Fälle  «  =  )j  zuerst  von  Herrn  Fuchs  aufgestellt.  Für  m  =  4 
hat  ihn  der  Verfasser,  für  allgemeines  n  Herr   VVallenberg  bewiesen. 


Elfter  Abschnitt. 
ForiHolirnni»'  niid  allj^emeiiie  Discnssion  der  lIiiikelir|>rol)leDie. 

Erstes  Kapitel. 

191.    Differentialgleichungen  dritter  und  vierter  Ordnung  mit 

einer    homogenen   Relation    zwischen    den    Integralen.     Covarianten. 

Hesse 'sehe    Covariante.     Werthe    der    unabhängigen   Variablen    für 

einen  Punkt  der  Integralcurve. 

Für  n  =  3  ist  der  Fall  des  Bestehens  einer  homoofenen  Relation 
mit  constauten  Coefficienten  zwischen  den  Elementen  y  y„,  y.^  eines 
Fundamentalsystems  der  einzig  mögliche,  der  in  Betracht  kommen  kann, 
derselbe  ist  also  durch  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  er- 
wähnten Fuchs'schen  Satz  erledigt. 

Für  w  =  4  wäre  nebst  dem  Falle,  wo  die  homogenen  Relationen 
zwischen  den  vier  Integralen  y^,  y^?  2/37  V^  ^i»e  algebraische  Curve 
definiren,  noch  der  Fall  in's  Auge  zu  fassen,  wo  dieselben  nur  eine 
Fläche  (Gebilde  erster  Stufe)  darstellen,  d.  h.  nach  einem  bereits 
(Nr.  186,  S.  208)  erwähnten  Satze  von  Kronecker,  wo  eine  und  nur 
eine  iiTeductible  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten 

(1)  /■(?/,,  y,;  .V:p  2/4)  =  0 

zwischen    den   Lösungen    y^,  ?/^,  y,^,  y^    der    gegebenen   Differentialglei- 
chung (Aj)  besteht.     In  diesem  F^alle  wäre  also  die  Integralcurve  ^ 
y^  =  y^(x)         (x  =  i,2,3,4) 

keine   algebraische,    sondern    eine    transeendente   Raumcurve,    die 
auf  einer  algebraischen  Fläche  liegt. 

Wenn  die  Ditferentialgleichung  (ÄJ  algebraische  Coefficienten 
hat,  so  kann  in  diesem  Falle  ihre  Transformationsgruppe  H  keine 
cndliclu-  sfin,  da  sonst  (A^)  algebraisch  integrirbar  wäre.  Wenden  wir 
auf  die  y^,  y.,,  y.,,  y^  eine  Transformation  dieser  Gruppe  H  an,  so  ver- 
wandelt sich  f(y^,  y^j  y.^,  y^  in  eine  homogene  F'unction  desselben 
Grades   der    y^,  y_,,  y.^,  y^,    die   ebenfalls   identisch   vei*schwinden   muss. 

15* 
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Zufolge  der  Yoraiisset/Aing,  dass  keiiu-  von  (1)  verschiedene  homogene 
Beziehung  zwischen  den  )/^,  //., ,  ?/.,,  y^  l)estehen  soll,  ergiebt  sich  dem- 
nach^ dass  sich  durch  Anwendung  einer  Transformation  von  H  die 
Form  /"  nur  mit  einer  Constauten  multipliciren  kann.  Wir  schliessen 
also  zuvörderst,  dass  die  Fläche  (1)  die  Eigenschaft  haben  muss,  durch 
eine  Gruppe  von  Collineationen,  die  aus  einer  oder  aus  mehreren  con- 
tinuirliehen  Schaaren  besteht,  in  sich  selbst  überzugehen. 

Die  Gruppe  der  Collineationen,  durch  welche  eine  algebraische 
Fläche  in  sich  selbst  transformirt  wird,  ist  jedenfalls  eine  algebraische 
und  muss  folglich  eine  algebrai.sche  continuirliche  (aus  infinitesimalen 
Transformationen  erzeugte)  ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten.  Man 
kennt  aus  Untersuchungen  der  Herren  Klein,  Lie  u.  a.  (vergl.  die 
Arbeiten  des  Herrn  Gino  Fano  in  den  Rendiconti  della  Accad.  dei 
Lincei  1895)  die  sämmtlichen  algebraischen  Flächen,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  durch  continuirliche  Schaaren  von  Collineationen  in  sich 
selbst  überzugehen;  diese  sind  also  die  einzigen,  die  die  Integralcurve 
imserer  Diiferentialgleichung  (AJ  enthalten  können.  Es  bedarf  aber 
noch  der  Untersuchung,  ob  die  Integralcurve  von  (AJ,  wenn  sie  auf 
einer  dieser  algebraischen  Flächen  liegt,  auch  wirklich  transcendent 
sein  kann,  d.  h.  ob  nicht  schon  daraus,  dass  zwischen  den  Integralen 
Vi}  11-2^  V-i^  Vi  ^^^  ^"^®  Relation  (1)  besteht,  deren  linke  Seite  sich  bei 
Anwendung  irgend  einer  Transformation  der  Transformation.sgi-uppe 
mit  einer  Constanten  multiplicirt,  mit  Nothwendigkeit  die  algebraische 
Xatur  der  Integralcurve,  d.  h.  das  Bestehen  einer  zweiten  von  (1)  un- 
abhänsrisren  ebenfalls  homogenen  Relation  erschlossen  werden  kann. 
Ohne  auf  die  Erörterung  dieser  Frage  genauer  eingehen  zu  wollen, 
begnügen  wir  uns  damit,  einige  Schlüsse  aus  dem  Bestehen  der  Rela- 
tion (1)  zu  ziehen,  wobei  wir  es  dahin  gestellt  lassen,  ob  neben  (1) 
noch  eine  zweite  davon  unabhängige  Relation  besteht,  sondern  nur 
allein  die  Voraussetzung  festhalten,  dass  f{y^,  y.,,  y.^,  y^)  sich  bei  An- 
wendung der  Transformationen  von  H  mit  einer  Constanten  multiplicirt. 

Denken  wir  uns  irgend  eine  Co  Variante  der  quaternären  Form 
f(yi7  y->7  y^f  y^)  gebildet,  d.  h.  eine  homogene  ganze  Function  von 
y  2/.,,  2/37  2/4  '^^^  d^^  Coefficienten  von  f\  die  die  Eigenschaft  besitzt, 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor  ungeändert  zu  bleiben,  wenn 
wir  in  derselben  an  Stelle  von-y, ,  y,^,  y^,  y,   setzen 

4 
(2)  ^«/.^x       (•■  =  ^'=-'-='.^) 

x  =  l 

und   an  Stelle   der  Coeffieienten   von  f(y^,  y.,,  y.^,  yj   die  Coefficienten 
der  Form 
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(^)       f(y^^r.if.,  y<^.jf.,  ^^.s.if...  ^^^.jx 

X  y.  /.  y.  ' 

wobei 

(«J  (Z,;*^  1,1',  3.  4) 

irgend  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
bedeutet.  Stellt  dann  (2)  eine  Transformation  der  Transformations 
gruppe  H.  imserer  Differentialgleichung  (A^)  dar,  so  unterscheidet  sich 
die  transformirte  Form  (;>)  von  /"(//j,  y.,,  y.^,  y,)  nur  durch  einen  con- 
stanten  Factor;  es  wird  folglich  jede  Covariante  von  filfu  V-,)  y>,j  2/J 
auch  nur  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirt,  wenn  man  in  der- 
selben auf  die  y^,  y.,,  y^^  y^  eine  Transformation  von  H  anwendet. 
Also  ist  die  logarithmische  Ableitung  einer  nicht  verschwindenden 
Covariante  von  fiy^,  y„,  i/.j,  y^  nach  x  eine  rationale  Differentialfunc- 
tion  der  y^,  ;/.,,  y.^,  y^,  die  bei  den  Transformationen  von  i/ ungeändert 
bleibt,  d.  h.  sie  ist  nach  dem  Picard-Vessiot'schen  Satze  eine  alge- 
braische Function  von  x,  wenn,  wie  wir  voraussetzen,  (AJ  algebraische 
Coefficienten  hat.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Eine  nicht  identisch  verschwindende  (Jovariante  von 
f(yi>  'J->y  y-^,  Ui)  ist  in  der  Form 

l'r{x)dx 

e' 

darstellbar,  wo  r(x)  eine  rationale  Function  desselben  alge- 
braischen Gebildes  bedeutet,  als  dessen  rationale  Functionen 
die  Coefficienten  von  (A,)  dargestellt  werden  können. 

Wenn  (AJ  insbesondere  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört  und  die 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  lauter  rationale  Wurzeln  haben, 
so  ist  jede  Covariante  von  f{y^,  //,,,  y..,  yj  die  Wurzel  aus  einer 
rationalen  Function  von  x. 

Bilden  wir  die  sogenannte  Hesse'sche  Covariante  von  f(yi,y.,,y.i,y.) 


(i,  /  =  1,  2,  3,  4) , 


so  ist  dieselbe  eine  homogene  Function  (\m  —  8)''^"  Grades  der 
Vi,  y2,y^,yi,  wenn  m  den  Grad  von  fiy^,  y.^,  y..,  y^)  bedeutet.  Dieselbe 
könnte 

1)  identisch  in  den  y^,  y„,  y.^,  y^  verschwinden, 

2)  die  Foi-m  fiy^,  y.^,  y^,  y^)  als  Factor  enthalten, 

o)  als  Function  von  x  verschwinden,  wenn  man  für  y^,  //.,,  y.^,  y^ 
die  Lösungen  von  (AJ  nimmt  und,  gleich  Null  gesetzt,  eine  von  (1) 
unabhängige  Relation  zwischen  den  Integralen  z/^,  //.,,  //„,  y^  darstellen. 
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Im  letztoirii  Falle  wäri'  ilic  Intcf^ralcurve  von  (Aj)  sicher  alge- 
braisch, so  dass  wir  also  auf  die  l)ereits  allgemein  erledigte  Frage 
zurückkämen.  Im  Falle  2l  denken  wir  uns  die  Ilesse'sche  Covariante 
durch  die  höchste  in  derselben  enthaltene  Potenz  von  f(y^,  y.,,  y.^,  y^) 
dividirt  und  bezeichnen  den  Quotienten  durch 

Dann  könnte  dieser  Quotient  eine  ('onstante  sein,  wenn 

2a)  m  =  '2, 

2b)  m  =  4  und  die  Hesse'sche  Covariante  das  Quadrat  der  Form 
selbst, 

2c)  >n  =  S   und  die  Hesse'sche  Covariante   der  Cubus  von  /   ist. 

Wenn  wir  von  diesen  Fällen  ebenso  wie  von  1)  vorläufig  absehen, 
so  ist  also 

wo  r(x)  eine  nicht  verschwindende  algebraische  Function  bedeutet. 

Sei  h  der  Grad  der  homogenen  Function  P(^^,  y,^,  y^,  y^,  dann 
ist  also 

(4)        P{y„  y.,  y.„  y,)  =  ///'^(^i,  %.,  %)  =  ^  '''''''''  =  z(^), 

woselbst 

^(^1,  V27  V,)  =  Pi'^7  Vi,%,  %) 
gesetzt  wurde. 

Denken  wir  uns  die  Integralcurve  (£  von  (A,)  dargestellt,  indem 
wir  ^]^,  r]^,  rj^  jetzt  etwa  als  gewöhnliche  Cartesius'sche  Coordinaten 
eines  Punktes  im  Räume   deuten    und   dieselben   als  Functionen  von  x 

auffassen 

r]_  =  rjjx)         (z  =  i,2, 3), 

so  wird  im  Allgemeinen  zu  jedem  Punkte  der  Curve  eine  gewisse 
Menge  von  a;-Werthen  gehören.  Diese  Werthe  haben  also  die  Eigen- 
schaft, dasSj  wenn  wir  uns  die  rj^,  r]„,  rj^  auf  geeigneten  Wegen  von  x 
aus  nach  einem  dieser  Werthe  hin  fortgesetzt  denken,  dieselben  Werthe 
der  Functionen  t^^,  t/^,  r^g  zum  Vorschein  kommen,  wie  für  den  Aus- 
gangspunkt X.  Sei  Xj^  irgend  ein  solcher  mit  x  zusammengehöriger 
Werth,  dann  ist  also 

und  folglich  nach  Gleichung  (4) 

(o)  ^^rv  = —r-\-        («  =  1,2,3,4). 
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Muohcii    wir   in   die    Üill'croiitiiilglciclmii«^ 

ilic  Substitution 

\  jr(x)dx 

y  =  e  s, 

so  vorwHudolt  sicli  dieselbe  in 

(Ä.)  ;^  +  ü, W  0  +  P,W  0  +  i*,(*)  ^  +  P, W^  =  0, 

WO  (^ver<i^l.  Nr.  172,  S.  145)  die  p.{pc)  ratiouule  Functionen  desselben 
alfjjebraischen  Gebildes  darstellen,  als  dessen  rationale  Functionen  die 
p.  ^/  =  l,2, 3, 1)  vorausgesetzt  wurden,  und  die  Ausdrücke 

(t))  z.{x)  =  y.ix)e      '  (.•=1,2,3,1) 

stellen  ein  Fundamentalsystem  von  (AJ  dar.  Ersetzen  wir  in  (AJ  die 
unabhängige  Variable  x  durch  x^,  so   besitzt   die  Differentialgleichung 

i  =  0  1 

die  Integrale  z^{x^  für  i  =  1,  2,  3,  4,  also,  da  zufolge  der  Gleichungen 

lö),  (6) 

Z.{X;)  =  e        *  ^.(•^)  ('  =  ^'2,3,4) 

ist,  wo  (j  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  auch  die  Integrale 

z^ix),    z.^{x),     z.^{x),     z^ix). 
Sei  nun 

x  =  (p{x^) 

und  führen  wir  in  die  Differentialgleichung  (7)  mittelst  dieser  Beziehung 
X  als  unabhängige  Variable  ein,  so  muss  die  so  entstehende  Differential- 
gleichung mit  (AJ  identisch  sein.  D.  h.  es  geht  die  Differential- 
gleichung (7)  aus  (AJ  durch  die  Transformation 

1    r 
--Jr(x)dx 

(8)  y  =  e  z,    x  =  (p{x^) 

hervor. 

Wenn  nun  für  die  Differentialgleichung  (A^)  nicht  alle  Invarianten 
(16)  (Nr.  187,  S.  213)  identisch  verschwinden,  so  folgt,  wie  in  der 
Nr.  187  (S.  212)  aus  der  Betrachtung  der  absoluten  Invarianten,  die 
ja  gemäss  den  Gleichungen  (8)  für  die  Differentialgleichungen  (7)  und 
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(A  )  identisch  sind,  dass  x^  eine  al«xohraischo  Function  von  x  sein  muss. 
Sehen  wir  also  von  dem  P'alle  ab,  wo  die  Invarianten 

identisch  Null  sind  oder  illusorisdi   worden,  ein    l'all,   in   welchem  sich 
(A^)  auf  eine  Difterentialjrloichung  mit  constanten  Coefficienten  zurück 
führen   lässt   (Nr.   189,  S.  -\.9),  und   fassen   denselben   mit   den    Fällen 
1),  2),  3)  (S.  229)  unter  der  Bezeichnung  „Ausnahmefälle"   zusammen, 
so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Integralcurve  CS  der  Differentialgleichung  (A^) 
mit  algebraischen  Coefficienten  auf  einer  algebraischen 
Fläche  liegt,  so  genügt,  von  den  wohlumgrenzten  Ausnahme- 
fällen abgesehen,  die  Gesammtheit  der  Werthe  der  unab- 
hängigen Variabein,  die  zu  einem  und  demselben  Punkte  der 
Curve  (E  gehören,  als  Functionen  eines  dieser  Werthe  auf- 
gefasst,  einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Coeffi 
cienten;  die  Anzahl  dieser  Werthe  ist  also  jedenfalls  eine 
endliche. 

Ein  analoger  Satz  gilt,  wie  aus  dem  Gange  des  Beweises  zu  über- 
sehen ist,  auch  für  eine  Differentialgleichung  n^^^  Ordnung  (A)  mit 
algebraischen  Coefficienten,  wenn  zwischen  den  Integralen  derselben 
eine  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht,  deren 
linke  Seite  sich  bei  jeder  Transformation  der  Transformationsgruppe 
von  (A)  mit  einer  Constanten  multiplicirt  und  welche  eine  Covariante 
besitzt,  die  sich  nicht  auf  eine  Constaute  reducirt.  Nur  bietet  für  ein 
beliebiges  w  >  4  die  Fixirung  der  Ausnahmefälle  grössere  Schwierig 
keiten  dar  wie  für  n  =  4,  deshalb  haben  wir  uns  auf  die  Betrachtung 
von  Differentialgleichungen  vierter  Ordnung  beschränkt.  Wir  wollen 
jetzt,  ehe  wir  an  den  eben  bewiesenen  Satz  weitere  Ueberlegungen 
knüpfen,  in  eine  Discussion  der  beiden  Ausnahmefälle  1),  2)  (S.  229) 
eintreten. 


Hi2.   Erledigung  der  Ausnahmefälle.    Temäre  Relation.    Quadratische 
Relation  mit  nicht  verschwindender  Discriminaute. 

Der  Fall  1),  dass  die  Hesse'sche  Covariante  der  quaternären 
Form  fiy^,  y.^,  y^,  y^)  identisch  verschwindet,  kann  nach  einem  von 
Hesse  aufgestellten,  von  den  Herren  Gordan  und  Noether  berich- 
tigten Satze  nur  dann  eintreten,  wenn  sich  die  Form  /"(y, ,  y^,  y^,  y^) 
durch  eine  lineare  Transformation  der  Grössen  y^,  y„,  y^,  y^  auf  eine 
temäre    reduciren    lässt.     AVir    können    also    von    vornherein    voraus- 
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setzen,  dass  das  Fundamcntalsystein  y, ,  y, ,  //,,,  y^  von  (A,)  so  gewählt 
sei,  dass  etwa  u^,  //^,  ij.  die  von  y^  unabhängige  liomogene  Kelation 

(I)  /■(//i,yo,yj  =  ^> 

befriedigen,  deren  linke  Seite  sich  durch  jede  Substitution  der  Gruppe 
M  mit  einer  Constanten  multiplicirt.     Sei 


(11)  2""-^' 


{■X  =  1,  2,  3,  4) 


eine  Substitution  S  von  H,  dann  muss  f(!/i,  y.^,  y.J  auch  nach  Aus- 
übung der  Substitution  (II)  von  y^  unabhängig  sein,  d.  h.  f{y^,  y^,  y.^ 
multiplicirt  sich  durch  Anwendung  der  Substitution 

«31^1   +   «32^2  +«33^3 

mit  einer  Constanten  A.  Bilden  wir  nun  die  partiellen  Ableitungen 
(III)  i^=y,,     >— ==i^,,     --  =  ^^3; 

so  erfahren  diese  Ausdrücke  durch  Anwendung  der  Transformation  S 
awf  y^,  2/2;  2/3 >  Ui  ^^^^  Substitution 

Xß,,Y^-j-Xß,,Y^-{-^ß,,Y.^, 
^ß.^Y,  +  ^ß,,Y.^-^lß,,Y,, 
wobei  gesetzt  wurde: 

a.     =  ö:     ß     =   ,    > —         (,-,x  =  i,2,3), 

(i-,  x  =  l,  2,  3)  ^^■ 

und  zwischen  den  Y^,  Y^,,  F^  besteht  die  sich  durch  Elimination  der 
Vij  y^j  Vs  ^^^^  '■^^^  Gleichungen  (I)  und  (IIIj  ergebende  homogene 
Relation 

die,  wenn  wir  die  y^,  y^,  y^  als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes 
einer  Ebene  deuten,  die  Gleichung  der  durch  (I)  definirten  Curve  in 
Liniencoordinaten  darstellt.  Die  Coefficienten  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnung 

W  D{Y„Y,,Y,) 

für   welche    Y^,  Y.,,  Y.^   ein   Fundamentalsystem   bilden,    sind    rationale 
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Ditlereiitiali'uiK'tioiien  clor  i/^,  //.,,  //^,  //,,  die  bei  den  Tninsl'onuiitioiioii 
der  Gruppe  H  ungeändert  bleiben,  d.  h.  es  sind  algebraische  Functionen 
von  X. 

Wenn  die  Differential«^leicliung  (A^)  zur  Fuchs'schen 
Classe  gehört,  so  gehört  auch  die  Differentialgleichung  («)  zur 
Fuchs'schen  Classe  und  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamental- 
systems besteht  die  Gleicliuug  (IV).  Der  in  der  Nr.  190  (S.  22(0  auf 
gestellte  Satz  lehrt  also,  dass  die  Diöerentialgleichung  (a)  algebraisch 
integrirbar  ist,  wenn  nicht  die  Gleichung  (IV)  die  Form 

hat.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Curve  (I)  ein  Kegelschnitt,  der  sich 
durch  eine  CoUineation ,  d.  li.  bei  geeigneter  Wahl  des  Fundamental- 
systems //j,  //.,,  7/3,  //j,  in  der  Form 

darstellen  lässt.  Dieser  Fall  gehört  also  unter  den  Fall  2  a),  der 
nachher  zu  behandeln  sein  wird. 

Sehen  wir  von  demselben  ab,  so  sind  also  die  Yj,  Y.,,  Y^,  und 
folglich  auch  die  //, ,  y.^,  y.^,  algebraische  Functionen  von  x.  AVenn  dann 
die  //j,  ?/„,  y.j  nicht  einer  linearen  Diiferentialgleichung  dritter  Ordnung 
mit  rationalen  Coefticienten  genügen,  so  ist  auch  y^  nothwendig  alge- 
braisch. Befriedigen  dagegen  die  y^,  y„,  y^  eine  lineare  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten 

^^(y)  =  o, 

so  ist  die  Differentialgleichung  (A^)  in  der  Form 

darstellbar,  wo  R  einen  Differentialausdruck  erster  Ordnung  bedeutet. 
Mit  Hülfe  der  in  der  Nr.  26  (Bd.  I,  S.  81)  gegebenen  Formeln  ergiebt 
sich  dann  y^  durch  blosse  Ausübung  von  Quadraturen. 

Wir  schreiten  zur  Behandlung  des  Ausnahmefalles  2a),  wo  also 
f(yi,  y.>,  Vi')  vi)  vom  zweiten  Grade 

1        t 

f(y„  y„  y„  y,)  =  ^  ^(^..Viy.  =  o 

ist  und  machen  zunächst  die  Annahme,  dass  die  Hesse 'sehe  Co  Variante, 
d.  h.  in  diesem  Falle  die  Discriminante  von  /j 

la.  (I,  X  =  1, 2, 3, -i) , 

IX 

nicht  identisch  verschwindet. 
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Mau   kann   dann  hckauntlii-li  lineare  homogene  Functionen 
u\,  u\,,  iv.^,  iv^ 
der  //j ,  //., ,  y.^,  y^^  so  einführen,  das«  /'  dio  Gestalt: 

/■=  <6',"  -(-  w.'  —  IV. ^'  —  IV ^ 

erhält.     Setzt  man 

w.  —  w„  tr,  +  Wo 

^^  ^1        w^  —  Wo '       -^        «f  i  —  '<'•- ' 

so  lässt  sich  leicht  einselien,  dass  durch  eine  lineare  Transformation 
der  u\,  iv.^,  w^,  a\,  die  die  Form  /'  mit  einer  Constanten  multiplieirt, 
die  t,,  t,  sich  entweder  in 

^""^  ^'  ~  >':  ^1  +  *i  '        -'        7-2  t,  +  *2 

oder  in 

verwandeln  müssen,  wo  die  a,  ß,  y,  Ö  Constanten  bedeuten. 
Setzen  wir  also  (vergl.  Nr.  180,  S.  184) 


(L') 


und  beachten  die  durch  die  Gleichung  (c)  der  Nr.  180  (S.  185)  dar- 
gestellte Eigenschaft  des  Differentialausdnickes  z/,  wonach  derselbe 
eine  Differentialinvariante  für  die  allgemeine  projective  Gruppe  von 
einer  Variabein  ist,  so  erkennen  wir,  dass  bei  einer  linearen  Trans- 
formation der  w^,  IV.,,  iv.^,  n\,  die  die  Form  /"  ungeändert  lässt,  die 
beiden  Ausdrücke  P^{x),  P^ix)  entweder  ungeändert  bleil)en  oder  in 
einander  übergehen,  je  nachdem  dieser  Transformation  die  Formeln 
(a")  oder  (b)  entsprechen.  Bezeichnen  wir  mit  H  die  Transformations- 
gruppe von  ;  AJ  bei  Zugrundelegung  des  Fundamentalsystems 

IV ^,   iv.^,   it.j,   IV^y 
so  sind  demnach  die  Ausdrücke 

P^(x)  +  P.^{x),     P,{x)P,ix) 

rationale  Differentialfunctionen  der  iv^,  w^,  iv.^,  iv^,  die  bei  den  Trans- 
formationen von  H  ungeändert  bleiben. 

Es  genügen  folglich  die  P^ix),  P^{x)   einer   quadratischen 
Gleichung,  deren  Coefficienten  sich  aus  den  Coefficienten  der 
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Differeutialgleichung   (AJ    und    deren    Ableitiuigen    rational 
z  n  s  a  m  m  e  n  s  e  t  z  e  n. 

Die  Grössen  ^^ ,  t,^  können  als  die  Integralquotienten  zweier  linearer 
Difierentialgleichungen  zweiter  Ordnung 


(vn 


— -  =  P.Ax)v 


aufgefasst  werden,  für  welche  (vergl.  Nr.  180^  S.  184) 


beziehungsweise 

^    dx 

Fundamentalsysteme  darstellen. 

Denken  wir  uns  dann  das  Fundamentalsystem  t/^ ,  ?/., ,  //^ ,  \j^  von 
(A^)  von  vornherein  so  gewählt,  dass 

ii\  —  <c,  =  //i;     ic^  —  tv.^  =  ?/,,     w^  +  <t'^  =  y^,     ic^  +  «■,  =  //^ 

ist  und  setzen  wir 

so  ergeben  die  Gleichungen  (V) 

Wenn  die  tv^,  w^,  w^,  w^  eine  Transformation  von  H  erfahren,  so 
verwandeln  sich  die  beiden  Systeme  u^,  u„  und  v^,  v^  entweder  in 
lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst,  oder  u^,  u„  gehen  in  lineare 
homogene  Functionen  der  v^,  v,  über  und  umgekehrt.    Die  vier  Producte 

verwandeln  sich  also  bei  jeder  Transformation  von  H  in  lineare  homo- 
gene Functionen  ihrer  selbst  mit  constanten  Coefficienten.  Es  sind  dem- 
nach die  Coefficienten  der  linearen  Difierentialgleichung  vierter  Ordinmg 

.-T  s  -P(^,  "i<^i,  »2^'l'  ^^2»!,  i\,»2)  _ 

^     ^^  ^(«l»l,  «2^1'  «2"l'  *'2**2)     ~ 

rationale  DiflFerentialfunctionen  der  iv^,  ii\^,  iv^,  iv^,  die  bei  den  Trans- 
formationen der  Gruppe  H  ungeändert  bleiben,  das  heisst,  sie  gehören 
demselben  Kationalitätsbereiche  an  wie  die  Coefticienten  von  (A^).  Da 
die  Ausdrücke 
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ein  Fundainentalsystem  der  Differentialgleicliim^  (A,)  darstellen,  geht 
diese  Diti'erentialgleichung  ans  (A^)  durch  die  Transformation 

hervor,  es  ist  demnach  (vergl.  Nr.  172,  S.  145)  q  in  der  Form 

darstellbar,  wo  r{x)  eine  Function  bedeutet,  die  demselben  Rationalitäts- 
bereiche angehört,  wie  die  Coefficienten  von  (A^). 

Ist  umgekehrt  ein  gewisser  Rationalitätsbereich  festgelegt  und 
bedeuten  P.{pc),  P„{^)  irgend  zwei  Functionen,  die  einer  quadratischen 
Gleichung  mit  diesem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Coefficienten 
genügen,  so  können  wir  die  Differentialgleichung  (A^)  bilden,  indem 
wir  z.  B. 

Z  =  II  ■  V 

setzen  und  nach  viermaliger  Differentiation  dieser  Gleichung  die  ?/,  v  und 
deren  Ableitungen  mit  Hülfe  der  Differentialgleichungen  (VI)  eliminiren. 
Die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (AJ  gehJiren  dann  dem 
Rationalitätsbereiche  an,  und  ihre  Integrale  befriedigen  eine  homogene 
quadratische  Relation  mit  nicht  verschwindender  Discriminante.  Damit 
ist  also  der  Fall  2  a)  erledigt,  wenn  die  Discriminante  der  Form  /'  von 
Null  verschieden  ist. 

193.    Ternäre    quadratische   Relation.     Abwickelbare   Fläche   vierter 

Ordnung. 

Bedeutet  /'  eine  quadratische  Form,  deren  Discriminante 

d.     =  0  (i,  >!  =  1,  2,  3,  4) 

I  y. 

ist,  SO  lässt  sich  bekanntlich  diese  Form  ])ei  geeigneter  Wahl  des 
Fundamentalsystems  in  die  Gestalt  setzen 

f  =  Ui   —  l/ly■^  =  ^^  ■ 
(Der  Fall,  wo  die  quadratische  Form  /'  ein  Product  von  zwei  linearen 
Factoren  ist,  kommt  für  uns  nicht  in  Betracht,   da   die  y^,  ?/.,,  y.^,  y^ 
ein   Fundamentalsystem   bilden   sollen. )     Der   Ausdnick    ?/.,'  —  y^  y.^    ist 
dann  die'  Discriminante  der  quadratischen  binären  Form 

und  bleibt  folglich  bis  auf  einen  Factor  ungeändeii,  wenn  auf  die  f,  s 
eine  lineare  Substitution 
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ccf-\-'ß$\ 

^  ^        ad  —  ßy  4=0 

ausgeübt  wird.  Einer  solchen  linearen  Substitution  der  f,  s  entspricht 
aber  eine  lineare  homogene  Substitution  der  y^,  //.,,  y.^  mit  constanten 
Coefficienten. 

Wenn   umgekehrt    die    i/^,  //., ,  y/,,,  y^    eine    lineare   Substitution    ci-- 
fahren,  welche  die  Form  /"  mit  einem  constanten  I^'actor  multiplicirt, 

4 

y^=^a^.y.  (x  =  i,2,3,4), 

1  =  1 
so  verwandelt  sich   (vergl.  die  Erörterungen   im  Falle  1))  f  durch   die 
Substitution 

3 

ri^=^a^.y.  (x  =  i,2,3) 

in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten.  Betrachten  wir  dann 
die  beiden  binären  Formen 

r,/  +  2r/Js-\-y./, 

so  unterscheiden  sich  die  Discriminanten  derselben  nur  durch  einen 
constanten  Factor^  die  Formen  sind  also  im  Sinne  der  luvarianten- 
theorie  aequivalent  und  gehen  durch  eine  lineare  homogene  Substitution 

at  +  ßs 

yt  +  ÖS 

deren  Coefficienten  von  den  y^,  y„,  y.^  unabhängig  sind,  in  einander  über. 
Wenn  also  auf  die  y^,  y„,  y.^,  y^   eine  Translormation  der  Gruppe 
H  ausgeübt  wird,  so  erfährt  der  Quotient 

eine  gebrochene  lineare  Substitution,  und  es  ist  demnach 

^  (D = ^« 

eine  Function,  die  demselben  Rationalitätsbereiche  angehöj-t,  wie  die 
Coefficienten  von  (Aj). 

Die  Discriminante  ?/.,"  —  ViP-i    ^I^m*    Form    qp    ist    das    Resultat    der 
Elimination  aus  den   Gleichungen 

Öt  '         CS 

es  ist  demnach 


''}    «d-/3yH=0, 


^''-0,    ^  =  u, 
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Vi         y't ' 

Setzen   wir  also 

V  dx 

so  sind  «j,  ?(.,    die    Elemente    eines    Fnndamentalsystems    der   linearen 
DittVrontialirleichnnsr  /weiter  Ordimnir 


d~u 
dx 


2  =  ■P{PC)U, 


und  es  ist 


?/i  =  9  «i',     y2  =  Q^h  % ,     ?/,  =  9  M." 


Die  ?<j',  ?tj?'.,,  ?'.,"  befriedigen  fvergl.  Nr.  185,  S.  203)  eine  lineare 
Ditferentialgleiehung  dritter  Ordnung  mit  dem  Rationalitätsbereiche 
angehörigen  Coefficienten;  dieselbe  gebt  also  durch  Multiplication  der 
abhängigen  Variabein  mit  q  in  eine  lineare  Diöerentialgleichung  dritter 
Ordnung  für  y^,  y„,  y^  über.  Das  Integral  7/ ^  ergiebt  sich  dann  nach 
dem  auch  im  Falle  1)  angedeuteten  Verfahren  durch  Quadraturen. 

Wir  gehen  an  die  Erledigung  des  Falles  2  b). 

Wenn  die  Hesse'sche  Covariante  einer  quaternären  Form  w**" 
Grades 

f{yi7  Vi,  y-iy  yj  =  y'i^ivi,  %,  v-,) 

mit  der  Foim  gleichzeitig  verschwindet,  so  stellt  die  Gleichung 

f(yi,  y-i,  y:v  y.d  =  ^ 

eine  abwickelbare  Fläche  dar.     Die  Gleichunsr 


=  0  (i-,  z  =  l,2,  3,  4) 


c  Vi  c  y.^_ 
lässt  sich  nämlich  unter  Benutzung  der  Gleichung 

in  die  Form  setzen 

(-2  ^  2  ^2  "2 

und  dies  ist  die  bekannte  partielle  Differentialgleichung,  die  zwischen 
den  Cartesius'schen  Coordinaten  einer  abwickelbaren  Fläche  bestehen 
muss. 

Wenn  insbesondere  m  ==  4  und  die  Fläche 

i\yx^  y>,y.i,  yi)  =  o 

eine  abwickelbare  ist,  so  ist,  wie  Cayley  gezeigt  hat,  die  Hesse'sche 
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Covariante  stets  das  Quadrat  der  Fonn  selbst,  und  /'  lässt  sit-li  in  die 
Gestalt  setzen 

/■=  Pi^y^'  —  ^yiV^Vi^y,  +  -iy,?/,'  4-  4?/./?/,  —  ^^^///a,'  =  o. 

In  diesem  Falle  ist  also  /'  nichts  anderes  als  die  Disciiniinante  der 
binären  eubischen  Form 

fp  =  y/  +  ^y/s  +  3//,/.s-  +  y/, 

lind    daraus    erhellt    sofort,    dass    die    Form    f  keine    von    sich    selbst 
wesentlich   verschiedene  Covariante   besitzen  kann,   da  jede   Covariante 
von  /'  eine  Invariante   von  93  sein  müsste   und  bekanntlich   die  Discri- 
minante  die  einzige  Invariante  einer  binären  eubischen  Form  ist. 
Transformirt  man  cp  durch  die  Substitution 

so  verwandelt  sich  diese  Form  in 

wo  die  y^',  y,-,',  y.^,  y^  mit  den  y^,  y,^,  y.^,  y^  durch  die  Transforma- 
tionsrelatio'nen  (vergl.  Nr.  181,  S.  186) 

y,,  =  ußy^'  +  (2/3/  +  cid)ay^^  +  (2ad  +  ßy)yy._i  +  y'^y^, 
y,  =  aß\j;  +  {2ad  +  ßy)ßy.:  +  (2ßy  -}-  ad)dy.:  -\-  yö'y^, 

y,  =  ß'y;  +  ^ßrsy;  +  ?,ßöry;  +  ^•y; 

verknüpft  sind,  und  es  ist 

f{yi,  y-1,  y,!,  yi)  =  («<^  —  ßrTtXy,,  y-,,  y-,,  y/,V 

Die  letztere  Gleichung  ist  die  Eliminationsresultante  der  Gleichungen 
(VIIIj,  somit  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das 
Bestehen  derselben.  D.  h.  wenn  sich  die  Form  /"  durch  eine  lineare 
Transformation  der  y^,  //.,,  y,^,  y^  mit  einer  Constanten  c  nniltiplicirt,  so 
muss  diese  Transformation  die  Gestalt  fVIII)  haben,  wo  dann 

ad  —  ßy  =  yc  =  a 
zu  nehmen  ist. 

Also  muss  in  unserem  Falle  die  Transformationsgruppe 
H  der  Differentialgleichung  eine  Untergruppe  der  vierglie- 
drigen  algebraischen,  durch  die  Gleichungen  (VIII)  darge- 
stellten  Grup])e  sein. 


(VIII) 


193.    Abwifkelliaro  FIücIh'  vierter  Ordmin«;. 
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Wt'iuk'u  wir  iiiit'  dit'  y^,  //.,,  ?/.,,  v/,  eine  'rrunstorination  der  (J nippe 
//  an,  so  verwandeln  sich  demnach  t,  s  in  lineare  homogene  Functionen 
ihrer  selbst,  und  zwar,  wenn  die  ?/, ,  //., ,  ij.^,  //,  die  Substitution  (VIII) 
erfahren,  in 

Die  Gleichung  /=*^  i-'*t  die  Elijninationsresultante  der  Gleicliungen 


ccp 


Ctp 


f  t  '        OS 


aus  denselben  folgt: 

/-  _  ViVi  —  Z/s' 
s"        ViVs  —  y-i 
wir  können  also  setzen 


2ts 


0, 


3/^2/3  —  2/12/4 


2' 


2/12/3  —  2/2 


2    ' 


\  w,  =  Qst  =  Y  (ij,y.^  —  yj/^) , 

^H.^  =  Qf  =  y^y.,  —  y.f. 
Nun  ist  aber  die  Hesse'sche  Covariante  der  Form  (p 

dieselbe  muss  sich,  wenn  t,  s  die  Substitution  (VII)  erfahren,  mit  e' 
multipliciren.  Daraus  ergiebt  sich  leicht,  dass,  wenn  auf  die  y^,  ?/.,,  //^,  y^ 
die  Transformation  (VIII)  der  Gruppe  H  ausgeübt  wird,  die  «j,  <f.,,  u^ 
die  Substitution 

\  {u  1(^  —  2 ayn^-i-y'u.^) , 

^'j^\-2^d.^  +  d\) 

erfahren.  Die  i(^,  w.,,  u.^  genügen  folglich  einer  linearen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung 

D(Mi,?<^,i*.j)  ' 

deren  Coefficienten  demselben  Rationalitätsbereiche  angehören,  wie  die 
Coefficienten  von  (A^),  und  zwischen  den  ?', ,«.,  ,i<jj  besteht  die  Relation 

Im  Sinne  des  allgemeinen  Satzes  der  Nr.  186  (S.  210)  ist  das  all- 
gemeine Integral  dieser  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  als  binäre 

Schlesinger,   CififerentialgleichuugeD.     U.  16 
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Form  zweiten  Grades  der  /,  .v  darstellbar,  \vi'lc-lu'  ihrcrsfits  wieder  einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Onlnung  mit  dem  Rationalitäts- 
bereiclie  antrebörigen  Coefficieuten  genügen,  wie  ans  den  Gleichungen 
(IX)  unmittelbar  zu  erkennen  ist. 

Man  findet  aus  den  entwickelten  Formeln,  dass  q  den  Werth  Eins 
haben  muss,  es  ist  also  in  dem  betrachteten  Falle 

Vi  ?/:i  —  ?/,'  =  s' ,    -2  (.'/,.  h  —  Vi  tO  =  ^«  ^  y.i  y>  —  y-I  =  ^'  7 

die  Integration  der  Differentialgleichung  (A^)  ist  demnach  auf  die 
Integration  einer  linearen  Differentialgleicliung  zweiter  Ordnung  und 
auf  Quadraturen  zurückgeführt. 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  Gleichungen 

u^  =  ( ) ,     n„  =  0 ,     M.j  =  0 

die  Wendekante  der  abwickelbaren  Fläche  vierter  Ordimng  /"  =  0  dai- 
stellen. 

Der  Fall  2c)  kann  unter  den  in  Bezug  auf  die  y^,  y.,,  y.^,  y^  fest- 
zuhaltenden Voraussetzungen  nicht  eintreten. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  „Ausnahmt'fälle"  erledigt  sind, 
knüpfen  wir  an  die  in  der  Nummer  191  durchgeführten  Untersuchungen 
au,   um  aus  denselben  einige   bemerkenswerthe  Foltjerunijin   zu  ziehen. 


1 


Zweites  Kapitel. 

im.    Differentialgleichungen,  deren  unabhängige  Variable  eine 
eindeutige  Function  des  Ortes  der  Integralcurve  ist. 

Wenn  eine  lineare  Difterentiiilgleichiing  »i**""  Ordnung  algebraisch 
integrirbar  ist,  oder  auch  wenn  nur  die  Integralquotienten  ''/i,  '»/,,•••  ^„_j 
algebraische  Functionen  der  unabhängigen  Vai'iabeln  x  sind,  so  ist 
jedenfalls  die  Anzahl  der  Werthe  der  unabhängigen  Variabein,  für 
welche  auf  geeigneten  Wegen  fortgesetzt  die  j;^,  ?/., ,  ■  •  ^/„_j  dieselben 
Werthe  annehmen  wie  für  a:,  eine  endliche,  und  die  Gesammtheit 
dieser  Werthe  x^,  x,-,,  •  •  -  x^,_^  genügt  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 

Der  in  der  Nr.  191  (S.  232)  für  die  Diäerentiiilgleichung  vierter 
Ordnung  (Aj)  bewiesene  Satz  lenkt  unsere  Aufmerksamkeit  auf  den 
Umstand,  dass  es  auch  lineare  Diiferentialgleichungen  (A)  geben  kann, 
deren  Integralquotienten  von  x  nicht  algebraisch  abhängen,  und  für 
welche  dennoch  die  Gesammtheit  der  Stellen  der  unabhänt^itren  Variabein, 
an  denen  auf  geeigneten  Wegen  foi-tgesetzt  die  Integralquotienten 
dieselben  Werthe  annehmen  wie  für  x,  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  in  x  rationalen  Coefficienten  Genüge  leisten.  Das  heisst  mit  an- 
deren Worten:  Wenn  wir  uns  die  Integralcurve  CE  der  Differential- 
gleichung (A)  in  der  Form 

^y.^''ly.^'^)  (>^  =  1,-A-     •'«-1) 

dargestellt  denken,  und  wir  suchen  diejenigen  Werthe  des  Parameters  x, 
für  welche  derselbe  Curvenpuukt  zum  Vorschein  kommt,  wie  für  den 
bestimmten  Werth  x  dieses  Parameters,  so  befriedigen  diese  Werthe 
x^,  x,^,  ■  •  ■  x^  eine  algebraische  Gleichung  mit  in  x  rationalen  Coeffi- 
cienten. Wir  verweilen  etwas  ausführlicher  bei  der  Betrachtung;  dieser 
Art  von  Differentialgleichungen,  um  schon  hier  eine  Vorstellung  von 
der  fundamentalen  Wichticjkeit  derselben  für  unsere  Theorie  gewinnen 
zu  können. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  betrachtete  Differentialcrleichuntf 

der  Fuchs'schen  Classe  angehört. 

16* 
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Bilden   wir   nach    dem   Vorgange    von   Herrn  Fuehs,   unter  «  eine 
unbestimmte  Constante  verstehend,  den  Ausdruck 

(9)         f  =  (a  —  x){tt  —  x^)  («  —  a;,)  ■••(«  —  .r,,_ j)  =  (p(x,  a), 

so  erleiden,  wenn  x  irgend  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  die 
X^,  Xg,  •  •  •  x^^  nur  eine  Permutation,  und  da  überdies  diese  Grössen 
von  X  algebraisch  abhängen,  so  ist  f  eine  algebraische  J^'uuction  von  x, 
die  bei  allen  Umläufen  ungeändert  bleibt,  d.  h.  /  oiler  (f{x,  u)  ist  eine 
rationale  Function  t^on  x. 

Betrachten  wir  die  x    als  Functionen  von  x, 

so  können  sich  die  Ausdrücke 

von  den  Grössen 

X,   X,  ,   X.,,  •  •  ■  X 


i 


nur  durch  die  Reihenfolge  unterscheiden,  da  zufolu^e  der  Definition 
der  x^,  x^,  ■  ■  •  x^,_^  nur  für  diese  Werthe  der  unabhängigen  Yariabeln 
derselbe  Punkt  der  Curve  (i  zum  Vorschein  kommen  sollte  wie  für  x. 
Es  ist  folglich 

(10)  q)(x,  a)  =^  q){x^,  a)         (x  =  i,2,-- •  i-i). 

Berechnen   wir  aus   der   Gleichung  (9)  x  als   Fuucti(jn   von   f,   so 
gehören  zu  einem  willkürlichen  Werthe  von  f  genau  die  Werthe 

Xj   X^y   .'/^j   ■  '  ■  ^,. jj 

denn  für  einen  von  diesen  Werthen  verschiedenen  Werth  x'  kann  die 
Gleichung 

(p{x,  a)  =  (p{x\  a) 

wegen  der  Unbestimmtheit  von  a  nicht  erfüllt  werden.  Vollzieht  also 
t  irgend  einen  geschlossenen  Umlauf  in  seiner  Ebene,  so  beschreibt  x 
einen  Weg,  der  in  irgend  einem  der  Punkte 

X j   X^j   x.^,  •  •  •  ^,,_j 

endet. 

Betrachten    wir    nun    die    Integralquotienten    ^^,  r}.,,  ■  •  •  »/„_,    <l<'r 
Differentialgleichung  (Aj  als  Functionen  von  /. 

Wenn  /  geschlossene  Umläufe  vollzieht,  so  hat  x  Wege  zu  be 
schreiben,  die  sich  aus  greschlossenen  Umläufen  von  x  und  aus  solchen 
Wegen  zusammensetzen,  längs  denen  fortgesetzt  die  Vi7  V-jt  '  '  '  V„-i 
dieselben  Werthe  annehmen  wie  für  x.  Bezeichnen  wir  also  durch  & 
die  Gruppe  der  ])rojectiven  Substitutiont^n,  welche  die  7/,,  r/.,,  •••  t]^,_i 
durch   alle  mötrlichtn  linjäiifr   v(iu  x  erfahren,  so  erleiden  dir-  Integral- 
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quotii'iitfu  1]^,  rj,^,  •••  ■»?„._j  lj<-'i  eiiieiu  geschlossenen  Liuhiute  von  t  nur 
eine  Substitution  dieser  Gruppe  0-.  Ueberdies  sind  die  rj^,  >/.,,  •  •  •  r;  ^ 
als  Functionen  von  t  betrachtet  überall  bestimmt,  da  dieselben  als 
Functionen  von  x  keine  Unbestimmtheitsstellen  besitzen  und  t  eine 
rationale   Function   von  x  ist. 

Setzen  wir  nun  (vergl.  Nr.  179,  S.  ITö,  Gleichungen  (2),  (3)) 

1 
1  1^ 


(11) 


%  = 


l)^=n,»?,_l  {.  =  2,3,. -n), 

wo  Tj^'  die  Ableitung  von  >;^  nach  t  bedeutet  und 


I^K'h,  %,  ■  ■  ■  <_,)  = 


dt' 


(y.,  i—\,i,--n  —  \) 


ZU    nehmen    ist,    so    folgt   aus    der   Gleichung  (12)   der  Nr.  22  TBd.  I, 
S.  iS^)),  dass 


ist. 


-1 

(l,  Z=l,  2,  •••71) 


-c>(i),.  11..  •  •  •  i)j  = !  ^^  I  =  ^\i^(<, '-;,  ■  •  •  <-,)  =  1 


Sei  dann 


(x  =  2,  3,  ••  ■  n) 


die  einem  Umlaufe  von  t  entsprechende  projective  Substitution  der 
Gruppe  0-,  und  bezeichnen  wir  durch  X)^  dasjenige,  was  aus  t)^  wird, 
wenn  t  jenen  Umlauf  vollzieht,  so  ist  offenbar 

wo  M{t)  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  t  bedeutet.  Nun 
ist  aber  zufolge  der  bereits  oben  benutzten  Gleichung  (12)  der  Nr.  22 
(Bd.  I,  S.  60) 

(i-,  X=l,  2,  •••  n), 

und  da  D{\)^,\),^,---\)^^  den  Werth  bedeutet,  in  welchen  sich 
-^(9i>  \)oj  *  ■  ■  9 J  durch  den  in  Rede  stehenden  Umlauf  von  t  ver- 
wandelt, also  auch  constant  und  zwar  gleich  Eins  ist,  so  haben  wir 


M{t)  =  i/     i_  (.•,x  =  l,2,..«), 


d.  h.    die    durch    die    Gleichungen    (11)    definirten    Functionen 
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von  /  erloideii,  wenn  t  einen  geschlossenen  Umlaut"  vollzieht, 
eine  unimoduliiic,  lineare  homogene  Substitution.  Die  Ge- 
sammtheit  dieser,  allcMi  niögliflien  Umläuti'u  von  /  futsprechenden  Sub- 
stitutionen l)ildet  eine  lineare  honiogciic  uninuHlulare  Grujipe  0,  die 
mit  der  projectiven   Gruppe   9"  isomorph   ist. 

Ferner  ist  sofort  einzusehen,  dass  die  Functionen  li^ ,  l)., ,  •  •  •  l)^^ 
von  t  keine  Unbestimmtheitsstellen  besitzen  köinien,  und  daraus  folgt 
endlich,   dass   die   Coefficienten   der   Ditferentialgleichung   w*"""   Ordnung 

(12)  (-1)   -2,(t,^,  ^„  •••^  -  rfe"  +  '-^^  IF-^  +■•.  +  >  „(09-0, 

für  welche  l)j,  l)., ,  •••  l)^^  ein  Fundamentalsystem  darstellt,  eindeutige 
Functionen  von  t  sind,  die  sich  (Überall  bestimmt  verhalten,  d.  h.  diese 
Coefficienten  sind  rationale  Functionen  von  t,  und  die  Diffe- 
rentialgleichung (12)  gehört  zur  Fuchs 'sehen  Classe.  Die 
Gruppe  Q  ist  dann  im  allgemeinen  die  Monodromiegruppe  der  Diffe- 
rentialgleichung (12). 

Da  die  Integralquotienten  von  (12)  mit  den  Integralrpiotienten 
von  (A)  übereinstimmen,  gehen  diese  beiden  Differentialgleichungen 
durch  die  Transformation 

(13)  ^  =  ^t),     ^  =  (3p(x,  «) 

aus  einander  hervor,  wo  (vergl.  Nr.  181,  S.  189,  Gleichung  (10)) 


(14)  ^  =  ^  tej 


gefunden  wird.  Bemerkenswerth  ist  der  Umstand,  dass  die  Ditferential- 
gleichung mit  rationalen  Coefficienten  (A)  durch  eine  Transformation, 
in  welcher  die  unabhängige  Variable  x  nicht  rational  durch  die  neue 
unabhängige  Variable  t  darstellbar  ist,  dennoch  in  eine  Ditferential- 
gleichung (12)  mit  rationalen  Coefficienten  übergeführt  wird. 

Die  Ditferentialgleichung  (12)  erfreut  sich  nun  einer  überaus 
wichtigen  Eigenschaft. 

Es  giebt  nämlich,  wenn  t  ein  Avillkürlicher  W'erth  der 
unabhängigen  Variabein  ist,  keinen  davon  verschiedenen 
Werth  ^j,  für  welchen  derselbe  Punkt  der  Integraleurve  G 
zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  für  den  auf  geeigneten  Wegen 
fortgesetzt,  die  Integralquotienten  ?jj,  i;^,  •  •  •  ^,,_j  dieselben 
Werthe  annehmen,  wie  für  t. 

Würde  nämlich  jeder  Integi-alquotient  von  (12)  in  t^  denselben 
Werth  annehmen  wie  in  ^,  und  l)edeutf'n  x^  x  ,  x„,  ■  •  ■  x^_^  die  Werthe 
von  X,  die  vermöge  der  Gleichung 
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t  =  q){x,  u) 

YM  I  ^ffliüicii,  ebenso  x',  x^',  x„\  ■  ■  •  aJ^'  j  die  Werthe  von  ./;,  die  ver- 
iiK'i^'e  derscllteii  (jileichung  zu  f^  gehören,  so  kiiiiii,  wenn  1^  von  t 
verschieden  ist,  keines  der  x',  x^,  ■  ■  ■  x'^_^  mit  einem  der  x,  x,,  •  •  •  J;,,_j 
übereinstimmen,  weil  (p(x,  cc)  eine  rationale,  also  eindeutige  Function 
von  X  ist.  Es  würde  demnach  für  die  '2v  Werthe  x',  x^',  ■  ■  ■  oc^^ 
und  X,  Xj,  ■  •  •  ^'.^i  ein  und  derselbe  Punkt  der  Integralcurve  (S  zum 
Vorschein  kommen  müssen,  was  der  Definition  von  t  widerstreitet. 

Fassen  wir  also  in  der  Differentialgleichung  (12)  die  un- 
abhängige Variable  t  als  Function  des  Ortes  der  Integral- 
curve (5  auf,  so  ist  diese  Function  eine  cindcati(jc,  und 
zwar  hat  dieselbe  die  Eigenschaft,  ungeändert  zu  bleiben, 
wenn  die  Integralcurve  durch  eine  Collineatiou  der  Gruppe 
0-  in  sich  selbst  transformirt  wird. 


11 'ö.    Algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialgleichungen. 
Satz  von  Fuchs. 

Um  die  in  der  vorhergehenden  Nummer  dargelegten  Verhältnisse 
an  einem  einfachen  Beispiele  zu  erläutern,  denken  wir  uns,  die  Diffe- 
rentialgleichung (A)  habe  algebraische  Integrale. 

Dann  ist  also  zufolge  der  Gleichungen  (l-^>),  (1-1),  wo  jetzt  A  die 
Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x  bedeutet,  auch  die  Diffe- 
rentialgleichung (12)  algebraisch  integrirbar,  und  die  in  diesem  Falle 
algebraische  Integi'alcurve  t£  wird  in  homogenen  Coordinaten  dar- 
gestellt durch  die  zwischen  den  Integralen  t)^,  t).,,  •  •  •  l)^  bestehenden 
homogenen  Relationen  mit  constanten  Coefficienten 

(15)  V,(9i;   9.,   •••   yJ  =  <J  «•=1,2,:^...), 

deren  Anzahl  nicht  kleiner  ist  als  n  —  2.  Es  ist  dann  in  (12)  die 
unabhängige  Variable  t  eine  eindeutige  Function  der  durch  die  Glei- 
chungen 

i/,(l;    »/,,   •■•   ^„_i)  =  <J  ('  =  1,2,3...) 

mit  einander  verknüpften  Grö.ssen  tJj,  ri„,  •  ■  ■  ^„_i,  filso  in  unserem 
Falle,  wo  diese  Grössen  von  t  algebraisch  abhängen,  eine  rationale 
Function  derselben.  Diese  rationale  Function  bleibt  ungeändert,  wenn 
auf  die  i}^,  t/.,,  •  •  •  t;,,_j  eine  Substitution  der  (endlichen)  projectiveu 
Gruppe  ^  ausgeübt  wird,  die  mit  der  Monodromiegruppe  @  von  (12) 
isomorph  ist.  Wir  haben  also  zunächst  den  wichtigen,  im  Wesent- 
lichen von  Herrn  Fuchs  herrührenden  Satz: 
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WiMin  oiiu'  lineare  Differeiit  ial^' leieli  uiii^  [\)  mit  ratio- 
nalen Coetticienteu  ulgeb  raiseli  integrirbar  ist,  so  kann  man 
von  ilerselben  dnroli   die  Transformation 

y  =  At),  t  =  (p(x), 
wo  X  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function,  (f(.i)  eine 
rationale  Function  bedeutet,  zu  einer  aequiva  lent  en  Diffe- 
rentialgleichung für  t)  als  Function  von  t  übergehen,  in 
welcher  die  unabhängige  Variable  t  als  rationale  F'unction 
der  Integralquotienten  darstellbar  ist. 

Die  rationale  Function  der  r,^,  yj,,,  ■■■  >;„_,,  welche  gleich  t  ist, 
braucht  im  allgemeinen  nicht  die  Eigenschaft  zu  lialien,  l)ei  den  pro- 
jectiveu  Substitutionen  der  Gruppe  O'  formal,  d.  h.  wenn  man  die 
Viy  V-^y  '  '  '  V„-  i  '^l'S  unabhängige  Variable  auffasst,  ungeändert  bleiben. 
Man  kann  dieselbe,  indem  man  Zähler  und  Nenner  mit  einer  geeigneten 
Potenz  von  1)^  multiplicirt,  auf  die  Form  bringen 

i/lt)i,  iu,  ■■•  9„) 

wo  g,  h  ganze  homogene  Functionen  desselben  Grades  der  1)^,  \)„,  ■  •  ll„ 
sind.     Betrachten    wir   dann   das   System   von  homogenen   Gleichungen 

^  1  (/.(l)i,---9j  =  0  «  =  1,2.3,. •) 

und  denken  uns  in  demselben  auf  die  t)^,  •  •  •  U,^  eine  Substitution  der 
Gruppe  S  ausgeübt,  so  muss  dieses  Gleichungssjstem  in  ein  ihm  völlig 
aequivalentes  übergehen,  welches  ebenso  wie  (16)  die  >?i,  >/2'  '  '  '  ^«-i 
als  Functionen  von  t  vollständig  definirt. 

Wir  wollen  die  linken  Seiten  des  Gleichungssystems  (l(i)  als 
Functionen  der  tl^,  l).,;  •  •  •  ^J,,  betrachten  und  dieselben  als  die  Elemente 
eines  Modulsystems  M  im  Sinne  von  Kronecker  auffassen.  Die 
Variable  t  spielt  dann  die  Rolle  eines  Parameters,  und  das  Modul- 
system M  oder  das  Gleichungssystem  (16)  ist  von  der  (« —  1)'*-""  Stufe 
in  der  durch  die  tj^,  t^^,  •  •  •  ■>?„_i  bestimmten  (u  —  1) -fachen  Mannig- 
faltigkeit B, 

Wir  denken  uns  nun  dieses  Modulsystem  M  nach  dem  von 
Kronecker  in  der  „F'estschrift  etc."  dargelegten  auf  der  Theorie 
der  Elimination  beruhenden  Verfahren  in  seine  irreductiblcn  Theiler 
zerlegt.  Diese  Theiler  stellen,  gleich  Null  gesetzt,  Gebilde  verschiedener 
Stufen  in  der  {n — l)-fachen  Mannigfaltigkeit  i2„_i  dar;  die  Irreducti- 
bilität  eines  solchen  Theilers  {n  —  Ä;)**'  Stufe  giebt  sich  darin  kund, 
dass   kein   Theil    des   durch   denselben    dargestellten   Gebildes,    welcher 
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seihst  ein  (jcbilck'  (n  —  /.)'*"■  Stufe  ist,  ilun-li  ein  Systciti  von  alge- 
hniischeii  Gleichun<(eii  deHiiirt  werden  kann. 

Für  uns  kommen  dann  nur  diejenigen  Tlieiler  in  Betracht,  welche 
Gebilde  {n  —  l)''"""  Stufe,  also  Systeme  isolirter  Punkte  darstellen. 

Einer  und  nur  einer  dieser  Theiler  F  verschwindet  identisch,  wenn 
wir  die  1)^ ,  l).,,  •  •  •  l)^  durch  die  <>[leichbezeichueten  Lösungen  der  Dilfe- 
rentialgleichung  (12)  ersetzen.  Wir  können  denselben,  wie  aus  dem 
Kronecker'schen  Verfahren  für  seine  Herstellung  direct  zu  übersehen 
ist,  durch  ein  System  von  höchstens  ii  homogenen  ganzen  Functionen 
vom  gleichen  Grade  der  t)^,  t).^,  •  •  •  l),,  darstellen,  deren  Coefficienten 
den  Parameter  t  nnr  linear  enthalten.  Diese  n  Functionen  bestimmen, 
gleich  Null  gesetzt,  ein  System  von  Punkten  t]^(t),  r],^(t),  ■  ■  •  y]^^_^(t), 
welches  zufolge  der  Irreductibilität  des  Theilers  P  so  beschaffen  ist, 
dass  kein  Theil  dieses  Piniktesystems  durch  ein  System  von  algebraischen 
Gleichungen  definirt  werden  kann. 

Wenden  wir  auf  die  Q^,  l),,  •  •  •  l)^^  eine  Substitution  der  Gruppe  & 
an,  so  verwandelt  sich  der  irreductible  Theiler  P  des  Modulsystems  31 
in  einen  ofi'enbar  ebenfalls  irreductiblen  Theiler  P'  desselben  Modul- 
systems, und  die  Elemente  von  P'  verschwinden  ebenfalls  identisch, 
wenn  die  \)^,  l).,,  •  •  •  \)^^  durch  die  gleichbezeichneten  Lösungen  von  (12) 
ersetzt  werden.  Daraus  folgt,  dass  P'  mit  P  aequivalent  sein  muss; 
es  können  also  die  Elemente  von  P'  nur  lineare  homogene  Combina- 
tionen  mit  constanten  Coefficienten  von  den  Elementen  von  P  sein. 

Wir  haben  somit  n  homogene  ganze  Functionen  vom  gleichen 
Grade  der  l}^,  !)._,,  •  •  •  t)^,  die  den  Parameter  t  linear  enthalten  und  die 
in  lineare  homogene  Combinationen  ihrer  selbst  übergehen,  wenn  die 
t)j,  t)^,  •  ••  t)^  eine  Substitution  der  Gruppe  &  erfahren.  Wir  können 
alsdann  den  Theiler  P  auch  so  dar.stellen,  dass  nur  in  einer  der  homo- 
genen Functionen  der  Parameter  t  wirklich  auftritt,  und  erhalten 
also  schliesslich  ein  Gleichungssystem  von  der  Form 


welches  so  beschaffen  ist,  dass  sich  die  (n -\-  1)  ganzen  homo- 
genen Functionen  /j, /o,  •  ■  • /„  ,  i  bei  jeder  Substitution  der 
Gruppe  &  in  lineare  homogene  Combinationen  ihrer  selbst 
verwandeln,  und  welches,  nach  den  r]^,  ?;.,,  •  ■  ■  t;  _j  aufgelöst, 
genau  die  Integralquotienten  der  Differentialgleichung  (12) 
als  Functionen  von  t  und  nur  diese  ergiebt. 
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Da  die  Anzahl  der  Substitutionen  von  &  eine  endliche  ist,  so  kann 
mau  von  den  homogenen  Functionen  /j,  /',,  ■  •  •  t\,-.i  h'ieht  zu  solchen 
übergehen,  die  sich  bei  Anwendung  der  Substitutionen  von  0  entweder 
gar  nicht  verändern  oder  nur  mit  constanten  Faetorcn  niultipliciren; 
wir  nennen  dieselben  die  zur  Gruppe  &  gehörigen  invarianten 
Formen.  Durch  Quotientenbilduiig  ergeben  sich  aus  diesen  invarianten 
Formen  rationale  Functionen  der  v, ,»/.,,  •■•  >/„.,,  die  l)ei  den  Trans- 
formationen der  projectiven  Gnipjie  0'  formal  ungeändert  bleiben,  wir 
nennen  diese  invariante  Functionen.  Eine  dieser  ratioiuden  Func- 
tionen erhält,  wenn  man  darin  die  7;^,  >;.,,  •  •  •  ^;^_j  durch  die  gleich- 
bezeichneteu  Integralquotienteu  der  Difterentialgleichung  (12)  ersetzt, 
den  Werth  t,  die  übrigen  verschwinden  als  Functionen  von  t  identisch. 

Wenn  die  Diö'erentialgleichung  (A)  nicht  algebraisch  integrirbar 
ist,  so  hat  es  seine  Schwierigkeit,  von  der  die  unabhängige  Variable  t 
der  Differentialgleichung  (12)  darstellenden  eindeutigen  Function  der 
Integralquotienteu  i^^,  7j„,  •  •  •  »?,,_j,  die  sich  bei  den  Substitutionen 
der  projectiven  Gruppe  d^  nicht  verändert,  zu  einer  eindeutigen  Func- 
tion der  als  willkürliche  Variable  gedachten  »^j,  >;.,,  ■  •  •  ^„_i  über- 
zugehen, die  bei  den  Substitutionen  von  0-  (formal)  ungeändert  bleibt. 
Diese  Schwierigkeit  fällt  weg,  wenn  die  Differentialgleichung  (A)  von 
der  zweiten  Ordnung  ist,  und  dieser  Fall  ist  auch  der  einzige,  in 
welchem  bi.sher  concrete  Erarebnisse  in  der  hier  ani^edeuteten  Richtunjx 
erzielt  worden  sind.  Wir  wollen  uns  daher  im  Folgenden  zunächst 
mit  den  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  beschäftigen  und  dann 
nur  an  dem  Beispiele  der  hyperelliptischen  Functionen  die  Schwierig- 
keiten hervorzuheben  suchen,  die  sich  der  Behandlung  von  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  entgegenstellen. 


11*6.    Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    Umkehrungsfunction 

des  Integralquotienten.     Nothwendige  Bedingungen  für  die 

Eindeutigkeit  der  Umkehrungsfunction. 

Der  Ausgangspunkt,  den  wir  für  die  l^'ormulirung  der  Frage  nach 
Differentialgleichungen  von  der  in  der  letzten  Nummer  betrachteten 
Art  gewählt  hatten,  lässt  .sich  für  den  Fall  n  =  2  nicht  mehr  fest- 
halten, denn  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  können  keine  ganze  homogene 
Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  befriedigen.  Auch  der  Begriff 
der  Integralcurve  verliert  für  w  =  2  im  Wesentlichen  seine  Bedeutung 
(vergl.  Nr.  180,  S.  183),  wir  formuliren  dabei-  die  Frage  direct  dahin: 
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Giebt  es  homogene  lineare  DirterentiHlgleicliiingen  zweiter  Ordnung 

der  Fuehs'schen  Classe,  für  welche  <lie  Anzahl  der  Wcrthe  der  nn 
ahhängigen  Variablen,  in  denen  auf  geeigneten  Wegen  fortgesetzt  der 
Quotient  }]  der  Elemente  y^,  ij„  eines  h'undiimentalsystems  denselben 
Werth  annimmt  wie  für  x,  eine  endliche  ist,  und  l'iir  welche  die  Cle- 
sammtheit  dieser  Wcrthe  einer  algebraischen  Gleichung  mit  in  ,/  latio- 
nalen  Coefficienten  Genüge  leistet? 

Die  Ergebnisse  der  Nr.  194  (S.  244  ÖV)  lehren  uns,  dass,  wenn  die 
Differentialgleichung  (A,,)  die  geforderte  Eigenschaft  besitzt,  stets  eine 
Transformation 

,j  =  k\],     t  =  <p{x) 

angegeben  werden  kann,   in  welcher  fp{pc)  eine  rationale  Function   und 
(vergl.  Gleichung  (14\  Nr.  194,  S.  246) 


X  =  e 


'\fpi'i^/dt\    ^ 


\dx} 


ist,  und  durch  die  unsere  Differentialgleichung  (A^)  in  eine  Differential- 
gleichung 

übergeht,  in  welcher  t  eine  eindeutige  Function  des  Quotienten  r] 
zweier  Fundamentalintegrale 

ist.  Wir  können  jetzt  r;  direct  als  eine  unabhängige  Variable  auffassen, 
indem  der  Werthevorrath  der  Function  ri{t)  von  t  ein  Contiuuum  von 
derselben  Dimension  bildet,  wie  das  der  unbeschränkt  veränderlichen 
Grösse  1],  wir  können  aber  im  Ailgemeinen  nicht  tj  als  unbeschränkt 
veränderlich  betrachten,  sondern  müssen,  wenn  wir  t  als  Function  von 
1]  studiren,  die  Variabilität  von  i/  eben  auf  jenes  Continuum  einschrän- 
ken, welches  durch  den  Werthevorrath  der  Function  )j(^)  von  t  be- 
stimmt wird. 

Im  Sinne  der  für  die  Differentialgleichung  w*®""  Ordnung  bisher  fest- 
gehaltenen Vorstellungsweise,  vermöge  deren  die  Integrale  If^^y^y  ' "  V^ 
als  homogene  Punktcoordinaten  einer  complexen  (n  —  l)-fachen  ebenen 
Mannigfaltigkeit  gedeutet  wurden,  müssten  wir  das  Gebiet  von  y]  als 
das  einer  geraden  Linie  ansehen.  Aber  ebenso  wie  es  in  der  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  einer  complexen  Variabein  für  tiefer- 
gehende Untersuchungen  zweckmässiger  ist,  eine  algebraische  Gleichung 
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zwischen  zwei  complexeii  W'räiulei-Iieheu  nicht  iil«  eine  eheiie  Curve 
7A1  deuten,  sondern  beide  A'ariable  als  complexc  Grössen  (hiich  reelle 
Punkte  einer  Ebene  darzustellen,  so  wird  es  auch  in  unsere]n  l^^ille 
vorzuziehen  sein,  den  Bereich  von  ij  als  die  Ebene  einer  complexen 
Variabein,  beziehungsweise  als  einen  Theil  dieser  Ebene  aufzufassen, 
je  nachdem  der  Werthevorrath  der  Function  t]{t)  von  /  alle  coinplexen 
Werthe  oder  nur  ein  l)eschränktes  Continuum  dersell)eu  erfüllt. 

Denken  Avir  uns  nun  jene  eindeutige  Function  von  r/,  welche  die 
unabhängige  Variable  t  darstellt, 

so  erscheint  dieselbe  als  Umkehrung  der  Function  rj{t).  Die  Ge- 
sammtheit  der  Werthe  des  Integralquotienten  i],  die  zu  einem  Werthe 
der  unalihängigen  Variabein  gehören,  gellt  aus  einem  dieser  >; -Werthe 
hervor,  indem  man  auf  >;  die  Substitutionen  der  projectiven  Gruppe  ■O' 
anwendet,  die  mit  der  Monodroraiegru]ipe  0  der  Differentialgleichung 
(^^(.,)  isomorph  ist,  und  zwar  wissen  wir,  dass  der  identischen  Sub- 
stitution von  &•  nur  die  Substitutionen 

%  =  ±%  (x  =  l,2) 

der  Gruppe  &  entsprechen  können  (Nr.  180,  S.  179). 

Die  eindeutige  Function  cp^tf)  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  sie 
denselben  Werth  annimmt,  wenn  auf"  rj  eine  Substitution  der  projec- 
tiven Gruppe  0'  angewandt  wird,  und  dass  auch  umgekehrt,  wenn 

9>{v)  =  ^iv) 

ist,  der  Werth  ^  aus  rj  nothwendig  durch  eine  Operation  der  Gruppe  &■ 
hervorgehen  muss.  Wir  wollen  zunächst  einige  nothwendige  Beding- 
ungen dafür  aufzustellen  suchen,  dass  die  Differentialgleichung  C^l^)  die 
Eigenschaft  habe,  dass  ihr  Integralquotient  7]{t)  zu  einer  eindeutigen 
Umkehnmgsfunction  Veranlassung  giebt. 

Sei  t=t^^  eine  reguläre  Stelle  der  Differentialgleichung  (2Q>  dann 
ist  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  das  Fundamentalsystem  1)^,  Ij.,  in 
der  Form 

%  =  ^-\-  Mt  -  Q  -{-  djt  -  Q'  +  .  • . 
darstellbar,  und  es  können,  da  die  Detonninanto 

eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist,  von  den  vier  Grössenpaaren 
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nicht  beide  Grössen  eines  l'aares  gleichzeitig  verschwinden.  Es  ist 
folglicli  allemal  eine  lineare  Function  von  7; 

in   der  Form 

°:i^=>',('-o+n('-tf+- • 

darstellbar,  wo  y^  von  Null  verschieden  ist,  uiul  aus  dieser  Gleichung 
ergiebt  sich,  dass 

sein  muss.  Also  ist  t  in  einer  gewissen  Umgebung  der  durch  die 
Gleichung 

YV  +* 
bestimmten  Stelle  r}  eindeutig. 

Sei  ferner  f=  a  eine  singulare  Stelle  von  (>H.,),  und  seien  r  ,  r, 
die  der  Grösse  ihrer  realen  Theile  nach  geordneten  Wurzeln  der  zu  (( 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung.     Möge  ferner 

I  .=•,  =  (t-  a)"-  $,(«  I  a)  +  Äi,  log  ((  -  «) , 

wo  ^^j,  ^.,  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  —  a  fortschreitende 
Reihen,  Ä  eine  Constante  bedeutet,  das  zu  t  =  «  gehörige  canonische 
Fundamentalsystem  (Nr.  54,  Bd.  I,  S.  193)  darstellen,  welches  mit  \)  t}., 
durch  die  Beziehungen 

p   =«t)j  -\-  ßi).,] 

verknüpft  ist.  Da  in  der  Differentialgleichung  (3(.,)  der  Coefficient  der 
ei*sten  Ableitung  gleich  Null  ist,  muss 

r,  +  r,  =  1 

sein,  und  daraus  folgt  zunächst,  dass  die  Differentialgleichung  (^J{.,) 
keinen  ausserwesentlich  singulären  Punkt  besitzen  kann. 

Wenn  die  Differenz  r^  —  r^,  deren  realer  Theil  zufolge  der  Vor- 
aussetzung nicht  negativ  ist,  keine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  die  Constante 
A  in  dem  Ausdrucke  für  2^  gleich  Null,  und  beide  Potenzreihen  '^  ,  -1^., 
haben  im  Punkte  t  ^=^  a  einen  nicht  verschwindenden  Wei-th.  Wir 
haben  folglich 
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W(i  d    von  Null  verschieden  ist,  und 
1 

woselbst 


1 


^0  +  f .  ('  -  ^0  +  •  •  •  =  I  «5,  -^^(f-<')  +  ---r"'' 


1  1' 


gesetzt  wurde.     TTieraus  ergiebt  sich  (huvli   Uinkehrung 

Da  7Aifolge  der  Gleichungen  (2) 

ist,  so  verhält  sich  t  in  der  Umgebung  der  durcli   die  Gh'ieliung 

^^^  =  0 

r  +  ^ '/ 

bestimmten  Stelle  von  i]  dann  und  nur  dann  eindeutig,  wenn 

1 

eine  positive  ganze  Zahl  ist.  D.  h.  wenn  t  eine  eindeutige  Function 
von  71  sein  soll,  so  muss  für  einen  singulären  Punkt  a,  wo  die  Differenz 
r  —  r.,  nicht  ganzzahlig  ist,  der  reciproke  Werth  dieser  DiH'erenz  eine 
ganze  Zahl  sein. 

Wenn  r^  —  r^  eine  ganze  Zahl 

r^  —  r.,  =  m 

i.st,  so  kann  A  von  Null  verschieden  sein. 

Sei  zunächst  m  =  0^  also 

1 

dann  ist  das  Auftreten  von  Logarithmen  unvermeidlich  (Nr.  50,  Bd.  I, 
S.  174j  und  da  z^  zum  Exponenten  r^  gehören  soll,  ist 

Wir  erhalten  somit  die  Entwickelung 

i|  =  d„  +  ö\  {t  -  a)  +  8jt  -  af  -|-  .  .  .  +  log  (f  -  «) , 

also,  wenn   wir  von  den  Logarithmen   zu  den  Numoris  übergehen, 
1 
e^' =  (^  -  a)\e^  +  s^{t  -  a)  +  ^Sjt  -  of  +  ■■■],     s^^i), 
woraus  sich 
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('i-;^ncl)t,   wo  ''4>   '■'•'•'  ^«'wübnliche  l^otenzreihe   andeutet.     Nun  ist  aber, 
wenn  ji  von  Null   verschieden  ist, 

(4.\  _L  =  i   y+  *rj  ^  _  a(J  -  Py  r_l__ ß8       ^ 


wir  erhalten   also 


\-+j 


und  für  /3  =  0 

d.  h.  t  als  Function  von  1]  in  eindeutiger  Form  dargestellt. 

Wenn  m  >  0  i.st,  so  könnte  Ä  ver.schwinden;  in  dieseni  Falle 
wäre  der  Punkt  /  =  a  ein  scheinbar  singulärer  Punkt  (Nr.  5;"), 
Bd.  I,  S.  196)  und  wir  erhielten 

^  =  (t-  a/"  (d„  +  dV  f  -  r„  +  •  •  .) .     ö,  4=  0 . 

Hieraus  kann  sich  für  f  dann  und  nur  dann  eine  eindeutige  Entwicke- 
lung  nach  Potenzen  von  ^  ergeben,  wenn  m  =1  ist;  dann  wäre  aber 
der  Punkt  a  eine  reguläre  Stelle  der  DifFerentialfjleichung.  8oll  also  f 
eine  eindeutige  Function  von  tj  sein,  so  darf  die  Differentialgleichung 
(?(.,)  keine  scheinbar  singulare  Stelle  besitzen. 

Wenn  für  m  >  0  A  von  Null  verschieden  ist,  so  muss,  da  ;?.,  zum 
Exponenten  ;•.,  gehören  soll,  nothwendig 

sein;  es  ist  also 

j  =  {t-  «r"'(ö,  +  d,.^  _,„  +  ...)  +  ^  log  (t  -  a),     d„  +  0, 

und  hieraus  kann  sich  offenbar  niemals  eine  eindeutige  Entwickelung 
von  t  als  Function  von  ^  beziehungsweise  tj  ergeben. 

197.    Neue  Auffassung  der  scheinbar  singulären  Stellen. 
Das  Fuchs 'sehe  Beispiel. 

Um  das  in  der  vorigen  Nummer  gewonnene  Ergebniss  in  eleganter 
Form  aussprechen  zu  können,  wollen  wir  eine  besondere  Auffassung 
der  scheinbaren  sinffulären  Stellen  Platz  reifen  lassen. 

Weim  t=a  eine  Stelle  ist,  in  deren  Umi^ebunif  die  Entwicke- 
hingen  des  canonischen  Fundamentalsystems  keine  Logarithmen  ent- 
halten, so  ist  dieselbe  eine  reguläre  Stelle,  wenn 

r.  —  r.,  =  1 
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ist,  sie  ist  eine  solieinbar  singulare  Stelle,  wenn 

)\  —  i\,  =  ni  >  1 

ist.  Wir  sagen  im  letzteren  Falle,  f  ^=  (i  sei  eine  (w< —  l)-faeli(' 
si'lu'inl)ar  singulare  Stelle,  oder  in  t  =  a  seien  (?;?  —  1)  ein- 
fache seheinl)ar  singulare  Stellen  vereinigt.  Allgcinciu,  wenn  (t 
eine  uiclit  scheinbar  singulare  Stelle  und 

i\  —  »'.,  =  X  -\-  )n  —  \ 

ist,  wo  A  eine  Zahl  bedeutet,  deren  realer  Theil  nicht  negativ,  aber 
kleiner  wie  Eins  ist,  so  sagen  wir,  in  x  =  a  sei  eine  einfache 
singulare  Stelle  mit  m  —  1  scheinbar  singulären  Stellen 
vereinigt. 

Wenn  t  =  a  den  unendlich  fernen  Punkt  bedeutet,  so  bleiben  alle 

vorhin  durchgeführten  Betrachtungen  bestehen,  wenn  man  mir  an 
die  Stelle  von  t  —  a  setzt,  wir  können  also  sagen: 

Damit  sich  aus  der  Differentialgleichung  (^)(^)  die  nn- 
abhängige  Variable  t  als  eindeutige  Function  des  Integral- 
quotienten ri  ergeben  soll,  ist  nothwendig,  dass  (3t.,)  keine 
scheinbar  singulären  Punkte  besitzt,  und  dass  die  Diffe- 
renzen der  Wurzeln  der  zu  nicht  loffarithmischen  sinjjulären 
Stellen  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
reciproke  ganze  Zahlen  sind. 

Diese  nothwendigen  Bedingungen  sind  aber  im  Allgemeinen 
nicht  hinreichend,  wie  wir  an  einem  sehr  lehrreichen  von  Herni 
Fuchs  gegebenen  Beispiele  zeigen  wollen. 

Sei  die  Differentialgleichung 

w  ^/^.  +  2  "^r~  dt  +  i7  ^  =  '^' 

woselbst  A  eine  Constante  bedeutet  und 

B={t~a;){t-a^)it-a.^){i~a^) 

zu  nehmen  ist,  vorgelegt;  dieselbe  verwandelt  sich  durch  die  Trans- 
formation 

—  -J  fd  log  n 
i/  =  e       '  l) 

in 

.rj.  d-t}  _  (\_  R-^  _  A  ^"  _  ^^^  1 

^  >'  dt         \^     H         16    jt'i         b)^^^ 

und  diese  Differentialgleichung  besitzt,  wie  man  sofort  verificirt,  die 
Lösungen 
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t  i 

_   r  dt  .  f*  dt 

ilcrt'ii   (^hiotii'iitcii 

/ 

Pdl 

1)7  ='!  =  ' 

wir  zu  untersuchen  hal)en;  a  bedeutet  eine  Integrationseonstante. 

Zunächst  erkennen  wii-,  dass  die  für  die  eindeutige  Umkehrbarkeit 

gefundenen    nothweuihyfeu    liedinj^unjjjen  erfüllt  sind.     Die  Wurzeln   der 

7A\    t  =  a_     gehörigen     determinirenden    Fundamentalgleichungen    sind 

nämlich 

3  1 

'l  4  '      '2  4  '  .   .   >    '. 

die  Wurzeln  der  zu  t=  ol.  orehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichunoj 

Logarithmen  treten  in  der  Umgebung  von  f  ^  oo  nicht  auf. 

Bezeichnen   wir  mit   <p{u)   die   durch   Umkehrung   des   elliptischen 
Integrales  erster  Gattung 

rdt 

entstehende  eindeutige  doi)|)eltperiodische  I'uuction  von  it,  mit  to^,  w., 
ein  System  von  Fundamentalperioden  derselben,  so  ist  t  als  Function 
des  Integralquotienten  7;  in  der  Form 

G^)  ^  =  9'(-,l,iog7;) 

darstellbar.  Diese  Function  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  eindeutig, 
sondern  hat  die  Stellen  r]  =  0  und  7;  =  co  zu  Verzweigungspunkten. 
Damit  t  eine  eindeutige  Function  von   )]  sein  soll,  mu.ss 


(9)  -       =x^cj^-\-  x.,co.,  =  a 


sein,  wo  x, ,  x„  ganze  Zahlen  bedeuten,  d.  Ii.  es  muss 

Ol 

sein.  Während  die  allgemein  als  nothwendig  erkannten  Bedingungen 
sich  in  algebraische  Gleichungen  oder  Ungleichungen  zwi.schen  den 
in  den  Coefficienten  der  Diiferentialgleichung  auftretenden  Parametern 
umsetzen  lassen,   ist  die  Bedingung  (9)   nicht   durch  eine   algebraische, 

S  o  Mos  i  «gor,  Difforoiiti:»l^leioliiin''oii.    II.  17 
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soiuk'rn  dinrh  eiiu'  t  ranscciuleiitc  Glcicliiiui;'  /.wisclicii  l  und  den 
(I  a„,  (i  ,  (t ^  dargestellt,  da  ja  hekainitlicli  die  Pci-iodcii  (Oj,  w.,  trans- 
cendente  Functionen  von  den  n^,  a.,,  n.^,  <i ^  sind.  AVir  werden  darum 
im  Folgenden  die  gefundenen  nothwendigen  Bedingungen  kurz  als  die 
algebraischen,  die  im  allgemeinen  Falle  uns  noch  unbekannten 
übrigen  als  die  transceiidenten  Bedingungen  für  die  eindeutige  Um- 
kelirbarkeit  des  Integralquotienten  bezeichnen. 

Machen  wir  uns  an  dem  Beis})iele  klar,  woran  es  liegt,  dass  die 
algebraischen  Bedingungen  allein  nicht  hinreichend  sind. 

Wir  hatten  bemerkt,  dass  die  Punkte  ?/  =  0,  7;  =  oo  Verzweigungs- 
punkte der  Function  t  von  ri  sein  könnten,  es  wird  sich  also  darum 
handeln,  die  Bedeutung  dieser  Punkte  zu  ergründen. 

Da  das  Integral  erster  Gattung 

JVR 

bei  freier  Beweglichkeit  von  /  in  seiner  Ebene  zwar  alle  endlichen 
complexen  Werthe  annehmen,  aber  niemals  unendlicli  gross  werden 
kann,  so  wird  die  Function  1;  von  f,  wenn  t  alle  möglichen  Wege  in 
seiner  Ebene  beschreibt,  alle  complexen  Werthe  erreichen  können  mit 
Ausnahme  der  Werthe  Null  und  Unendlich.  Wenn  wir  also  die 
Gesammtheit  der  7; -Werthe  darstellen  wollen,  so  werden  wir  aus  der 
Ebene  der  complexen  Variabein  t]  die  Stellen 

)^  =  Oj     1^  =  ao 

ausschliessen  müssen;  dadurch  verwandelt  sich  diese  Ebene  in  eine 
Fläche  mit  zwei  Grenzpunkten  F,  die  erst  durch  einen  diese  Grenz- 
punkte mit  einander  verbindenden  Querschnitt  l  in  eine  einfiich  zu- 
sammenhängende Fläche  F  übergeht. 

Innerhalb  dieser  Fläche  F  ist  unsere  Function  t  von  i] 
eindeutig;  denn  da  die  algebraischen  Bedingungen  erfüllt  sind,  ist  / 
in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  F  eindeutig,  d.  h.  t  bleibt  unge- 
ändert,  wenn  1]  einen  unendlich  kleinen  geschlossenen  Weg  beschreibt, 
der  irgend  eine  Stelle  von  F  umgiebt.  Nun  lässt  sich  aber  jeder  in 
einer  einfach  zusammenliängeiulen  Fläche  beschriebene  geschlossene 
Weg  durch  stetige  Deformation  innerhall)  dieser  Fläche  auf  einen 
Punkt  zusammenziehen,  so  dass  also  für  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  aus  der  Eindeutigkeit  einer  Function  in  der  Umgebung  jeder 
Stelle  ohne  Weiteres  die  Eindeutigkeit  in  der  ganzen  Fläche  folgt. 

Dies  gilt  nicht  für  eine  mehrfach  zusammenhängende  Fläche. 
Soll  vielmehr  f  innerhalb  F  eindeutig  sein,  so  müssen  wir  dafür  Sorge 
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tni«!Cii,  (liiss  (liest'  Fimctioii  keine  \V'ertliüiitlei-uu<;  erfahrt,  wenn  die 
\'iirial)Ie  ),  den  (Jiier.scbnitt  /,  der  F  in  eine  einfach  zusaniinenhängeiide 
KUlclie  J''  verwandelt,  überschreitet.  Dies  wird  dadiindi  erreicht,  dass 
wir  l  «gemäss  der  Gleichun«^-  (9)  bestimmen. 

Ueiläntig  gewinnen  wir  den  folgenden  allgemeinen  Satz: 
Die  für  die  eindeutige  Umkehrbarkeit  des  Integral 
quotienten  t]  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
der  Fuchs'sehen  ('lasse  aufgestellten  nothwendigen  alge- 
braischen Bedintj untren  sind  dann  und  nur  dann  hinreichend, 
wenn  das  Gebiet  der  ^^-Werthe,  die  durch  analytische  P^ort- 
setzung  des  Integral(|uotienten  erreicht  werden  können,  ein 
einfach  zusammenhängendes  ist. 

Ist  jenes  Gebiet  ein  mehrfach  zusammenhängendes,  so 
müssen  zu  den  algebraischen  Bedingungen  noch  andere  hinzu- 
treten, welche  bewirken,  dass  die  unabhängige  Variable  der 
Differentialgleichung  auch  dann  keine  Werthänderung  er- 
leidet, wenn  1]  einen  der  Querschnitte  überschreitet,  durch 
welche  jenes  mehrfach  zusammenhängende  Gebiet  in  ein  ein- 
fach zusammenhängendes  verwandelt  wird. 

lOS.   Bedeutung  der  Unbestimmtheitsstellen  der  Umkehrungsfunction 
bei  der  Aufstellung  der  hinreichenden  Bedingungen  für  die 

Eindeutigkeit. 

In  unserem  Beispiele  sind  die  Stellen  )^  =  0,  r;  =  a:  Unbestimmt- 
heitsstellen der  Function  t  von  7;;  sehen  wir  zu,  auf  welche  Weise 
diese  Unbestimmtheitsstellen  entstehen. 

Denken  wir  uns  die  ^-Ebene  nach  Ausschluss  der  singulären 
Punkte  «j,  ((„,  ((^j  a^  unserer  Diö'erentialgleichung  (7)  durch  vier  von 
diesen  Punkten  ausgehende  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegte  Quer- 
schnitte /j,  /.,,  /y,  l^  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T  ver- 
wandelt und  betrachten  einen  innerhalb  dieser  Fläche  eindeutig  detinirten 

Zweig 

7j  =  e 

des  Integralquotienten,  wo  also  das  Integral 


r  dt 
n  =  I     _ 


innerhalb  T  erstreckt  zu  denken  ist.  Wir  suchen  die  Substitutionen 
dei-  projectiveu  Gruppe  }>  zu  bestimmen,  die  der  Monodromiegruppe  & 
von  [Ü{_,)  isomorph   ist. 

17* 
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Bezeielinon  wir  das  Intetjral 

erstreckt  läntfs  einer  vom  Punkte  a  ausorehenden,  den  Punkt  a  um- 
sohliessenden  Schleife  (vergl.  Xr.  114,  Bd.  I,  S.  41(>\  die  den  Quer 
schnitt  /  im  iiositiven  Sinne  übei-schreitet,  dureli  a  für  x  ^  1,  2,  ."),  4, 
so  verwandelt  sich  u,  wenn  /  einen  Weg  beschreibt,  der  den  Quer 
schnitt  /    im  positiven  Sinne  durchkreuzt,  in 


und  demnach  r,  in 

(10) 
wo 


A  1]  =  — 


c   =  e 


(x  =  l,2,  3,4), 


-2?.ia^ 


gesetzt  wurde.  Die  Substitutionen  (10)  .stellen  eine  Basis  der  pro- 
jectiven  Gruppe  d^  dar,  indem  nämlich  zwischen  denselben,  da  t=  oo 
kein  Verzweigungspunkt  der  Function  t]  ist,  die  Beziehung 

A^  JL^  -A„  JL.  =  i 

besteht,  woraus  sich 

—  1        —1        1 

ergiebt.     Man  kann  dann  z.  B. 

als  ein  System  von  Fundameutalperioden  der  elliptischen  Function 

t  =  q)(i() 
ansehen,  und  wenn  man 

—  1  — 2>li'ü)i 

n  =  ^  ^■.'     =  ^  % 

—  1  —  äi/to-, 

setzt,  so  sind  die  Substitutionen  von  -9-  in  einer  der  beiden  Formen 

ri  =  y/y,-^'i  7 

darstellbar,  wo  f/^,  //.,  irgendwelche  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Wenn  t  =  a    ist,  erhält  >/  den  Werth 


/'dt 


d.  li.  da,  wie  leicht  zu   erkt-nnen   ist. 


l'JH.    litilcutiiu^  der  Unltostiiniiithcitsötellen.  'J{)1 


ircfuiuk'ii   wiril,  ik'ii    Wertli 


-^'"-^^Yc  (x=  1,2,  3,1), 


e 

Die  Ge.siimmtht'it  ik-r  Worthe  des  liitegnüquutieiiteii,  die  den 
Wertheu  t  =  a^,  (t„,  a^,  a^  entsprechen,  ist  demnach  in  der  Formel 

enthalten;  in  der  Umgehung  derselhen  ist  zufolge  der  erfüllten  alge- 
hraischen  Bedingungen "  t  eindeutig.  Wir  sehen  sofort,  dass  diese 
Wei-the  durch  die   Wurzeln  der  Gleichungen 

(11)  y^  =  Tr] 

dargestellt   werden.     Auf  der   anderen   Seite    erkennen   wir    die   beiden 

Stellen 

rj  =  0,     Yj  =  oc 

als  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

(12)  ^]  =  Sr]. 

Die  beiden  Typen  von  Substitutionen  der  Gruppe  0-,  die  durch 
die  beiden  Formen  S  und  T  charakterisirt  werden,  zeigen  also  einen 
wesentlichen  Unterschied,  wir  können  denselben  durch  die  folgende 
Ueberlegung  noch  klarer  hervortreten  lassqji. 

Bilden  wir  für  eine  der  Substitutionen  T  die  Substitution  T",  so 
ist  offenbar 

T^'  =  l, 

dagegen   sind  für  eine   der  Substitutionen  S  die   successiven   Potenzen 

S  (|.  =  —  a:,  ■•  ■+''') 

im  Allgemeinen  sämmtlich  von  einander  verschieden.     Sei 

—  2ki{fj^a^  +  ^2«,)  =  ^1  +  ^2^ 
wo  jUj,  u.,  reale  Grössen  bedeuten,  dann  sind  drei  Fälle  zu  unterschei- 
den, je  nachdem  nämlich 

1)  .«^.  =  0, 

2)  ^i>0, 

3)  /i,  <0 
ist.     Im  Falle  1)  ist 

und  wenn  >;   irgend  einen  complexen  Werth  bedeutet,  so   nähert  sich 
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s 

'v  = 

1,(1.)  1 
=  e    -  }] 

für 

V  = 

:    +    00 

keiner  lies 

itinini 

iten 

Grenze. 

und 

im 

Falle 

3) 

lim  >S' 

n 

--^ 

^, 

lim  >S 

lim  >S" 

n 

= 

0, 

lim  5 

DiiüfOfTen   ist  im   Falle  2) 


für  jeden  endlichen  Werth  von  rj.  Wir  sehen  hiernach,  dass  es  in 
jeder  noch  so  kleinen  Umgebung  der  Stellen  t;  =  0  und  ?j  =  oo  stets 
Werthe  giebt,  die  aus  jedem  beliebigen  endlichen  Werthe  von  rj  durch 
Substitutionen  der  Gruppe  &  hervorgehen,  d.  h,  die  Function  t  von  t; 
nimmt  in  jeder  Nähe  der  Stellen  t;  =  0,  rj  =  cci  jeden  beliebigen 
Werth  beliebig  oft  an. 

Diese  Eigenschaft  charakterisirt  die  Stellen  >;  =  0,  r}  =  ->ü 
als  Unbestimmtheitsstellen  der  Function  t  von  y,. 

Wenn  A  der  Gleichung  (9)  gemäss  gewählt  und  durch  w'  eine 
Periode  von  (p[^ii)  bezeichnet  wird,  die  mit 

7t 

zusammen  ein  System  von  Fundamentalperioden  constituirt,  so  lässt 
sich  der  Ausdruck 

in  die  Form  setzen 

—  2A/(r/jMj  -|-  //.,  w.,)  =  '2/t^7ti  -f-  2h.,7ti  — , 

wo  Aj,  //.,  ganze  Zahlen  bedeuten.  Da,  wie  wir  stillschweigend  voraus- 
gesetzt haben,  die  a^,  ti.,,  a.^,  <fj  von  einander  verschieden  sind,  ist  der 
Quotient  irgend  zweier  Fundaraentalperioden  w,  co'  niemals  real,  es 
kann  also  niemals  vorkommen,  dass  der  reale  Theil  von 

verschwindet;   d.  h.  wenn  A   der  Gleichung  (9)  gemäss  bestimmt  wird, 
ist  das  Eintreten  des  Falles  1)  ausgeschlossen.    Wir  können  aber  aiidi 
direct  zeigen,   dass   der  Fall  1)    nicht  eintreten  darf,    wenn  t  eine   ein 
deutige  Function  von  rj  sein  soll. 
In  der  That  sei  also 

Srj  =  f/"-^' Tj , 

wo  ^2  eine  reale  Grösse  bedeutet,  dann  liegen  die  sämmtlichen  Werthe, 
die  aus  rj  durch  succe.ssive  Anwendung  der  Potenzen  von  S  hervor- 
gehen, auf  dem  mit  dem  Radius  rj'  um  den  Punkt  rj  =  0  als  Mittel- 
punkt beschriebenen  Kreise  K.     Nehmen  wir  zunüchst  an,  jtt.,  sei   kein 
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nitiuiiulrs    \'it'lt'<u'lies    vfjii  .t,    w.is    olieiibiir    ilitiiiuf   liiiiiiiiskoiniiit,    dass 

—  kein   aliquoter  Tlioil    fiiu-r  Periode   der  P\inetioii   (piu)   ist. 

Dann    lä.sst  sich    bekanntlich  stets   ein  System  von   ganzen  Zahlen 
y//j,  in.,  so  wählen,  dass  der  Ausdruck 

ni^  «.,  -(-  )H.,7t 

sich  von  irgend  einer  vorgesciirieljenen  realen  Grösse  cp  beliebig  wenig 
unterscheidet.     Es  giebt  folglich  in  jeder  Nähe  jeder  beliebigen  Stelle 

der  Kreisperipherie  K  Stellen,  die  aus  t;  durcli  eine  Potenz  der  Sub- 
stitution S  hervorgehen,  d.  h.  wenn  t  einen  Werth  der  unal)hängigeu 
Variahein  unserer  Differentialgleichung  bedeutet,  für  welchen  der  Werth 
r]  des  Integralquotienten  zum  Vorscheine  kommt,  so  giebt  es  in  jeder 
Nähe  einer  jeden  Stelle  der  Kreisperipherie  K  ebenfalls  auf  K  gelegene 
Stellen,  die  diesem  selben  AVerthe  t  der  unabhängigen  Variabein  zu- 
gehören. 

Aber  noch   mehr!     Betrachten   wir   die   Substitutionen    T  unserer 

Gnippe  d:     Wenn  -y-  kein  aliquoter  Theil   einer  Periode  der  Function 

(p{ii)  ist,  so  besteht  zwischen  den  Grössen  ;r,  Aw^,  Acj.,  keine  homogene 
lineare  Beziehung  mit  ganzzahligen  Coefficienten;  es  lässt  sich  folglich 
nach  einem  berühmten  Satze  von  Jacobi  ein  System  von  drei  ganzen 
Zahlen  f/^,  /y.,,  g.^  so  finden,  dass  das  Aggregat 

sich  von  einer  beliebig  vorgeschriebenen  complexen  Grösse  dem 
absoluten  Betrage  nach  beliebig  wenig  unterscheidet.  Es  liegen  folglich 
in  jeder  Nähe  einer  jeden  beliebigen  Stelle  der  tj- Ebene  Stellen,  die 
aus  dem  Werthe  rj  durch  Anwendung  einer  der  Substitutionen  T  her- 
vorgehen, d.  h.  bedeutet  t  irgend  einen  Werth  der  unabhängigen 
Variabein  der  Differentialgleichung  (A,),  so  befinden  sich  in  jeder  noch 
so  kleinen  Umgebung  jedes  Punktes  der  »/-Ebene  Stellen,  die  als  Werthe 
des  Integrahjuutienten  zu  jenem  Werthe  t  gehören.  Dass  dies  nicht 
möglich  ist,  wenn  t  eine  eindeutige  Function  von  r/  sein  soll,  werden 
wir    sehr  bald  allgemein    erörtern.     Wir  gehen  vorher    noch   auf  den 

Fall  ein,  wo         ein  aliquoter  Theil  einer  Periode  von  (piu)  ist. 

Sei  also 

-r  V.,  ÜJ,  -4-  X.,  Cü., 

(9a)  -J  =  -L_q:_i_r,     ,>1, 

wo  X,  Xj,  X.,  ganze  Zahlen  bedeuten,   dann  ist  t  auch  keine  eindeutige 
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Function  von  ),,  sonilorn  es  gehören  zu  einem  Wertlie  von  »;  die  x 
verschiedeneu  Werthe 

<P(-      ,1/ )  (*=0,,         x-X) 

vou  /,  welche,  wie  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  l)ekiinnt 
ist,  von  einem  derselben,  etwii 

algebraisch  abhängen.  In  diesem  Falle  kann  tleuniach  die  Ditierential 
gleichung  (il,^  durch  eine  Transformation  von  der  Form 

wo  il^  eine  rationale  Function,  q  die  Wm-zel  aus  einer  rationalen  Function 
von  t  bedeutet,  in  eine  Ditf'erentialgleichung  mit  der  unabhängigen 
Variabein  t  übergeführt  werden,  in  welcher  t  eine  eindeutige  Function 
des  Integralquotienten  y]  ist. 


1 
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199.    Eigenschaften  projectiver  Substitutionen   einer  Variabein. 
Canonische  Form  und  Eintheilung  derselben. 

Wir  «rclicn  n\m  dazu  über,  die  an  dem  Fuchs'sclien  Beispiele 
beobachteten  Verhältnisse  allgemein  zu  discutiren  und  lieginnen  mit 
einer  etwas  eingehenderen  Untersuchung  der  projectiven  Substitutionen 
einer  Variabein  >;,  die  ja  bei  unserer  Frage  wesentlich  in  Betracht 
kommen. 

Sei  eine  solche  projective  Substitution 

^         yrj+Ä  ' 

vorgelegt,  wo  wir  in  der  Regel  die  Determinante 

ad  —  ßy=l 
annehmen  werden,  so  bemerken  wir  zuvörderst,  dass  durch  dieselbe 
eine  eindeutig  eonforme,  d.  h.  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche,  oder, 
wie  man  sich  auch  ausdrückt,  winkeltreue  Abbildung  der  Ebene  der 
complexen  Variabein  rj  auf  die  Ebene  der  complexen  Variabein  ^  ver- 
mittelt wird,  da  ja  Srj  eine  monogene  Function  von  rj  darstellt. 

Bei  dieser  conformen  Abbildung  entspricht  jeder  Geraden 
und  jedem  Kreise  der  ^-Ebene  eine  Gerade  oder  ein  Kreis  der 
;j-Ebene  und  umgekehrt. 

In  der  That,  bezeichnen  wir  durch  einen  oberen  Accent   die  con- 
jugirte  Grösse  einer  complexen  Grösse  a,  so  stellt  die  Gleichung 
['2)  Ätt'-\-B^  +  B't'+C  =  0, 

wo  A,  C  reale  Grössen  bedeuten,  einen  Kreis  beziehungsweise,  wenn 
Ä  =  0,  eine  Gerade  in  der  ^-Ebene  dar,  und  zwar  den  allgemeinsten 
Kreis  bez.  die  allgemeinste  Gerade.     Setzen  wir  hierin 

^         yrj  +  d'      ^  Y'n'-^S'' 

so  erhalten  wir  als  entsprechende  Gleichung  in  der  t;- Ebene 
rjri'  (Atta  -\-  Bay'  -\-  B'a'y  -\-  Cyy') 
.  -\-rj  {Äaß'  +  Baö'  +  B'yß'  +  Cyd') 

^  ^  -{-  r/(Äiia'-{-B'ö(c'-{-  By'ß-\-  Cy'd) 

+        Aßß'-\-  Bßd'  -\-  B'ß'd-{-  Cdd'  =  0, 
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und  diese  stellt  wieder  einen  Kreis  dar.  Duss  auch  um^rekehrt  jedem 
Kreise  der  T^-Ebene  ein  Kreis  der  ^- Ebene  entspricht,  erhellt  daraus,  dass 

,  =  JJ-ß_ 

ist. 

Wenn  ^4  =  0  ist,  d.  h.  die  Gleichung  (2)  eine  gerade  Linie  dar- 
stellt,   so   geht  der  entsprechende   Kreis  (3)    der    >;-Ebene    durch   den 

Punkt 

_  _  j* 

7 
der  dem  ^  =  oo  entspricht,  hiudiircli.  Diese  Bemerkung  leitet  uns 
beiläufig  darauf  hin,  dass  zwischen  der  durch  die  projective  Trans- 
formation (1)  der  complexen  Grössen  >;,  ^  bestimmten  Abbildung  und 
den  sogenannten  Cremona'schen  Transformationen  eine  einfache  Be- 
ziehung besteht. 

Bekanntlich  lässt  sich  eine  C  rem  o  na 'sehe  Transformation  belie- 
biger Ordnung  stets  aus  solchen  Transformationen  zweiter  Ordnung 
zusammensetzen  (Kosanes,  Cr  eile 's  Journal,  Bd.  73,  S.  109).  Die 
Cremona'sche  Transformation  zweiter  Ordnung  zweier  Ebenen  in  ein- 
ander ist  dadurch  charakterisirt,  dass  jeder  Geraden  der  einen  Ebene 
ein  Kegelschnitt  der  anderen  entspricht,  der  durch  drei  feste  Punkte 
hindurchgeht,  oder  mit  anderen  Worten,  den  sämmtlichen  Geraden  der 
einen  Ebene  entsprechen  die  Kegelschnitte  eines  bestimmten  Netzes 
der  anderen. 

Daraus  folgt  also  zunächst,  dass  die  zwischen  der  rj-  und  ^- Ebene 
statuirte  Beziehung  (1)  eine  Cremona'sche  Transformation  ist,  denn 
den  Geraden  der  einen  Ebene  entsprechen  Kreise  der  anderen,  die 
durch  einen  festen  Punkt  hindurchgehen,  d.  h.  also  Kegelschnitte,  die 
durch  diesen  festen  Punkt  und  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  hyi- 
durchgehen.     Setzt  man 

so  kann  ein  solches  Kreis  netz  der  r;- Ebene  durch  Anwendung  einer 
realen  Collineation 

"2  +  p2^1  +  y2^2  «3  +  p3^1  +  y3^2 

«l  +  ßl^l  +  ri^iL''         «l  +  ^l'Jl+yi'!2 

in  ein  beliebiges  Kegelschnittnetz  transforrairt  werden,  es  setzt  sich 
also  jede  Cremona'sche  Transformation  zweiter  Ordnung  aus  einer 
projectiven  Substitution  zwi.schen  den  complexen  Grössen 

und  aus  einer  realen  Collineation  zusammen.     Daraus  folgt,  dass  auch 
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joile  Ijolit'bi^L'  Cronoiiii'.sclie  Tnin.st'oniiiitian  aus  projectiveii  Sul).stitu- 
tionen  zwischen  den  cuinplexen  Grössen  ^^  -\-  5.,/,  rj^  -\-  rj^i  uiul  aus 
realen  CoUineationen  zusaramen<^esetzt  werden  kann. 

^Vir  werden  in  der  Ke<^el  die  durch  eine  Sul)stitution  von  der 
Fol  in  (1)  verknüi)t'ten  complexen  Grössen  ^,  r/  nidit  in  zwei  verschie- 
denen, sontliTU  viclnu'lir  in  ciniT  und  derselben  Ebene  zu  deuten  haben; 
es  wird  dann  jeder  Punkt  ^;  in  einen  gewissen  anderen  Punkt  ^  trans 
formirt.  Fragen  wir  insbesondere  nach  denjenigen  Punkten  der  y,  Ebene, 
die  mit  ihren  transformirten  identisch  sind,  so  haben  wir  zur  Bestim- 
mung derselben  die  quadratische  Gleichnng 

deren  Wurzeln  wir  als  die  Doppelpunkte  der  projectiven  Substitution 
bezeichnen. 

Dieselben  ergeben  sich  in  der  Form 


sie  sind  also  von  einander  verschieden,  wenn 

ist.    In  diesem  Falle  lässt  sich  die  Substitution  (1)  in  die  Form  setzen 
(I)  1^  =  ^":^, 

wir  nennen   dies   die   canonische  Form   der  Substitution  (1),   da  die- 
selbe der  canonischen  Form  der  homogfenen  Substitution 


(la) 

^2  =  ß^l   +   ''1^2 

entspricht,  wenn  wir 

setzen.  Die  Constante  K,  die  wir  den  Multiplicator  der  projectiven 
Substitution  (1)  nennen,  bestimmt  sich  demgemäss  als  der  Quotient 
der  Wurzeln    der   zur   homogenen    Substitution  (la)   gehörigen   Funda- 


mentalgleichung 


03 


=  0; 


der  Multiplicator  ist  demnach  im  Sinne  der  Nr.  121  (Bd.  I,  S.  439, 
vergl.  Nr.  125,  ebenda  S.  462)  eine  Invariante  der  Substitution  (1), 
d.  h.  er  ändert  sich  nicht,  wenn  man  von  (1)  zu  einer  ähnlichen 
projectiven  Substitution  übergeht. 
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Dil  sich  aus  (1)  durch  Diö'crciitiation 

..  rt&  = «,  dri 

ergiebt,  lindeii   wir  für  K  ül)cr(lics  die  zwiefache  DarsteUuiifr 

Dieser  Multiplicator  K   ist    im    Allgemeinen    eine   complexe  Zahl, 
die  wir  in  der  Form 

K=  Kie'^'^'' 

darstellen  wollen.  Wir  scheiden  dann  nach  dem  Vorgange  von  Herrn 
Klein  die  projeetiven  Substitutionen  mit  getrennten  Doppelpunkten  in 
drei  Unterarten,  je  nachdem 

1)  1^1  =  1, 

2)  1^1 4=  1,     Arg/ir=0, 

3)  1^1 +  1,     Arg^+0 
ist. 

Im   Falle  1)    nennt  man    die   Substitution   (1)    eine    elliptische; 
ihre  y*®  Potenz  ist  in  der  Form 


darstellbar,  wenn  man 


K 


i    r]  ~  X 


(v  =  — ac, t-oc) 


t,  =  s'n 


setzt.     Falls  die  reelle  Grösse 


Arg^=  l  2:t 
ist,  wo  r/,  h  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bedeuten,  so  ist 

S  y]  =  y]     oder     S   =  1, 
man  sagt  dann,  die  elliptische  Substitution  S  sei  eine  periodische. 

Im  Falle  2)  nennt  man  die  Substitution  S  eine  hyperbolische, 
im  Falle  3)  eine  loxodromische.     In  beiden  Fällen  ist 

lim-^^'^-'limr, 
d.  h.  wenn   jitTj  <  1  ist,  so  haben  wir 

(^0 


lim  ^   =  lim  .S'  t^  =  A , 


lim  ^^,  =  lim  S'  rj  =  ^  ^ 

=  —  'J5  I== —  r. 

dagegen,  wenn  'Ä"!  >  1   ist,  umgekehrt 

(6)  lim  S*  rj  =  jtt-,     lim  S'  rj  ^=  l 


befunden  wird.     Für 
eri^iebt  sich 


199.    Eifjpnschaften  projftftivpr  Sul).«ititntionPn.  2')1) 

Die  Doppelpunkte  X,  u  der  Substitution  S  fallen  zu.saiumen,   \\i  lui 

(«  +  df  =  4 
i.st;  in  diesem  Falle  nennt  man  ebenfalls  nach  Herrn  Klein  die  Sub- 
stitution eine  parabolische.  Es  hat  dann  auch  die  zu  der  homogenen 
Substitution  (la)  gehörit^e  Fundamentalgleichung  eine  doppelte  Wur/el 
und  die  canonische  Form  von  (Ij  lautet  demnach  (vergl.  Nr.  77,  Bd.  1, 
S.  120) 

wo  dni-ch  einfache  Rechnung 

t,  =  S'r, 

woraus 

(8)  lim  S"rj  =  X 

folirt.  Stellen  wir  dieses  Ergebniss  mit  dem  durch  die  Gleichungen 
(f)),  (G)  dargestellten  zusammen,  so  haben  wir  den  Satz: 

Die  aus  einem  beliebigen  complexen  Werthe  t;  durch  alle 
möglichen  Potenzen  einer  nicht  elliptischen  Substitution 
erzeugte  Punktmenge  besitzt  zwei  durch  die  beiden  Doppel- 
punkte der  angewandten  Substitution  dargestellte  Grenz- 
stellen, die  nur  im  Falle  einer  parabolischen  Substitution 
mit  einander  coincidiren. 

Betrachten  wir  dagegen  für  eine  elliptische  Substitution  die  aus 
einem  Werthe  >/  =  r"  erzeugte  Punktmenge 

C.0  Ol      0 

t,     =  S    7]  , 

so  liegen  diese  .sämmtlichen  Punkte  auf  dem  durch  die  Gleichung 

(Q\  I  ^-^     _     ^"-^  I 

dargestellten  Kreise.  Wenn  S  eine  periodische  Substitution  ist,  so  ist 
die  Anzahl  dieser  Punkte  eine  endliche;  wenn  S  nicht  periodisch,  d.  h. 
Arg  K  mit  '2n  nicht  commensurabel  ist,  so  lassen  sich  nach  Vorschrift 
einer  beliebig  kleinen  positiven  Grösse  s  zwei  ganze  Zahlen  v^,  x^  stets 
so  bestimmen,  dass  sich  das  Aggregat 


2v^ArcrK-\-  2x^7t 
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von  einer  willkürlioli  vorofeschnebeiu'n  reiilen  Grösse  ilt'in  ahsoliitiMi 
Betrasfe  naeh   um   weni«'er  unterscheidet   wie  e.      Die   l'uuktnieny[e 

ist  also  derart  hesebafien,  dass  sieh  in  jeder  Nähe  eines  jeden  Punktes 
der  Kreislinie  (9)  Punkte  dieser  Menge  befinden,  d.  h.  es  ist  jeder 
Punkt  des  Kreises  (0)  eine  (irenzstelle  dieser  Punktinenge,  oder  anders 
ausgedrückt,  die  ei^ste  Ableitung  /''  der  Puidctmenge  P  (vergl.  Xr.  llJii, 
S.  8)  erfüllt  die  Kreislinie  (9)  vollständig  und  lückenlos. 

200.  Allgemeines  über  Punktmengen.  Bahncurven  elliptischer  Sub- 
stitutionen.    Weierstrass'  Auffassung  eines  analytischen  Gebildes. 

Betrachtet  mau  eine  durch  n  unbeschränkt  veränderliche  reale 
Grössen  x,,x,,--x  bestimmte  Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  so 
nennt  man  nach  Herrn  G.  Cantor  eine  in  dieser  Mannigfaltigkeit  ent- 
haltene Punktmenge  P  eine  perfecte,  wenn  dieselbe  mit  ihrer  ersten 
Ableitung  P'  identisch  ist.  Man  nennt  ferner  eine  Punktmenge  M 
eine  zusammenhängende,  wenn  für  je  zwei  Punkte 

{^1  }  ^>  y  '  '  '  ^„  )  y      Y'i  y  -^-2  f  '  '  '  ^n  ) 
derselben,    nach  Vorschrift   einer  beliebig    kleinen  positiven   Grösse   e, 
sich  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten 

der  Menge  M  so  angeben  lässt,  dass  die  Ungleichungen 


2'(-'^"-^«T,<^ 


(;.  =  0,  1,  2,  ■  •  •  n) 


erfüllt  sind.  Herr  Cantor  definirt  dann  eine  perfecte  und  zusammen- 
hängende Punktmenge  als  ein  Continuum.  Diese  Definition  ist  in 
gewi-ssem  Sinne  enger,  in  anderem  Sinne  wieder  wesentlich  weiter  als 
die  von  uns  in  der  Nr.  133  (S.  9)  benutzte;  ein  Continuum  in  dem 
daselbst  von  uns  festgelegten  Sinne  bezeichnet  Herr  Cantor,  wenn  es 
kein  abgeschlossenes  ist,  als  ein  Semicontinunm.  Die  von  uns  be- 
nutzte Definition  des  Continuums  wurde  so  gefasst,  dass  unter  dieselbe 
nur  ein  ebenso  vielfach  ausgedehntes  Gebiet  fällt,  wie  dasjenige  ist, 
aus  welchem  die  betrachtete  Punktmenge  ausgesondert  ist,  indem  ja 
gleichzeitig  mit  jedem  Punkte  auch  jeder  Punkt  einer  gewissen  Um- 
gebung dem  Continuum  zugehören  mus.ste;  diese  Definition  ist  für 
functionentheoretische  Betrachtungen  von  der  Art,  wie  wir  sie  hier 
anzustellen   lialjen,   ans  dem   (irnndc   bcijucj)!,    weil    dann    il;is    Existenz- 
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jrcliict  einer  muno^^ciifii  Function  von  ^n-wisscn  \'arifil)t'ln  iils  ein  Con- 
tiiiimin  schlechthin  bezeichnet  werden  kann,  was  den  gewöhnlichen 
Vorstellnngen  entspricht.  Wir  wollen  darnm  eine  perfecte  nnd  zu 
sammenhänijende  i'imktment'e  ein  continuirliches  Gebilde 
nennen  nnd  insbesondere  von  conti nnirlichen  Curven,  Flächen 
n.  s.  w.   sprechen. 

Wenn  eine  Punktmenge  P  so  beschatten  ist,  dass  ihre  erste  Ab- 
leitung P'  ein  continuirliches  (iebilde  vollständig  mid  lückenlos  erfüllt, 
so  sagt  man,  die  Punktmenge  sei  auf  diesem  continuirlichen  Gebilde 
überall  dicht. 

Mit  Benutzung  dieser  Terminologie  können  wir  also  den  Satz 
au.s.sprecheu: 

Die  Punktmenge,  welche  aus  einem  complexen  Werthe  ry 
durch  Anwendung  aller  Potenzen  einer  nicht  periodischen 
elliptischen  Substitution  hervorgeht,  erfüllt  eine  gewisse 
durch  diesen  Werth  rj  hindurchgehende  Kreislinie  überall 
dicht. 

Man  kann  diesen  Kreis  durch  eine  einfache  geometrische  Betrach- 
tung noch  genauer  charakterisiren. 

Man  sagt   bekanntlich  von  zwei  Punkten  i]  und  i],   die   durch   die 
Gleichung 
/in\  -         —b'ri'  —  c 

wo  rt,  c  reale  Grössen  bedeuten,  mit  einander  verknüpft  sind,  sie  lägen 
harmonisch  in  Bezug  auf  den  Kreis 

(11)  ar}7]'-\-bri-\-h'ri'-\-c  =  0, 

oder  auch  (nach  Lord  Kelvin),  sie  seien  Spiegelbilder  von  einander. 
Dann  ist  sofort  zu  übersehen,  dass  die  Doppelpunkte  A,  fi  der  Sub- 
stitution S  in  Bezug  auf  jeden  Kreis 

(12)  \'L=±\  =  r, 

wo  r  eine  po.sitive  Constante  bedeutet,  harmonisch  liegen;  der  Kreis  (9) 
ist  also  jener  Kreis,  der  durch  r;  hindurchgeht  und  dem  Krei.sbüschel 
(12)  angehört.  Herr  Klein  nennt  die  Kreise  des  Büschels  (12)  die 
Bahncurven  der  elliptischen  Substitution  *S';  unser  Satz  kann  also  wie 
folgt  ausgesprochen  werden: 

Die  Punktmenge,  ^velche  aus  dem  beliebigen  complexen 
Werthe  Vj  durch  Anwendung  aller  Potenzen  der  nicht  periodi- 
schen elliptischen  Substitution  S  hervorgeht,  liegt  auf  der 
dureh   j^   hindurchgehenden  Bahncurve  von  S  überall  dicht. 
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Ehe  wir  diese  Kesultate  auf  das  Stiulinm  des  lnte«;raliniotieiiten  y 
einer  linearen  Difterentialgleichnn«»;  anwenden,  müssen  wir  eine  Vor- 
stellunu^sweise  einführen,  die  sich  an  die  von  Herrn  Weierstrass  in 
5?einen  fnnetionentheoretischen  Vorlesungen  gegebene  Auffassung  eines 
analytischen  Gebildes  auschliesst. 

Hat  man  eine  Function 

'/  =  fV) 

der  complexen  Variabein  t  etwa  dadurch  detinirt,  dass  ein  Zweig  dieser 
Function  in  der  Umgebung  einer  regulären  Stelle  t  =  t^^  durch  eine 
gewöhnliche  Potenzreihe 

(«)       ,;  =  w\  Q  =  ^  +  d,  (^  -  y  +  <^,(^  -  y-'  +  •  •  • 

dargestellt  ist,  so  erhält  man  durch  analytische  Fortsetzung  dieser  Reihe 
die  Gesammtheit  aller  derjenigen  Functionselemente,  die  durch  gewöhn- 
liche Potenzreihen,  fortschreitend  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
linearen  Functionen  von  t,  dargestellt  werden  können.  Wenn  in  der 
Entwickelung  (a)  der  Coefficient  d,  nicht  verschwindet,  so  ist  auch 
umgekehrt  t  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  7j  —  ^^^  entwickelbai- 

Avenn  wir  von  dieser  Reihe  ausgehen  und  dieselbe  analytisch  fortsetzen, 
so  erhalten  wir  die  Gesammtheit  aller  Functionselemente,  die  durcli 
gewöhnliche  Potenzreihen,  fortschreitend  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  linearen  Functionen  von  ij,  darstellbar  sind. 

Betrachten  wir  die  Gesammtheit  der  zusammengehörigen  Wertlie- 
paare  (t,  i]),  die  wir  auf  die  eine  oder  auf  die  andere  Weise  er- 
halten, so  bemerken  wir,  dass  diejenigen  Werthepaare 

die  so  beschaffen  sind,  dass  sowohl  t  =  f^^  eine  reguläre  Stelle  der 
P\inction  rj  als  auch  r]  =  d  eine  reguläre  Stelle  der  Function  /  von  7/ 
ist,  beide  Male  zum  Vorschein  kommen.  Dagegen  kommen  wir  im  All- 
gemeinen bei  der  Fortsetzung  des  Elementes  ''4i(^/Q)  zu  Werthepaaren 
(t,  Yi)j  die  bei  der  Fortsetzung  des  Elementes  £l(7j  |  d^,)  nicht  erreicht 
werden,  und  umgekehrt  bei  Fortsetzung  der  letzteren  Potenzreihe  zu 
Werthepaaren,  die  durch  Fortsetzung  von  ^i^  t^^  nicht  erzielt  werden 
können.  Um  diesem  Uebelstande  aus  dem  Wei;e  zu  stehen,  kann  man 
sich  die  beiden  V^ariabeln  7;,  t  durch  eine  dritte  Hülfs variable  dar- 
gestellt denken,  also  etwa 
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ganz  beliebig,  aber  so  wilhlt,  dsiss  s^  von  Null  verschieden  ist,  und  dann 
^^,(t)  aus  '!|5(^|^j))  dadurch  herleitet,  dass  man  in  "!P(^|^o)  für  t  —  t^^ 
die  Reihe  ^^.,(t)  einsetzt.  Herr  Weierstrass  nennt  dann  das  Reihen- 
paar (/3)  ein  Element  des  analytischen  Gebildes  (r],  t)  und  de- 
tinirt  die  Fortsetzunüf  desselben  in  folgender  Weise. 

Sei  Tjj  eine  Stelle  des  gemeinsamen  Convergenzbereiches  der  beiden 
Reihen  (/3),  dann  setze  man 

wo  c^  von  Null  verschieden  und  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  für 
hinreichend  kleines  z'  convergent,  aber  sonst  ganz  willkürlich  gewählt 
ist;  dann  verwandelt  sich  das  Reihenpaar  {ß)  in 

und  das  Gebilde  iß')  coincidirt  in  einer  gewissen  Umgebung  von  t'=0 
mit  dem  Gebilde  (ß)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  r  =  rQ,  es  kann 
also  (/3')  als  die  Fortsetzung  von  (/3)  betrachtet  werden. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  erhält  man  eine 
gewisse  Gesamnitheit  von  Reihenpaareu,  die  ein  in  sich  abgeschlossenes 
Ganzes  bilden  in  dem  Sinne,  dass,  wenn  man  die  Gesammtheit  der 
Werthepaare  (t,  rf)  in's  Auge  fasst,  die  durch  diese  Reihenpaare  geliefert 
werden,  diese  Gesammtheit  dieselbe  bleibt,  wie  man  auch  die  Fort- 
setzung machen  und  von  welchem  jener  Reihenpaare  man  auch  aus- 
gegangen sein  mag.  Diese  so  erzielten  Werthepaare  enthalten  sowohl 
die  durch  Fortsetzung  von  ^  (f  j  f^^^  als  auch  die  durch  Fortsetzung  von 
0(i;|dy)  zu  erreichenden,  man  bezeichnet  die  Gesammtheit  derselben 
als  das  analytische  Gebilde  (rj,  f). 

Denken  wir  uns  etwa  die  vierfache  reale  ebene  Manniirfaltiorkeit 
R^,  die  dadurch  bestimmt  wird,  dass  wir  ?/,  t  als  unbeschränkt  ver- 
änderliche complexe  Grössen  auffassen,  so  ist  das  analytische  Gebilde 
(rj,  f)  ein  Gebilde  zweiter  Stufe  im  R^.  Projiciren  wir  dasselbe  auf 
die  f- Ebene,  so  ist  die  Projection  die  Gesammtheit  derjenigen  Stelleu  f, 
in  deren  Umgebimg  sich  7/  verhält  wie  eine  algebraische  Function, 
projiciren  wir  jenes  Gebilde  auf  die  7^ -Ebene,  so  erhalten  wir  ebenso 
die  Gesammtheit  der  Tj-Wei-the,  in  deren  Umgebung  sich  t  verhält  wie 
eine  algebraische  Function. 

Die  Punktmenge  (tj,  t),  die  durch  Fortsetzung  des  Elementes  (/3) 
zum   Vorschein  kommt,   besitzt  im   Allgemeinen   (d.  h.   wenn  t]  keine 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  18 
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algebniisclie  Function  von  /  ist)  noch  ürenzstcUen,  die  nicht  zu  der 
Punktmenge  (rj,  t)  gehören,  für  welche  sich  aber  in  jeder  Nähe  Punkte 
dieser  Punktmenge  befinden,  und  nur,  wenn  wir  diese  Grenzstellen  der 
Punktmenge,  d.  h.  dem  Gebilde  hinzufügen  würden,  wäre  dasselbe 
eine  perfecte  Punktmenge  im  li^.  Diese  Grenzstellen  werden  von 
dem  Gebilde  nicht  wirklich  erreicht,  sondern  das  Gebilde 
kommt  ihnen  nur  beliebig  nahe.  Dass  es  nicht  zweckmässig  wäre, 
dieselben  dem  Gebilde  hinzuzufügen,  lehrt  ein  Blick  auf  das  Fuchssche 
Beispiel. 

201.    Grenzstellen,  die  einem  analytischen  Gebilde  nicht  zuzuzählen 

sind.     Gebilde,    die    nach    einer   Seite    hin    eindeutig    sind.     Isolirte 

Punktmengen  und  isolirtwerthige  Functionen. 

In  der  That  hatten  wir  in  der  Nr.  198  (S.  2(53)  gezeigt,  dass, 
wenn  t  =  f^^  ein  beliebiger  Werth  der  unabhängigen  Variabein,  rj  =  ^^^ 
einer  der  zugehörigfen  Werthe  der  daselbst  betrachteten  Function 


r'dt 


t]  =  C 

ist  und  rj^^  einen  beliebigen  complexen  Werth  bedeutet,  stets  eine  der 
Substitutionen  T  angegeben  werden  kann,  für  welche 

dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als  eine  beliebig  klein  vorgeschrie- 
bene positive  Grösse,  sofern  A  nicht  gemäss  der  Gleichung  (9  a),  Nr.  108 
(S.  263)  gewählt  wird.  D.  h.  aber  mit  anderen  Worten,  in  jeder  Nähe 
jeder  beliebigen  Stelle  [t^^,  rjj  des  R^  liegen  Stellen,  die  dem  analyti- 
schen Gebilde  (t,  i])  angehören;  also  ist  jede  Stelle  der  vierfachen 
Mannigfaltigkeit  R^  eine  Grenzstelle  dieses  Gebildes,  oder  mit  Benutzung 
der  oben  eingeführten  Terminologie,  das  Gebilde  (t,  rf)  ist  in  der 
ganzen  vierfachen  Mannigfaltigkeit  jR^  überall  dicht.  Würde 
man  nun  alle  diese  Grenzstellen  dem  Gebilde  liinzuzählen,  so  würde 
dasselbe  die  ganze  vierfache  Mannigfaltigkeit  jR^  lückenlos  erfüllen, 
man  hätte  also  überhaupt  kein  besonderes  Gebilde,  also  auch  keine 
functionale  Beziehung  zwischen  rj  und  t. 

Bei  den  analytischen  Beziehungen,  die  von  den  Analysten  des 
achtzehnten  Jahrhunderts  eingehender  studirt  worden  waren,  hatten  sich 
derartige  Verhältnisse  nicht  gezeigt.  Der  erste,  dem  eine  ähnliche 
Erscheinung,  wie  die  eben  beschriebene,  bei  seinen  Untersuchungen 
aufcrefallen  zu  sein  scheint,  Avar  Abel.     Aus  der  Zeit,  in  welcher  sich 
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Alx'l  mit  dvr  Untersnchun«^  der  hyperellipti.schen  und  der  allgemeinen 
Abersclu-n  Integrale  beschäftigte,  stammt  ein  Brief  an  Holmboe,  in 
welchem  Abel  schreibt,  er  habe  etwas  Unmögliclies  bewiesen.  Man 
geht  wohl  kuiuii  fehl,  wenn  man  annimmt,  dass  sich  diese  Bemerkung 
auf  die  Erkenntniss  der  Tliatsache  bezieht,  dass  die  Werthe,  welche 
ein  allgemeines  Abel'sehes  Integral  oder  auch  ein  elliptisches  Integral 
(h-itter  Gattung  für  einen  beliebigen  Werth  der  unabhängigen  Variabein 
,(•  aiiiiimmt,  durcli  die   Kornud 

11  =  ü  -|-  in^  ic^  -f-  '»i. ,/('.,  +  iH.,u\^  -{-••• 

dargestellt  werden,  wo  ü  einen  bestimrhten  zu  x  gehörigen  Werth 
dieses  Integrals,  ni^,m.^,  in.^,  •  •  •  irgendwelche  ganze  Zahlen,  w^,iv.,,iv.,,  •  •  • 
('onstanten  bedeuten,  deren  Anzahl  grösser  ist  wie  zwei,  und  zwischen 
denen  im  Allgemeinen  keine  homogene  lineare  Relation  mit  ganzzahligen 
< 'oefficienten  besteht. 

Wie  Jacob i  zuerst  bewiesen  hat,  las.sen  sich  nämlich  (vergl, 
Nr.  198,  S.  2G3)  die  ganzen  Zahlen  ni^,  m„,  m.^,  ■  ■  •  stets  so  wählen, 
dass  das  Aggregat 

^"l  "  1    "f~   ^"■.  "'■.    ~h    »^•J'^-;    "}"•■■ 

jedem  complexen  Werthe  beliebig  nahe  kommt;  es  wird  also  in  jeder 
Xähe  jeder  Stelle  {x,  ii)  Stellen  geben,  die  dem  durch  das  betrachtete 
Abel 'sehe  Integral  bestimmten  analytischen  Gebilde  angehören,  d.  h. 
dieses  Gebilde  ist  in  dem  Gebiete  der  beiden  Variabelu  {x,  ii)  überall 
dicht.  Nimmt  man  nun  keinen  Anstand,  die  sämmtlichen  Grenzstellen 
des  Gebildes  demselben  hinzuzuzählen,  so  ergiebt  sich  wie  oben  die 
Ungereimtheit,  dass  eine  Function  für  jeden  Werth  der  unabhängigen 
Variabein  jeden  beliebigen  Werth  „anzunehmen''  im  Stande  ist,  wodurch 
ja  der  Charakter  einer  functionalen  Beziehung  völlig  aufgehoben  er- 
scheint. Ob  Abel  diese  Schwierigkeit  wirklich  gefunden  hat,  entzieht 
sich  unserer  Combination,  jedenfalls  erwähnt  er  dieselbe  in  keiner 
seiner  Abhandlungen.  Bemerkenswerth  ist,  dass  Jacobi  aus  dem 
erwähnten,  von  ihm  völlig  klar  erkannten  Umstände  nur  den  Schluss 
gezogen  hat,  dass  die  Umkehrungsfunction  eines  Abel'schen  Inte- 
grals, wie  er  sich  ausdrückt,  ein  „Absurdum"  sei,  wähi-end  doch  der 
selbe  Gedankengang  ihn  hätte  veranlassen  müssen,  die  Function  m 
von  X  selbst  für  unmöglich  zu  erklären.  Auf  die  Consequenzen,  die 
Jacobi  aus  der  von  ihm  entdeckten  Schwierigkeit  gezogen  hat,  kommen 
wir  weiter  unten  zurück. 

Wir  werden  also  dem  analytischen  Gebilde  (t,  rj)  diejenigen  Grenz- 
stellen, denen  das  Gebilde  nur  beliebig  nahe  kommt,  ohne  dieselben 
wirklich   zu   erreichen,   im  Allgemeinen   nicht   hinzufügen,   wodurch   es 
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aber  uatürlicli  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  wir,  je  nachdem  es  sich 
als  zweckmässig  erweist,  bei  der  Untersuchung  specieller  Functionen 
gewisse  Arten  dieser  Grenzstellen  dem  Existenzbereiche  der  Function 
hinzuzählen. 

Betrachten  w'w  mm  den  besonderen  Fall,  wo  das  analytische  Ge- 
bilde (t,  1})  nach  der  einen  Seite  hin  eindeutig,  d.  h.  wo  die  eine 
der  beiden  Variabein,  etwa  f,  eine  allenthalben  eindexitige  Function  der 
anderen  r}  ist.     Sei  i}  =  d^^,  ^  ^^  'o  ^^"^  Stelle  des  Gebildes,  also 

M=  /o  +  %\(^'^  =  ^0  +  ^^  +  ^y  +  ■--, 
(ß) 

U  =  ^o  +  Wf)  =  \  +  ^1^  +  ^.^"  +  •  ■  -^ 

wo  ''^Np  *"!?.,  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  dann  ist  jedenfalls 

und  die  Entwickelungeu  (ß)  stellen  in  einer  gewissen  Umgebung  der 
Stelle  {t^,  dj  das  ganze  Gebilde  dar,  d.  h.  jede  Stelle  des  analytischen 
Gebildes  (7,  >/),  die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  ff^,  d^^  li<?gt,  geht 
aus  den  Entwickelungeu  (/3)  hervor,  indem  man  dem  Parameter  r 
Wei*the  in  der  Umgebung  von  r  =  0  beilegt.  Daraus  folgt  nach  be- 
kannten Sätzen  über  Potenzreihen,  dass  sich  eine  endliche  positive 
Grösse  d  so  angeben  lässt,  dass,  wenn  (f^,  rj^  eine  ebenfalls  dem  Ge- 
bilde (^,  tj)  angehörende  Stelle  bedeutet,  der  absolute  Betrag  der  Diffe- 
renz d„  —  7;^ 

I  *o  —  '^0  I  >  «^ 
sein  muss. 

Projiciren  wir  das  Gebilde  (f^  rj)  auf  die  Ebene  der  complexen 
Variabein  rj,  so  ist  diese  Projection  die  Gesammtheit  der  Stellen  rj,  in 
deren  Umgebung  sich  die  eindeutige  Function  t  von  r)  wie  eine  ratio- 
nale Function  verhält;  diese  Gesammtheit  bildet  ein  Continuum  J^", 
welches  als  der  Existenzbereich  der  Function  t  von  t]  bezeichnet 
wird.  Dieses  Continuum  E  bedeckt  die  7; -Ebene  oder  einen  zweifach 
ausgedehnten  Theil  derselben  einfach,  es  ist  ein  unabgeschlossenes  und 
seine  Begrenzung  wird  von  denjenigen  Stellen  gebildet,  die  Projectionen 
der  dem  Gebilde  (t,  rj)  nicht  angehörenden  Grenzstellen  desselben  sind. 
Von  diesen  Stellen  weiss  man  nach  den  Untersuchungen  des  Herrn 
Weierstrass,  dass  sie  Unbestimmtheitsstellen  (Herr  Weierstrass 
nennt  sie  wesentlich  singulare  Punkte)  der  Function  t  von  r]  sein 
müssen,  und  dass  die  Function  t  die  Eigenschaft  hat,  in  der  Nähe  einer 
solchen  Stelle  jedem  Wei-the  beliebig  nahe  zu  kommen  (vergl.  eine 
Arbeit  des  Herrn  Picard,  Annales  de  l'Ecole  Normale,  2.  Serie,  Bd.  i>, 
S.  147).    Dagegen  lässt  sich  um  jede  dem  Existenzbereiche  .E  angehörige 
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Stelle  ö^^  ein  Kreis  mit  dem  endlichen  Radius  d  beschreiben,  innerhalb 
dessen  keine  zweite  Stelle  1]^^  lit^'gt,  für  welche  die  Function  t  denselben 
Werth  t^  annimmt,  wie  für  ^^^. 

Von  einer  Punktnien<j^e,  die  so  beschaffen  ist,  dass  sich  um  jeden 
Punkt  derselben  eine  endliche  Umgebung  so  abgrenzen  lässt,  dass 
innerhalb  dieser  Umgebung  kein  zweiter  Punkt  jener  Menge  liegt,  sagt 
man  nach  Herrn  Cantor,  sie  sei  isolirt.  Betrachtet  man  also  die 
Punktmenge,  welche  von  der  Gesammtheit  der  7^-Wei-the  gebildet  wird, 
für  welche  die  eindeutige  Function  t  denselben  Werth  t^^  annimmt,  so 
ist  dieselbe  eine  isolirte,  und  ihre  Grrenzstellen  sind  nach  den  vorher- 
gehenden Erörterungen  die  sämmtlichen  Unbestimmtheitsstellen  der 
Function  t  von  r}. 

Wir  ziehen  hieraus  zunächst  die  Folgerung: 

Ein  analytisches  Gebilde  {t,  rj),  welches  in  der  ebenen 
vierfachen  Mannigfaltigkeit  B^  überall  dicht  ist,  kann  nie- 
mals nach  einer  Seite  hin  eindeutig  sein. 

Dies  war  die  Consequenz,  die  Jacobi  aus  der  von  ihm  erkannten 
Eigenschaft  eines  allgemeinen  hyperelliptischen  beziehungsweise  Ab  ei- 
schen Integi-als,  für  jeden  Werth  der  unabhängigen  Variabein  jedem  be- 
liebigen Werthe  beliebig  nahe  zu  kommen,  gezogen  hat;  er  schloss  näm- 
lich, dass  ein  solches  Integral  niemals  eindeutig  umkehrbar  sein  könne. 

Wir  können  aber  die  Natur  eines  analytischen  Gebildes  (t,  rj), 
welches  nach  einer  Seite  eindeutig  sein  soll,  noch  schärfer  kennzeichnen. 

Denken  wir  uns  nämlich,  das  analytische  Gebilde  (t,  rj)  sei  zwar 
nicht  im  ganzen  i?^,  aber  auf  einem  aus  dem  R^  ausgesonderten  con- 
tinuirlichen  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  G.,  überall  dicht.  Schneiden 
wir  dann  das  Gebilde  durch  eine  Ebene  t  =  t^,  so  sind  die  Schnitt- 
punkte auf  einer  Curve  dieser  Ebene  fnämlich  dem  Schnitt  derselben 
mit  (tj)  überall  dicht;  projiciren  wir  die  Gesammtheit  dieser  Schnitt- 
punkte auf  die  tj -Ebene,  so  sind  dieselben  auf  der  Projection  jener 
Curve  überall  dicht.  Die  Projectionen  jener  Schnittpunkte  unseres 
Gebildes  {t,  rj)  mit  der  Ebene  t  =  t^  auf  die  ?;- Ebene  stellen  aber  die 
Gesammtheit  der  Werthe  dar,  für  welche  die  Function  t  von  j^  den 
Werth  t^  annimmt;  sollte  etwa  t  eine  eindeutige  Function  von  jj  sein, 
so  müsste  diese  Gesammtheit  eine  isolirte  Pimktmeuge  bilden,  könnte 
also  auf  keiner  continuirlichen  Curve  überall  dicht  sein.  Wir  haben 
also  den  Satz: 

Ein  analytisches  Gebilde  (f,  rj),  welches  auf  einem  aus 
der  vierfachen  ebenen  Mannigfaltigkeit  R^  ausgesonderten 
continuirlichen  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  überall  dicht 
ist,  kann  nicht  nach  einer  Seite  hin  eindeutig  sein. 
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Wenn  eine  abzahlbare  Punktmenge  nicht  auf  einem  eontiiniirlicluMi 
Gebilde  überall  dieht  ist,  so  ist  sie  isolirt.  Wenn  also  das  analytische 
Gebilde  {t,  tf)  die  Eigenschaft  hat,  auf  keinem  ans  dem  li^  ausgeson- 
derten continuirlichen  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  überall  dicht  zu 
sein,  so  ist  sein  Schnitt  mit  einer  f  =  /,^- Ebene  sowohl  wie  mit  einer 
7/  =  d  -Ebene  eine  isolirte  Pnnktmeuge,  also  ist  in  diesem  Falle 
soAvohl  t  als  Function  von  7;,  wie  auch  7;  als  Function  von  f  so  be- 
schaffen, dass  die  Gesammtheit  der  Werthe  dieser  Functionen,  die  zu 
einem  bestimmten  Werthe  der  unal)hängigen  Variabein  gelu")ren,  stets 
eine  isoliiie  Puuktmenge  bildet.  Wir  sagen  von  einer  solchen  Function, 
sie  sei  eine  isolirtwerthige.  Das  Gebilde  Cr/,  t)  ist  also  in  dem  be- 
trachteten Falle  nach  beiden  Seiten  hin  isolirtwerthig. 

Offenbar  gilt  der  Satz: 

Ein  analytisches  Gebilde  {1],  t),  welches  nach  der  einen 
Seite  hin  von  endlicher  Vieldeutigkeit  ist,  ist  nach  der  an- 
deren Seite  hin  isolirtwerthig. 
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Begrenzung  der  Continua,  "wo  die  Gruppe  eigentlich  discontinuirlich 

ist.     Infinitesimale  Substitutionen. 

Wir  gehen  jetzt  nach  diesen  Vorbereitungen  an  das  Studium  des 
Integralquotieuten  rj  unserer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
(%„)  (Nr.  196,  S.  251),  beziehungsweise  des  durch  denselben  bestimmten 
analytischen  Gebildes  (?/,  t). 

Wenn  t  eine  eindeutige  Function  von  rj  sein  soll,  so  muss  7/  als 
Function  von  f  isolirtwerthig  sein.     Sei 

eine  Stelle  des  durch  den  Integralquotienten  r]  bestimmten  analytischen 
Gebildes,  dann  erhalten  wir  die  Gesammtheit  der  rj -Werthe,  die  zu 
demselben  Werthe  t^  von  t  gehören,  indem  wir  auf  ^^^  alle  Substitu- 
tionen der  abzählbaren  projectiven  Gruppe  Q-  anwenden.  Damit  also  1/ 
eine  isolirtwerthige  Function  von  t  sei,  muss  die  Giiippe  d^  die  folgende 
Eigenschaft  haben: 

Es  giebt  einen  complexen  Werth  d^^,  um  den  sich  ein 
Kreis  mit  endlichem  Radius  d  beschreiben  lässt,  innerhalb 
dessen  kein  von  d,,  verschiedener  Punkt  der  Punktmenge 
liegt,  die  aus  d^^  durch  Anwendung  der  Substitutionen  der 
Gruppe  O-  hervorgeht. 

Wenn  eine  Gruppe  von  projectiven  Substitutionen  einer  Variabein 
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diese  Ei<(enselmft  hiit,  so  sa^cii  wir,  sie  sei  iimerhulh  <l<r  complexen 
Zalileiiebene  discontiiiui  rlich. 

Für  eine  cliscontiiuiirliche  Grupj)e  lassen  sich  die  folgenden  Eigen- 
sclniften  nachweisen.  Betrachten  wir  einen  der  aus  d\^  durch  die  Sub- 
stitutionen der  CJruppe  hervorgegangenen  Punkte  b^'^  sei 

so  entspricht  dem  um  Ö^^  mit  dem  Kadius  d  beschriebenen  Kreise  k^^ 
ein  den  Punkt  s^^  einscliliessender  ebenfalls  kreisförmiger  Bereich  l^^  von 
endlichem  Kadius,  dessen  Begrenzungspunkte  von  £^^  in  endlichen  Ab- 
ständen liegen.  Befände  sich  innerhalb  l^^  ein  Punkt  f^  (ausser  e  ),  der 
aus  f^i  durch  eine  Substitution  S^  von  &  hervorgeht,  so  müsste  der  Punkt 

S~  £j 

innerhalb  des  Kreises  Z^  liegen;  dieser  Punkt  geht  aber  durch  die 
Substitution 

aus  d^  hervor,  uiul  da  diese  Substitution  auch  der  Gruppe  ■O'  angehört, 
so  ist  dies  nicht  möglich.  D.  h.  die  Punktmenge,  welche  aus  ö^  durch 
die  Substitutionen  der  discontinuirlichen  Gruppe  #•  hervorgeht,  ist  eine 
isolirte. 

Auf  Grund  des  in  der  Nr.  200  (S.  271)  bewiesenen  Satzes  folgt 
hieraus,  dass  eine  discontinuirliche  Gruppe  keine  nichtperiodische 
elliptische  Substitution  enthalten  könne,  d.  h.: 

Die  in  einer  discontinuirlichen  Gruppe  enthaltenen 
elliptischen  Substitutionen  sind  nothwendig  periodisch. 

Eine  isolirte  Punktmenge  ist  stets  abzählbar;  wenn  also,  wie  wir 
voraussetzen  dürfen,  d^  nicht  ein  Doppelpunkt  einer  in  &  enthaltenen 
Substitution  ist,  so  schliessen  wir: 

Eine  discontinuirliche  Gruppe  ist  stets  abzählbar. 

Wenn  e^  aus  d^^  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  hervorgeht, 
so  geht  ein  zu  ö^^  unendlich  benachbarter  Punkt  durch  dieselbe  Sub- 
stitution in  einen  zu  «^  unendlich  benachbarten  Punkt  über.  Also 
haben  auch  alle  Punkte  einer  gewissen  Umgebuncr  von  d  die  Eitjen- 
Schaft,  dass  die  aus  einem  derselben  durch  die  Substitutionen  der 
Gruppe  d^  hervorgehende  Punktmenge  eine  isolirte  ist.  Wir  sagen  von 
einem  Punkte  Ö^  der  complexen  Zahlenebene,  aus  welchem  durch  die 
Substitutionen  der  discontinuirlichen  Gruppe  -9-  eine  isolirte  Punktmenge 
erzeugt  wird,  die  Giiippe  -&•  sei  im  Punkte  d^  eigentlich  discontinuir- 
lich.  Die  Gruppe  ist  dann  auch  für  alle  Punkte  einer  gewissen  Um- 
gebung von  d^  eigentlich  discontinuirlich;  d.  h.: 
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Die  Gesammtlieit  der  Stellen,  für  welche  eine  discon- 
tinuirliche  Gruppe  eigentlich  discontiuuirlich  ist,  besteht  aus 
lauter  innerhalb  dieser  Gesammtheit  gelegenen  Punkten,  sie 
zerfällt  also  in  eine  endliche  oder  unendlicli  grosse  Anzahl 
von  Conti nuis  (vergl.  Nr.  133,  S.  9). 

Die  Begrenzung  dieser  Continua  wird  von  einer  gewissen  abge- 
schlossenen Punktmenge  P  gebildet,  wir  können  diese  Punktmenge  P 
leicht  schärfer  charakterisiren. 

Es  folgt  aus  dem  Begriffe  der  discontinuirlichen  Gruppe,  dass  die- 
selbe keine  infinitesimale  Transformation  enthalten  kann.  Unter 
einer  infinitesimalen  Transformation  haben  wir  dabei  eine  Substitution 

zu  verstehen,  in  welcher  die  Grössen 

cc-1,    ß,    y,    d-1 

unendlich  klein  sind.  Wenden  wir  also  auf  einen  willkürlichen 
AVerth  1]  irgend  eine  Substitution  der  discontinuirlichen  Gruppe  an,  so 
wird  der  transformirte  Werth  in  endlichem  Abstände  von  rj  liegen, 
sofern  tj  nicht  ein  Doppelpunkt  der  angewandten  Substitution  ist. 
Bedeutet  A  einen  Punkt,  der  ein  Doppelpunkt  einer  in  der  Gruppe 
enthaltenen  parabolischen,  hyperbolischen  oder  loxodromischen  Sub- 
stitution ist,  so  befinden  sich  nach  dem  Satze  der  Nr.  199  (S.  269)  in 
jeder  Nähe  desselben  Stellen,  die  aus  einem  willkürlichen  Werthe  rj 
durch  Anwendung  von  Potenzen  der  betreffenden  Substitution  hervor- 
gehen. In  der  Nähe  einer  solchen  Stelle  A  ist  also  die  Gruppe  nicht 
eigentlich  discontiuuirlich. 

Wir  sagen  allgemein,  die  Gruppe  d-  sei  in  der  Umgebung  einer 
Stelle  r]  uneigentlich  discontinuirlich,  wenn  sich  in  jeder  Nähe 
dieser  Stelle  Punkte  befinden,  die  aus  tj  durch  Substitutionen  der 
Gruppe  hervorgehen. 

Aus  den  eben  gemachten  Bemerkungen  ergiebt  sich  also,  dass  die 
Doppelpunkte  der  nicht  elliptischen  Substitutionen  der  Gruppe  solche 
Stellen  sind,  in  deren  Umgebung  die  Gruppe  uneigentlich  discontinuir- 
lich ist.  Wenn  in  jeder  Nähe  einer  Stelle  a  Stellen  liegen,  in  deren 
Umgebung  die  Gruppe  uneigentlich  discontinuirlich  ist,  so  ist  die  Gruppe 
auch  in  a  uneigentlich  discontinuirlich.  Es  bildet  folglich  die  Gesammt- 
heit derjenigen  Stellen,  in  deren  Umgebung  die  Gruppe  uneigentlich 
discontinuirlich  ist,  eine  abgeschlossene  Punktmenge,  und  dies  ist 
eben  jene  Punktmenge  P,  die  die  Begrenzung  der  von  den  Stellen,  wo 
die  Gnippe  eigentlich  discontinuirlich  ist,  erfüllten  Continua  ausmacht. 
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Betrachtet  man  allgemein  eine  Gruppe,  die  keine  infinitesi- 
male Substitution  enthält,  so  kann  diese  Gruppe  nur  dann  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  uneigentlich  discontinuirlich  sein,  wenn  diese 
Stelle  entweder  selbst  Doppelpunkt  einer  nicht  elliptischen  Substitution 
der  Gruppe  ist,  oder  wenn  sich  in  jeder  Nähe  derselljen  solche  Doppel- 
punkte befinden.  Bezeichnet  man  also  die  Gesammtheit  der  Doppel- 
punkte der  nicht  elliptischen  Substitutionen  einer  solchen  Gruppe  als 
Punktmenge  Q,  bildet  die  erste  Ableitung  Q'  dieser  Punktmenge,  so 
stellt  die  aus  der  Vereinigung  von  Q  und  Q'  hervorgehende  Punkt- 
menge Q  -\-  Q'  die  Gesammtheit  der  Stellen  dar,  in  deren  Umgebung 
die  Gi'uppe  uneigentlich  discontinuirlich  ist.  Wenn  diese  abgeschlossene 
Punktmenge  (^  -\-  Q'  die  ganze  complexe  Zahlenebene  überall  dicht 
erfüllt,  so  ist  die  Gruppe  keine  in  dieser  Zahlenebene  discontinuirUche. 
Wenn  die  Gruppe  discontinuirlich  ist,  so  muss  es,  wie  wir  gezeigt 
haben,  mindestens  ein  Continuum  von  Punkten  geben,  welches  nicht 
der  Punktmenge  Q  -\-  Q'  angehört,  sondern  von  dieser  Punktmenge 
begrenzt  wird.  Die  Punktmenge  Q  -{-  Q'  ist  dann  mit  der  oben  durch 
P  bezeichneten  identisch. 


20o.    Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  diseontinuirlicher 
Gruppe.     Die  Umkehrungsfunction  des  Integralquotienten  ist 

isolirtw^erthig. 

Betrachten  wir  nun  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
(St^),  für  welche  die  zum  Integralcpiotienten  ri  gehörige  projective 
Gruppe  eine  discontinuirliche  ist. 

Wenn  ein  Doppelpunkt  einer  Substitution  der  Gruppe  O-  zum 
Werthevorrathe  der  Function  ri  von  t  gehört,  so  hat  ein  ^-T^'erth,  für 
welchen  dieser  Doppelpunkt  zum  Vorschein  kommt,  die  Eigenschaft, 
dass  für  denselben  zwei  sonst  von  einander  verschiedene  Zweige  der 
Function  r]  von  t  denselben  Werth  annehmen;  ein  solcher  ^-Wei-th 
muss  folglich  eine  Verzweigungsstelle  der  Function  >;,  also  ein  singu- 
lärer  Punkt  der  Differentialgleichung  sein. 

Bedeutet  t  =  a  eine  singulare  Stelle  der  Differentialgleichung,  für 
welche  die  Differenz  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichung r^  —  r^  keine  ganze  Zahl  ist,  so  erleidet  irgend  ein  Zweig 
des  Integralquotienten  r]  (vergl.  Nr.  196,  S.  253  ff.),  wenn  t  einen  ein- 
fachen unendlich  kleinen  Umlauf  um  a  vollzieht,  eine  Substitution,  die 
sich  in  der  canonischen  Form: 

'  rj  — fi  ^  —  \^, 
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darstellen  lässt.  Wenn  r  —  r^  real  ist,  so  ist  diese  Substitution  eine 
t'll  iptiscbe,  ulso  mnss,  da  die  Gruppe  ^  discontiiniiriicli  sein  sollte, 
in  diesem  Falle  r^  —  r,  rational  sein.    Aus  der  Form  der  Fntwickelung 

(2)         ;^-^  =  (/  -  «)'-^-'-^(ö.,  +  d^it  -«)  +  ...) 

ergiebt  sich  dann,  dass  die  Stellen 

t  =  a  ,     Yj  =  l 
und  allgemein 

f  =  a  ,     7}  =  S^j 

wo  S  irgend  eine  Substitution  der  Gruppe  9^  bedeutet,  dem  analytischen 
Gebilde  (t,  rf)  angehören.  • 

Ist  r  —  r,  complex,  aber  nicht  rein  imaginär,  so  ist  die  Sub- 
stitution (1)  eine  loxodro mische.  In  diesem  Falle  erreicht,  wenn  / 
in  a  einrückt,  )]  den  Werth  A,  und  wenn  wir  um  t  =  a  herum  einen 
Bereich  /'  von  hinreichend  kleinen  Dimensionen  abgrenzen,  so  entspricht, 
vermöge  der  Entwickelung  (2),  jeder  Stelle  in  einer  gewissen  Um- 
gebiing  von  rj  =  X  eine  Stelle  t  des  Bereiches  /".     Die  Stelle 

t  =  a,     t]  =  2, 
ist  in   diesem  Falle   eine  Grenzstelle   des  Gebildes  (t,  rj),   die   dem  Ge- 
bilde   nicht    angehört,    es    werden    aber    durch    die    Entwickelung  (2), 
wenn  wir  die  Potenz 

(( -  «)-'-'= 

in  bestimmter  Weise  fixiren,  wohldefinirte  Stellen  des  Gebildes  in  jeder 

Nähe  der  Stelle  t  =  a,  yj  =  X  gegeben.     In  diesem  Sinne  können  wir 

also   r]  =^  k   als   eine   isolirte    singulare   Stelle   der  Function  t  von  ri 

auffassen,   und  diese  Stelle  ist  dann  ein  Verzweigungspunkt   dieser 

Function,  indem  t  in  der  Umgebung  von  ?/  =  A  nach  positiven  ganzen 

Potenzen  von 

1 

entwickelt  werden  kann.     Aehnliches  gilt  für  alle  Stellen  ri  =  Sk. 

Wenn  i\  —  r^  rein  imaginär  ist,  so  ist  die  Substitution  (1)  eine 
hyperbolische.     Setzt  man 

t  —  a  =  QC^\     r^  —  r^  =  ti, 
so  ist 

(3)  1=^-  =  e--i°?('e— '/-(A    4_  ö^t  —  a.  +  •••): 

der  Punkt  r;  =  ?.  wird  also,  wenn  t  mit  bestimmtem  Argument  in  den 
Purtkt  a  einrückt,  nicht  wirklich  erreicht,  sondern,  wenn  wir  t  unzählig 
viele  Umläufe   um   t  =  a   vollziehen  lassen,    so    dass    rrp   positiv   sehr 


\ 
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gross  wird,  so  nähert  sieh  rj  asymptotisch  der  Stelle  A;  wird  rrp  negativ 
nnendlieh  gross,  so  nliliert  sich  7}  ebenso  der  Stelle  ^.  Den  Punkten 
eines  t  =  a  umgebenden  Bereiches  /'  entspricht  in  diesem  Falle  ein 
die  Punkte  rj  =  X,  rj  =  ^  umgebender  bandförmiger  Streifen,  der  zwar 
diese  Punkte  niemals  erreicht,  dieselben  aber,  sich  ihnen  spiralförmig 
annähernd,  umwindet.  Die  Stellen  t  =  a,  rj  =  X  und  t  ==  a,  rj  =  fi 
sind  auch  hier  Grenzstellen  des  Gebildes  (/,  ?/),  die  dem  Gebilde  nicht 
angehören;  die  Entwickelung  (2)  beziehungsweise  (3j  liefert  aber  wohl- 
detinirte,  dem  Gebilde  zugehörige  Stellen,  die  an  die  Stellen  t  =  a,  rj  =  A 
und  f  =  a,  Vj  =  ^i  so  nahe  herangebracht  werden  können,  als  man 
immerhin  will.  Es  werden  die  Stellen  ■r}  =  X,  V^^^  ^^^  Verzweigungs- 
punkte der  Function  t  von  rj  gelten  können,  um  welche  herum  eine 
Fortsetzung  dieser  Function  bewirkt  werden  kann.  Aehnlich  für  alle 
Stellen  t  =  a,  i]  =  SX  und  t=  a,  rj  =  S^,  wo  S  eine  Substitution 
von  d-  bedeutet. 

Sei  nun  r^  —  r.,  eine  ganze  Zahl  ni  und  mögen  in  der  Umgebung 
von  t  =  a  Logarithmen  auftreten,  dann  lässt  sich  (vergl.  die  Gleichung 
(4\  Nr.  liM),  S.  25;"))  die  Substitution,  die  ein  Zweig  von  rj  erfährt, 
wenn  t  einen  unendlich  kleinen  einfachen  Umlauf  um  t  =  a  vollzieht, 
in  die  canonische  Form 

setzen,  wo,  wenn  (vergl.  a.  a.  0.)  die  Entwickelung  die  Gestalt 

hat, 

a  ^TtiAf 

gefunden  wird.     Setzt  man 

d,  =  (5,;  +  ö^"i,      f  —  a  =  ge'", 
so  ist  in  hinreichender  Nähe  von  t  =  a 

Ai^^~J^)     ^^°  Q'"Vo  ^os  niq,  +  d;'  sin  nicp)  +  log  q 

-\-  i[Q~"'(d^l'  cos  nicp  —  d^,' sin  mcp)  -j-  (p\ 

beliebig  wenig  verschieden;  es  entsprechen  folglich,  wenn  die  Zahl  w/ 
von  Null  verschieden  ist,  allen  Punkten  in  einer  gewissen  Umgebung 
von  7j  =  A  Punkte  einer  gewissen  Umgebung  von  t  =  a,  und  >;  =  A 
ist  auch  wieder  als  ein  Verzweigungspunkt  der  Function  t  von  i]  auf- 
zufassen.    Wenn  dagegen 

r.  —  r  .  =  m  =  0 


(5)   TfZ^h  =  (^  - «)"'" (^0  +  ^(t- «'  +  •••)  +  log  (^  - «) 
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ist,  so  ist  für  alle  Punkte  in  einer  gewissen  Umgebung  von  /  =  a  der 
reale  Theil  von 

von   dem  Ausdrucke 

beliebig  wenig  verschieden,  also  wenn  t  hinreichend  nahe  an  a  ge- 
nommen wird,  wesentlich  negativ,  so  dass  in  diesem  Falle  nicht  allen 
Punkten  einer  gewissen  Umgebung  von  rj  ^  X  Stellen  t^  die  in  der 
Umgebung  von  t  =  a  liegen,  zugehören.  Die  Entwickelung  (5)  der 
Nr.  lOG  (S.  255)  zeigt,  dass  t  in  der  Nähe  von  ri  =  k  eindeutig  ist, 
und  dass  die  Function  t  von  ri  den  Werth  a  wirklich  erreicht,-  wenn 
ri  so  in  den  Punkt  A  einrückt,  dass  der  reale  Theil  des  Ausdnickes 

^^  A^       a  +  ^n 

negativ  unendlich  gross  wird. 

Wenn  /3  =  0  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Ausdruckes  (6)  der 
Ausdruck 

und  an  Stelle  von  (5)  die  Entwickelung  (5  a)  der  Nr.  196. 

Allemal  gehören  auch  in  diesem  Falle  die  sämmtlichen  Stellen 
^  =  a,  rj  =  Sl 
zu  den  Grenzstellen  des  analytischen  Gebildes  (^,  rf),  die  dem  Gebilde 
nicht  angehören;  im  Falle  r^  —  r,  ==  0  sind  die  Stellen  rj  =^  Sl 
Unbestimmtheit  SS  teilen  der  Function  t  von  i],  ohne  Verzweigungs- 
stellen derselben  zu  sein. 

Wir  erkennen  aus  diesen  Betrachtungen  zuvörderst,  dass  wir  alle 
dem  Gebilde  (t,  rj)  angehörigen  Stellen  erhalten,  wenn  wir  zu  jedem 
regulären,  ferner  zu  den  scheinbar  singulären  und  denjenigen  singulären 
Stellen  von  t,  denen  elliptische  Substitutionen  entsprechen,  die  zuge- 
hörigen T^-Wei-the  berechnen.  Jeder  dieser  7^-Werthe  ist  so  beschaflfen, 
dass  in  demselben  die  Gruppe  d^  eigentlich  discontinuirlich  ist,  denn 
keiner  dieser  >;-Wei-the  gehört  der  abgeschlossenen  Punktmenge 
P  =  Q  -j-  Q'  an.  Also  ist  die  Punktmenge,  die  von  der  Gesammtheit 
der  7^-Werthe,  die  zu  einem  ^-Werthe  der  bezeichneten  Ai-t  gehören, 
gebildet  wird,  eine  isolirte,  d.  h.  rj  ist  eine  isolirtwerthige  Function 
von  t.  Wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkungen  der 
Nr.  202  (S.  279)  den  Satz: 

Die  Discontinuität  der  projectiven  Gruppe  d-  innerhalb 
der  complexen  Zahlcnebene  ist  nothwendig  und  hinreichend 
dafür,  dass  der  Integralquotient  rj  eine  isolirtwerthige  Func- 


I 
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tioii    der    uiiiihliiiiig-i^Mi    \  ji  riiihc  1  ii    /    ist.      l)ti'    Wertbe  vorruth 
(lieser    Fviiictioii,    d.   li.    die    l'rojection    des    analytischen    Ge 
bildes  (t,  tf)  auf  die  i^-Ebene,  umfasst  eines  oder  mehrere  der 
Continua  von  Stellen,    in  denen  die  üruppe  &   eij^entlieh  dis- 
continuirlich  ist. 

Projiciren  wir  diejenigen  Grenzstellen  des  analytischen  Gebildes 
(/,  tj),  die  nicht  dem  Gebilde  angehören,  auf  die  »/-Ebene,  so  gehören 
diese  Projectionen  der  abgeschlosseneu  Punktmenge 

an.  In  jeder  Nähe  eines  Punktes  der  Punktmenge  nimmt  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr.  199  (S.  269)  die  Function  t  von  r]  jeden  Werth 
beliebig  oft  an,  es  sind  folglich  die  Stellen  von  P  die  Grenz- 
stellen der  isolirten  Punktmenge,  die  von  den  zu  einem 
Punkte  f^^  des  Existenzbereiches  der  Function  ?;  von  t  (der 
Existenzbereich  ist  nichts  anderes  wie  die  Projection  des  Gebildes 
i/,  rj)  auf  die  ^-Ebene)  gehörigen  7^-Werthen  gebildet  wird,  und 
wir  sehen  also,  dass  diese  Grenzstellen  unabhängig  sind  von 
der  Wahl  jenes  Werthes  f^^  und  dass  sie  nur  von  der  Natur 
der  Gruppe  -9'  abhängen. 

Der  Fall,  dass  einzelne  dieser  Grenzstellen,  oder  genauer,  dass 
Stellen  der  Punktmenge  Q,  d.  h.  Doppelpunkte  nicht  elliptischer  Sub- 
stitutionen von  -9-,  Verzweigungspunkte  der  Function  f  von  r/  sind,  kann, 
wie  sich  leicht  zeigen  läs.st,  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Function  t 
von  7]  eine  unendlich  vieldeutige  ist. 

In  der  That  sei  t  als  Function  von  rj  von  endlicher  Viel- 
deutigkeit. 

Wäre  dann  für  eine  singulare  Stelle  t  =  a  die  Differenz  r^  —  r., 
der  Wurzeln  der  determinirenden  P\indamentalgleichung  nicht  rational, 
also  complex,  oder  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  und  es  träten 
Logarithmen  auf,  so  würden  sich  schon  durch  wiederholte  Umkreisung 
der  entsprechenden  Stelle  r]  =  k  unendlich  viele  Zweige  der  Function 
t  von  1]  ergeben.  Wir  haben  also  für  die  endliche  Vieldeutigkeit  der 
Function  t  von  rj  die  nothwendigen  Bedingungen: 

Die  Gruppe  d-  muss  discontinuirlich  sein,  und  die  Diffe- 
renzen der  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Punkten  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  sind  rationale 
Zahlen,  wenn  keine  Logarithmen  auftreten,  und  Null,  wenn 
Logarithmen  vorhanden  sind. 

Wenn  zu  der  singulären  Stelle  t  =  a  eine  elliptische  Substitution 
gehöi-t,  uiul  die  Grösse  r^  —  t\,  ist  kein  Stammbruch,  sondern  etwa 
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wo  //,  h  ganze  Zahlen  ohne  geineinsamen  Theiler  bedeuten,  so  ist  der 
Doppelpunkt  rj  =  X  ein  Verzweigungspunkt  und  zwar  ein  /y-facher 
algebraischer  Windungspunkt  der  Function  t  von  7j.  Ebenso  ist  dann 
auch  jeder  Punkt  )/  =  Sk  ein  ^/-facher  Windungspuukt  dieser  Function; 
alle  diese  Verzweigungspunkte  gehören  dem  Existenzbereiche  der  Func- 
tion t  an,  und  wenn  diese  Function  von  endlicher  Vieldeutigkeit  ist, 
so  sind  dies  die  einzigen  isolirteu  Verzweigungsstellen,  die  überhaupt 
möglich  sind. 


204.    Die  UnLkelarungsfunction   des  Integralquotienten  ist   eindeutig. 
Existenzbereich  dieser  Function. 

Sei  nun  insbesondere  t  eine  eindeutige  Function  von  r]]  dann 
ist  zufolge  der  algebraischen  Bedingungen  (Nr.  197,  S.  25G)  der  Existenz- 
bereich der  Function  f  in  der  ?y-Ebene  frei  von  Verzweigungspunkten; 
jede  Stelle  der  Punktmenge  P  =  Q  -j-  Q'  ist  eine  Unbestimmtheits- 
stelle unserer  Function,  wo  die  Function  in  jeder  Nähe  jeden  Werth 
beliebig  oft  annimmt,  und  umgekehrt  muss  auch  jede  Uubestimmtheits- 
stelle  der  Function  der  Punktmenge  P  angehören. 

Betrachten  wir  eine  Stelle  rj  =  »/,^,  die  dem  Existenzbereiche  der 
Function  t  angehört,  dann  gehört  /;^,  einem  der  Contiuua  an,  die  von 
den  Stellen,  in  deren  Nähe  die  Gruppe  ■9-  eigentlich  discontinuirlich 
ist,  gebildet  werden.  Falls  alle  diese  Stellen  ein  einziges  (zusammen- 
hängendes) Continuum  ausmachen,  so  ist  dasselbe  mit  dem  Existenz- 
bereiche der  Function  t  von  rj  identisch.  Sind  dagegen  mehrere  von 
einander  getrennte  Continua  vorhanden,  so  wird  also  das  Continuum  L, 
dem  der  betrachtete  Punkt  rj^^  angehört,  von  den  übrigen  Continuis 
durch  einen  Theil  der  Punktmenge  P  getrennt,  der,  da  er  die  Begren- 
zung eines  Flächenstücks  ausmachen  muss,  eine  perfecte  und  zusammen- 
hängende Punktmenge,  im  einfachsten  Falle  eine  geschlossene  continuir- 
liche  Curve  bildet. 

Auf  dieser  Curve  ist  dann  ein  Theil  der  Punktmenge  Q  überall 
dicht,  und  jeder  Punkt  der  Curve  ist  eine  Unbestimmtheitsstelle  der 
eindeutigen  Function  f  von  tj;  es  ist  folglich  nach  bekannten  functionen- 
theoretischen  Principien  nicht  möglich,  die  Function  t  über  jene  Curve 
hinweg  in  das  benachbarte  Continuum  von  Stellen,  in  denen  die  Gruppe 
O-  discontinuirlich  ist,  fortzusetzen;  d.  h.  der  Existenzbereich  der  Func- 
tion t  ist  auf  das  eine  Continuum  L  beschränkt.  Wir  haben  also  den 
wichtigen  Satz: 
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Wenn  in  der  Differentiftlglcichun^  Cil.,)  der  Integral- 
quotient r]  eine  eindeutige  Umkebriing  zulässt,  so  ist  der 
Existen/.bereich  dieser  eindeutigen  Unikehrungsfunctioii  ein 
Continuuin  von  Punkten,  in  denen  die  Gruppe  d-  eigentlicli 
discontinuirlieh  ist,  und  dieses  Continuum  wird  begrenzt 
von  der  Punktmenge  Q  der  Doppelpunkte  der  nicht  ellipti- 
schen Substitutionen  der  Gruppe  d-  und  der  ersten  Ableitung 
Q'  dieser  Punktnienge;  jeder  Punkt  dieser  Begrenzung  ist 
eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  die  Umkehrungsfunction. 

Wenn  die  Punktmenge  Q  -\-  Q'  keinen  einzigen  Punkt  enthält, 
d.  h.  wenn  die  discontinuirliche  Gruppe  d-  der  Differentialgleichung  ('^^l.J 
aus  lauter  elliptischen  Substitutionen  besteht,  und  es  ist  der  Integral- 
quotient eindeutig  umkehrbar,  so  umfasst  die  Projection  des  Gebildes 
{t,  rj)  auf  die  rj-Ebene  die  ganze  Ebene;  t  als  Function  von  yj  besitzt 
keine  Stelle  der  Unbestimmtheit  und  ist  folglich  eine  rationale 
Function.  Die  Gruppe  d-  muss  also  in  diesem  Falle  eine  endliche 
sein,  und  die  Difierentialgleichung  (Sl,)  ist  algebraisch  integi'irbar. 

In  diesem  Falle  ist  der  Existenzbereich  der  Function  t  von  rj  ein 
einfach  zusammenhängender.  Es  giebt  aber,  wie  wir  später  sehen 
werden,  auch  noch  andere  Fälle,  wo  dieser  Existenzbereich  einfach  zu- 
sammenhängend ist.  Weiss  man,  dass  die  von  den  Punkten  der  Punkt- 
menge P  begi-enzten  Continua  von  Punkten,  wo  die  Gruppe  -9-  eigent- 
lich discontinuirlieh  ist,  einfach  zusammenhängende  sind,  so  kann  man 
nach  einer  Bemerkung  der  Nr.  197  (S.  259)  aus  dem  Bestehen  der 
algebraischen  Bedingunjjen  auf  die  Eindeutigkeit  der  Umkehrungs- 
function  des  Integralquotienten  schliessen.  Hat  man  also  eine  discon- 
tinuirliche Gruppe  von  der  gedachten  Beschaffenheit,  so  fällt  die  Frage 
nach  einer  eindeutigen  Function  von  »;,  die  bei  den  Substitutionen 
jener  Gruppe  ungeändert  bleibt,  im  wesentlichen  zusammen  mit  der 
Frage,  ob  sich  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (91.,) 
angeben  lässt,  die  keinen  scheinbar  singulären  Punkt  besitzt  und  für 
welche  die  gegebene  Gruppe  die  Monodromiegruppe  eines  Integral- 
quotienten darstellt.  Diese  Frage  wird  im  folgenden  Abschnitte  ihre 
Erledigung  finden. 

Der  Existenzbereich  der  Function  t  von  r]  kann  aber  auch  ein 
mehrfach  zusammenhängender  sein;  in  dem  Fuchs 'sehen  Beispiele 
(Nr.  197,  S.  256)  ist  er  z.  B.  ein  zweifach  zusammenhängender.  Wir 
kommen  später  auf  die  hier  nur  berührte  Frage  der  discontinuirlichen 
Gruppen  und  auf  die  damit  zusammenhängenden  Umkehi-probleme  aus- 
führlich zurück.  Als  das  wesentliche  Ergebniss  der  bisherigen  Unter- 
suchung   heben    wir    die    Thatsache    hervor,    dass    die  Natur   der  Um- 
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kehruni»-stunctioii  des  Integralquotieiiteu,  sofern  dieselbe  eindeutig  ist, 
ganz  allein  von  der  Beschatfenheit  der  projeetiveu  Gruppe  d-  abhängt, 
indem  diese  die  Unbestimnitheitsstellen  jener  Function  determinirt. 

Wenn  t  als  Function  des  Integralquotienten  r]  zwar  nicht  ein 
deutig,  aber  von  endlicher  Vieldeutigkeit  ist,  so  gilt,  wie  man  leicht 
übersieht,  auch  der  Satz,  dass  der  Existenzbereich  dieser  Function  mit 
einem  der  Continua  zusammenfallen  muss,  die  von  den  Stellen,  wo 
die  Gruppe  ■0'  eigentlich  discontiiuiirlich  ist,  gebildet  werden.  Denn 
auch  in  diesem  Falle  ist  jeder  Punkt  der  Punktmenge  P  eine  Stelle 
der  Unbestimmtheit  für  die  Function  /,  und  da  keine  Stelle  der  Punkt- 
menge Q  ein  Yerzweigungspunkt  dieser  Function  sein  kann,  ist  eine 
Fortsetzung  von  t  über  eine  Linie  hinweg,  auf  welcher  die  Punktmenge 
Q  überall  dicht  ist,  nicht  möglich.  Dagegen  kann  es  sich,  wenn  t 
eine  unendlich  vielwerthige  Function  von  rj  ist,  ereignen,  das.«?  der 
Existenzbereich  dieser  Function  mehrere  durch  Theile  der  Punktmenge 
P  von  einander  getrennte  Continua  umfasst;  denn  in  diesem  Falle  kann 
eine  Fortsetzung  der  Function  t  von  einem  dieser  Continua  in  ein 
anderes  dadurch  ermöglicht  werden,  dass  eine  Stelle  der  Puuktmenge  (^, 
die  auf  der  gemeinsamen  Begrenzung  zweier  solcher  Continua  liegt, 
eine  Verzweigungsstelle  der  Function  t  von  rj  ist  und  dass  jedem 
Werthe  von  rj  in  einer  gewissen  Umgebung  dieser  Stelle,  oder  in  einem 
diese  Stelle  umgebenden  ringförmigen  Bereiche,  Werthe  von  t  in  der 
Umgebung  eines  gewissen  singulären  Punktes  der  Differentialgleichung 
zugehören. 

Wenn  in  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (?l.,) 
die  unabhängige  Variable  t  eine  eindeutige  Function  des  Integral- 
quotienten rj  ist,  so  liefert  diese  Function  unmittelbar  eine  eindeutige 
Function  der  unabhängigen  Variabein  jy,  die  bei  den  Substitutionen 
der  discontinuirlichen  projeetiveu  Gruppe  ■9-  ungeändert  bleibt. 

Wesentlich  anders  liegt  es  bei  einer  Differentialgleichung  n^"''  Ord- 
nung, wo  «  >  2  ist,  wenn  in  derselben  die  unabhängige  Variable  t  als 
eindeutige  Function  der  Integralquotienten  rj^,  rj^,  •  ■  ■  rj^^_^  erscheint, 
da  in  diesem  Falle  der  Bereich  der  Werthesysteme,  deren  diese  Integral- 
quotienten fähig  sind,  kein  Continuum  von  derselben  Dimension,  wie 
die  complexe  (ii  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  rj^,  •  •  •  '»?„_i,  sondern  nur  ein  in  dieser 
Mannigfaltigkeit  enthaltenes  eindimensionales  continuirliches  Gebilde 
erfüllt.  Gleichwohl  lässt  sich  auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  ein 
Satz  aufstellen,  der  dem  für  w  =  2  in  Bezug  auf  die  Discontinuität 
der  projeetiveu  Gruppe  &  gefundenen  analog  ist. 


Viertes  Kapitel. 

205.    Differentialgleichungen  von  höherer   als  der  zweiten  Ordnung. 

Discontinuirliche    projective    Gruppen    in    mehreren   Veränderlichen. 

Beispiel  solcher  Gruppen  durch  Betrachtung  hyperelliptischer 

Integrale  erster  Gattung. 

Sei,  wie  in  der  Nr.  194  (S.  264j, 

(I)  ~  +  rß)  '^~!  +  ■■■  +  r.Xm  =  0 

die  vorgelegte  Differentialgleichung,  Vi:  V2}  '  '  '  ^„—1  ^^^  Fundamental- 
system von  Integralquotienten,  d^  die  zu  demselben  gehörige  projective 
Monodromiegruppe.     Wir  fassen  auch  hier  das  analytische  Gebilde 

(II)  (^,  Vi,  v.^  ■  ■  ■  V,-i) 

in's  Auge,  welches  durch  die  Functionen  von  t,  die  als  Integi-alquotienten 
der  Differentialgleichung  (I)  mit  r]^,  rj.,,  •  •  •  ^/,,_i  bezeichnet  wurden, 
in  dem  Gebiete  der  n  complexen  Veränderlichen 

i,  nv  %:  ■  ■  ■  Vn-l 
definirt  wird.     Dieses  Gebiet  ist  eine  2 w -fach  ausgedehnte  reale  ebene 
Mannigfaltigkeit  R„  ,  deren  Punkte  durch  die  realen  Theile  und  Coeffi- 
cienten  von  i  der  complexen  Grössen 

/=   r+   t"i,       ,l^=.r];-i-r]J'i  (.:=l,2,...n-l) 

bestimmt  werden. 
Eine  Stelle 

^=^0'        ^l   =  '^l'    •    •    •    Vn^l   =  ^u-l 

wird  dem  Gebilde  (II)  zugezählt,  wenn  sich  ein  Parameter  r  so  an- 
geben lässt,  dass  alle  Werthesysteme  t,  rj^,  ■  •  •  rjn—i)  ^^  durch  die 
Gleichungen 

(III)  /  =  /,^  +  ^p(r),   7;^  =  d; -f  ^:)5Jt)      (x=i,2,....-i), 

wo  'j|5,  '^Pj,  •  •  •  '*^„„i  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  r  geliefert  werden,  so  beschaffen  sind,  dass 
für  den  Werth  t  der  unabhängigen  Variabein  die  Werthe  ij^,  ■  ■  ■  rj^^ 
der   Integralquotienten    zum  Vorsehein    kommen.     Die    Projection    des 

Schlesinger,  UifTerentialgleicbaugen.    II.  19 
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Gebildes  (II)  auf  die  2(>?  —  l)-facli  ausgedehnte  reale  ebene  Mannig- 
faltiffkeit  R^      -,  der  v,,  Vo,  ■  ■  •  V      ,  bestimmt  in  dieser  Mannigfaltig- 

O  ZU  —  2  '1''-'  '  n- —  1  ^  *^ 

keit  ein  continiiirliches  Gebilde,   welches  der   früher  betrachteten  coni- 
plexen  Integralcurve  ß  analog   ist,   und   welches   wir   als   das  Integral 
gebilde    (5    bezeichnen    wollen.     Die    Punkte     dieses    Integralgebildes 
machen    den  Existenzbereich    der  Function  f   der  Integralquotienten 

Wenn  diese  Function  /  eine  eindeutige  ist,  d.  h.  wenn  jeder  Punkt 
des  Integralgebildes  (£  nur  für  einen  Werth  von  /  zum  Vorschein 
kommt,  so  stellen  die  Gleichungen  (III)  das  ganze  Gebilde  (II)  in  einer 
gewissen  Umgebung  der  Stelle  (t^^,  ö^,  •  •  •  ö^^)  dar;  d.  h,  wenn  wir 
mit  £  eine  hinreichend  kleine  positive  Grösse  bezeichnen,  so  werden 
alle  Stellen  des  Gebildes  (II),  für  welche  gleichzeitig 

I  ^  —   ^0      <  ^^        \Vt  —  ^l<^,--     ,  V,-l  —  ^n-l  !   <  ^ 

ist,  unter  den  sich  aus  den  Gleichungen  (III)  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  t  ergebenden  Werthesj^stemen  von  t,  t]^,  ■  ■  ■  V„_,  enthalten 
sein.     Oder  mit  anderen  Worten;  wenn 

d   =^  d  ' -\- id  "         (x  =  i,  2,  •  -n-i), 

y.  y.       '  y. 

h  =  C  +  K 

tresetzt  wird,  so  stellen  die  Gleichungen  (III)  alle  Punkte  des  Gebildes 
(II)  dar,  für  welche  die  Summe 

(<■  -  Kf  +  (f  -  t;f  +  "^  [«  -  ä;/  + ,  c  -  ä:r] 

y.  =  \ 

hinreichend  klein  ist. 

Daraus  schliessen  wir,  dass,  wenn  [t^^,  ö, ,  •  •  •  d\,_i)  ebenfalls  eine 
Stelle  des  Gebildes  (II)  darstellt  und 

d    =d'+/d"         (x  =  i,2,  •••«  — 1) 

y.  X      I  z 

cresetzt  wird,  stets  eine  endliche  positive  Grösse  ö  so  angegeben  werden 
kann,  dass 

ist,  d.  h.  schneiden  Mir  das  Gebilde  (II)  durch  die  Ebene  t  =  t^,  so 
bilden  die  Schnitti)unkte  auf  dieser  Ebene  und  folglich  auch  deren 
Projectionen  auf  die  Mannigfaltigkeit  J{.^^^  .^  der  (^/j,  •  •  •  ■>?„,  /)  t''»e 
isolirte  Punktmenge. 

Diese  Punktmenge  entstellt  aber  aus  dem  Punkte  (d,,  d.^,  ■  •  •  ö„_,) 
des  Integralgebildes  (i  durch  Anwendung  aller  Substitutionen  der  pi'o- 
jectiven  Gruppe  &•,  diese  Grupjie  muss  also  die  Eigenschaft  haben,  dass, 
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wenn  (d^,  d.,,  •••  ö„_,)  irgend  eine  Sfcllc  des  Iiitcgnili^fltildfs  (£  be- 
deutet, keines  der  Werthesysterae 

die  aus  (dj,  (J^,  •  •  •  <^„_i)  durch  irgend  eine  von  der  identischen  Sub- 
stitution verschiedene  Substitution  S  der  Gruppe  d'  hervorgehen,  einen 
Punkt  darstellt,  der  sich  innerhalb  einer  gewissen  mit  einem  endlichen 
Radius  Ö  um  den  Punkt  (ö^,  d., ,  •••  <^„_i)  beschriebenen  sphärischen 
Umgebung 

2''[(''«'-'';)^  +  <V'-oT<^' 

befindet. 

Wir  sagen  von  einer  Grupjje  projectiver  Substitutionen  in  (n — 1) 
Grössen  i]^,  V->f'''Vn  —  if  ^^^  ^^^  ^°  ^^^  Gebiete  der  (n  —  Ij  complexen 
Grössen  rj^^  rj,^,  •  •  ■  rj^_^,  d.  h.  im  R^n—''  discontinuirlich,  wenn  es 
einen  Punkt  (d'j,  d^?  *  "  '  '^„-  i)  dieses  Gebietes  giebt,  um  den  sich  eine 
sphärische  Umgebung  von  endlichem  Radius  so  abgrenzen  lässt,  dass 
innerhalb  derselben  kein  Punkt  liegt,  der  aus  (dj,  Ö.,,  ■  ■  ■  d„_i)  durch 
eine  (von  der  1  verschiedene)  Substitution  der  Gruppe  hervorgeht. 
Wie  für  n  =  2  in  der  Nr.  202  (S.  279  ff.)  lassen  sich  auch  für  be- 
liebiges n  die  folgenden  Eigenschaften  einer  discontinuirlichen  Gruppe 
nachweisen. 

Die  Punktmenge,  die  aus  {d^,  d,^,  •  •  •  ö„_j)  durch  die  Sub.stitu- 
tiouen  der  Gnippe  hervorgeht,  ist  eine  isolirte. 

Eine  discoutinuirliche  Gruppe  ist  abzählbar. 

Die  Gesammtheit  der  Stellen,  an  denen  die  Gruppe  eigentlich 
discontinuirlich  ist,  d.  h.  der  Stellen,  für  welche  die  Punktmenge, 
die  aus  einer  dieser  Stellen  durch  die  Transformationen  der  Gnippe 
hervorgeht,  eine  isolirte  ist,  bildet  ein  oder  mehrere  Continua  im 
Gebiete  R„ 

2n  —  2 

Wir  haben  also  zunächst  den  Satz: 

Wenn  in  einer  linearen  Differentialgleichung  w*®'  Ordnung 
die  unabhängige  Variable  t  eine  eindeutige  Function  des  Ortes 
der  Integralcurve  d  ist,  so  ist  die  projective  Monodromie- 
gruppe  d-  der  Integralquotienteu,  bei  deren  Substitutionen 
diese  Function  ungeändert  bleibt,  eine  discoutinuirliche. 

Wir  heben  femer  noch  besonders  hervor,  dass  die  Gruppe  -9-  nicht 
nur  für  die  Stellen  des  Integralgebildes  (£,  sondern  für  alle  Punkte 
gewisser  (2w  - —  2) -fach  ausgedehnter  Continua  eigentlich  discontinuir- 
lich sein  muss;  es  könnte  also  auch  eindeutige  Functionen  der  un- 
beschränkt    veränderlichen    complexen    Grössen     't^^,  '>].,,•■  'rj„_i 

19* 
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geben,  die  bei  den  Substitutionen  von  &  ungeändert  bleiben,  und  in 
der  That  lassen  sicli  unter  Anwendung  eines  von  Herrn  Poincare 
entdeckten  Princips  für  jede  gegebene  discontinuirliche  Gruppe  in  be- 
liebig vielen  complexen  Veränderlichen  Functionen  dieser  Veränder- 
lichen bilden,  die  bei  den  Substitutionen  jeuer  Gruppe  ungeändert 
bleiben.  Wir  werden  von  diesem  Po incare 'sehen  Verfahren  an  späterer 
Stelle  (Nr.  307)  ausführlich  zu  handeln  haben. 

Auch  die  Aufstellung  von  discontinuirlichen  projectiven  Gruppen 
hat  selbst  für  ?^  >  2  keine  erheblichen  Schwierigkeiten-,  es  handelt  sich 
aber  dann  darum,  zu  untersuchen,  ob  es  lineare  Differentialgleichungen 
giebt,  für  welche  eine  auf  irgend  eine  Weise  erlangte  projective  dis- 
continuirliche Gruppe  die  Monodromiegruppe  der  Integralquotienten 
bildet,  und  für  welche  die  unabhängige  Variable  als  eindeutige  Function 
des  Ortes  auf  der  Integi*alcmTe  erscheint. 

Die  Untersuchungen  des  folgenden  Abschnittes  werden  zeigen,  dass 
diese  Frage  für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  einen  wesent- 
lich anderen  Charakter  hat,  wie  für  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnunsr,  für  welch'  letztere  durch  die  von  Herrn  Poincare  gegebene 
Aufstellung  aller  projectiven  discontinuirlichen  Gruppen  einer  Variabein 
und  der  bei  den  Substitutionen  derselben  unveränderlichen  Functionen 
iu  der  That  auch  die  Aufgabe,  alle  linearen  Differentialgleichuncren  mit 
eindeutig  umkehrbaren  Integralquotienten  aufzufinden,  vollständig  er- 
ledigt ist. 

Eine  Classe  von  discontinuirlichen  Gruppen  in  mehreren  Veränder- 
lichen hat  Jacobi  bei  Gelegenheit  seiner  bereits  erwähnten  Unter- 
suchungen über  die  hyperelliptischen  Integrale  entdeckt;  wir  wollen,  da 
wir  auf  Betrachtungen,  die  sich  auf  jene  Integi-ale  beziehen,  noch 
wiederholt  zurückzukommen  haben,  kurz  die  von  Jacobi  und  seinen 
Nachfolgern  gegebene  Theorie  skizziren. 

Hat  man  ein  hyperelliptisches  Gebilde 


(1)  s  =  Y(2  —  a^)(0  —  a^){z  —  a^)---{z  —  «2^+,), 

wo  o^,  a,,  a ,,  ■  •  ■  a,  ,  ,  von  einander  verschiedene  complexe  Grössen 
bedeuten,  so  bezeichnet  man  bekanntlich 

als  Integral  erster  Gattung,  wenn  g^{z)  eine  ganze  rationale  Function 
von  höchstens  (/>  —  1  )*^"  Grade  ist.  Legt  man  durch  die  Punkte 
(I  ,  (I,,  •  ■  •  f^  I  ,  die  Querschnitte  L,  l,,  ■  ■  ■  l,  ,,  nach  dem  unendlich 
fernen  Punkte  hin  und  bezeichnet  den  Werth  von  ii^,  der  in  einem 
Punkte  2  erzielt  wird,  wenn  mau  mit  einem  bestimmten  Werthe  von  .s 
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und  von  einer  gewissen  unteren  Grenze  2^^  HU-sgelieiid,  iiuf  einem  in  der 
zerschnittenen  Ebene  T  verlaufenden  Wege  nach  2  hin  integrirt,  durch 
iij^)f  so  ergiebt  sich  der  allgemeinste  Werth,  dessen  die  Function  u, 
im  Punkte  s  fällig  ist,  in  folgender  Weise. 

Bedeute  u^^  den  Werth  des  Integrales  u^,  wenn  dasselbe  über  eine 
vom  Punkte  2^^  ausgehende,  den  Punkt  «^  umschlingende  Schleife  er- 
streckt wird,  für  A  =  0,  1,  2,  •  •  •  2;>  -{-  1 ,  dann  ist  zunächst,  da  ^  =  00 
kein  singulärer  Punkt  ist, 

Jeder  Werth,  dessen  die  Function  11^  im  Punkte  s  fähig  ist,  ist  dann 
in  einer  der  beiden  Formen 

enthalten,  wo  m^,  ?».,,  ■  •  •  m,^  irgend  welche  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  bedeuten,  die  nur  von  der  Beschaö'enheit  des  Weges  ab- 
hängen, längs  dessen  die  Integration  von  0^  ausgehend  ausgeführt 
wurde,  und  die  Werthe  von  m^,  die  im  Punkte  2  zum  Vorschein 
kommen  auf  Wegeii,  für  welche  die  Quadratwurzel  s  auch  ihr  Zeichen 
beibehält,  sind  durch  die  erste  dieser  beiden  Formeln  iresreben.  Die 
Differenzen 

Ä  .  =  a  „  —  a  ,  (^  =  1, 2,  •  •  2p) 

y./.  ZU  y.y. 

heissen  die  zu  dem  Integrale  u^  gehörigen  Periodicitätsmoduln. 

Wählen  wir  die  ganze  Function  [fjß)  auf  ^9  verschiedene  Arten 
so,  dass  zwischen  den  diesen  Wahlen 

entsprechenden  Integralen 


%{z)  =  I 


{y.  =  l,2,-p) 


keine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  stattfindet,  so  lässt 
sich  jedes  zu  dem  Gebilde  (1)  gehörige  Integral  erster  Gattung  in  der 
Form 

^0    +    ^1^    +    ^'.'''.'H !-'>";> 

darstellen,  wo  die  c-  ,  c, ,  •  •  •  c    Constanten  bedeuten. 

Die  Aendei-ungen,  die  das  Functionssvstem  ü,,  ü,,  ■  ■  ■  ü  bei  allen 
möglichen  geschlossenen  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein  z  er- 
fährt, werden  dann  durch  die  Substitutionen  einer  projectiven  Gruppe 
G    in  2)  Variabein  bestimmt,  für  welche  die  2j)  -|-  1  Substitutionen 
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uud  deren  inverse  eine  Basis  darstellen. 

Betrachtet  man  statt  der  sämmtlichen  />  Functionen  it,,  k,,  •  •  •  ?< 
deren  nur  ^  <i>,  etwa  «j,  h.,,  •  •  ■  m  ,  so  erfahren  diese  bei  allen  mög- 
lichen  Umläufen   von   z   ebenfalls   die   Substitutionen   einer   projectiven 
Gruppe   G    in  q  Variabein,  für  welche  die  2^)  -|"  1   Sul)stitutiünen 

(«1  +  -^ix>      ''-2  +  -^-2;.'   ■  •  •     ".;  +  Ajx)  i^  =  h-2,---2p), 

(«10  —  "P         «20  —  "2'  •    •    •    «,0  —  V 

und  ihre  inversen  eine  Basis  bilden.  Diese  Gruppe  ist  nun,  wenn  q<Cp 
ist,  niemals  discontinuirlich,  d.  h.  es  giebt  keine  Stelle  (i^^,  ».,,•••  m) 
im  Bereiche  der  22-fach  ausgedehnten  ebenen  realen  Mannigfaltigkeit 
jB.,  ,  für  welche  die  Gruppe  G  eigentlich  discontinuirlich  wäre.  Dies 
ergiebt  sich  aus  dem  folgenden  von  Jacob i  herrührenden  Satze: 

Es  lassen  sich  nach  Vorschrift  von  q  willkürlichen  com- 
plexen  Grössen  r^,  r.,,  •  •  •  r  und  einer  positiven  Grösse  d  von 
beliebiger  Kleinheit  stets  2^)  ganze  Zahlen  m^,  »?.,,  •  ■  ■  m.,  ^  so 
finden,  dass 

I      2p 

j  ^  Wj  Ä^.  —  r^    <d         (X  =  1, 2, .  ■  ■  ?) , 
■  ?.  =  i 

falls  zwischen  den  A  .  nicht  gewisse  Beziehungen  mit  ganz- 
zahligen  Coefficienten  bestehen  und  q  kleiner  ist  wie  j>. 

Hiemach  ist  nämlich  das  durch  die  (/</)  Functionen  u^,  ».,,  •  ■  ■  u 
bestimmte  analytische  Gebilde  in  dem  ganzen  2(g  -(-  l)-fach  ausgedehnten 
Gebiete   der    n^,  n„,  -  •  -  u  ,  t   überall   dicht,    und   das   Functionssystem 
u^,  u^,  ■  •  ■  u    kommt  für  jeden  beliebigen  Werth  von  f  jedem  Punkte 
der   2/7-fach   ausgedehnten   ebenen  Mannigfaltigkeit  K^     beliebig  nahe. 

Dagegen  ist  die  Gruppe  G  discontinuirlich,  und  zwar  ist  sie  für 
jeden  endlichen  Punkt  (u^,  u.^,  •  •  ■  u)  der  2|j-fach  ausgedehnten  realen 
ebenen  Mannigfaltigkeit  B.^  eigentlich  discontinuirlich.  Es  folgt  dies 
indirect  daraus,  dass,  wenn  man  im  R,  das  durch  den  Werthevorrath 
der  Functionen 

(3)  u^iß),    u^{z),  ■  ■  ■  UjX^) 

bestimmte  Gebilde  G  in's  Auge  fasst  und  die  abhängige  Variable  z  als 
Function  des  Ortes  auf  diesem  Gebilde  (£  studii*t,  gewisse  rationale 
Functionen  von  z  sich  als  eindeutige  Functionen  der  Integrale  (3) 
ergeben.     Diese  Functionen   bleiben    dann   offenbar    ungeändert,    wenn 
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man  die  Integrale  u^,  u.,,  ■  ■  ■  u  durcli  eine  Substitution  der  Grupj)c 
G  tnin.sformirt.  Nach  di'n  Untersuchungen  von  Herrn  Weierstrass 
Mild  Hiemunn  gelangt  man  zu  einer  Darstellung  dieser  eindeutigen 
l'^inctionen  in  tol^jender  Weise. 


20().  Lösung  des  Umkehrproblems  durch  die  Weierstrass'sche 
i)^- Function.    Jacobi'sches  Umkehrproblem.    Elliptische  Functionen. 

Man  kann  die  ganzen  Functionen  ff^{x)  so  wählen  oder  kann 
lineare  Veri)iiidungen  der  u,,  u,,  •••  it  mit  constanten  Coefficienten  so 
herstellen,  dass  die  so  entstehenden  Integrale  erster  Gattung 

(4)  iv^{z),     ZV^(2),  ■  ■  •  iv^X^) 

die  Periodicitätsmoduln 

^),  ^i,  ■  •  ■  0,    />,!,  K,  ■  ■  ■  Kp, 

besitzen.  Allgemein  bestehen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  eines 
Systems  linear  unabhängiger  Integrale  erster  Gattung  gewisse  von 
Herrn  Weierstrass  entdeckte  algebraische  Beziehungen,  von  denen 
wir  an  späterer  Stelle  noch  ausführlich  handeln  werden;  diese  Be- 
ziehungen  haben    für  die   Periodicitätsmodidn    der    u\,  iv ,,  •■■  w     die 

•^  1.'       i'  p 

einfache  Gestalt 


(Ö)  ^^  =  ^..  (x,^  =  l,2,...,.), 

und  überdies  ist  der  reale  Theil  der  quadratischen  Form 
p       p 

^^^  2  2  ^'■''■'  "^  "^-  ^  ^  ^  "i '  "2  ^  ■  •  •  '^) 

z  =  1    /  =  1 

für  reale  Werthesysteme  der  w^,  n.,,  ■  ■  •  n ^  negativ. 
Die  Weierstrass'sche  Thetareihe 

("1,  "2'  ■••  ^iX 

wo  die  n^,  n„,  ■  ■  ■  n    alle  Systeme   von  p  ganzen   Zahlen   durchlaufen, 
convergirt  dann  für  alle  endlichen  Werthesysteme  der  v^,  v^,  ■  •  ■  v  . 

Bezeichnet    man    die    Punkte    a^,a,,--a,    ,,    in    irgend    einer 
Reihenfolge  durch 

^'  S'  ^2'  •  •  ■  %^     ^y  i^i>  lK>  •'■  ßp 
und  setzt 
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.    .    ^  (~--"i)(---«2)-  •(-'-%) 

SO   erhält  man   zur  Berechnung  von  z  als  Function   der  Integi*ale  (4) 
oder  der  mit  denselben  linear  verknüpften  Integrale  (3)  die  Formel 


(•)  J^- 


V  ;i=i  x=i  }L=i  ^ 


Vf^'^^f^^^  ^  L    iz)  -2^c,  (ß,)  ,   .^2  {Z)  -2w^  iß^) ,   .  .  .  IV^,  (Z)  -^iVj,  iß,)) 

AYir  sehen,  dass  die  Darstellung  der  Function  s  des  Ortes  auf  dem 
Gebilde  (5  erfolgt  mit  Hülfe  einer  Function  von  j)  unabhängigen 
Yariabeln 

^(^'p  ^'i'^  •  •  •  ^)^ 
die  die  Eigenschaft  hat,  sich  mit  gewissen  Exponentialfunctionen  zu 
multipliciren,  wenn  auf  die  v^,  v^,  ■  ■  ■  v  eine  Substitution  der  Gruppe 
G  ausgeübt  wird.  Von  dieser  -9- -Function  kann  man  leicht  durch 
Quotientenbildung  zu  Functionen  von  p  unabhängigen  Variabein  ge- 
langen, die  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  G  ^  absolut  ungeändert 
bleiben;  es  ist  aber  von  der  grössten  Bedeutung,  dass  man  auch  ohne 
Zuhülfenahme  der  ^--Function  direct  von  der  Function  z  der  Inte- 
grale u  ,  li^,  •  •  •  u  ,  d.  h.  des  Ortes  auf  dem  Gebilde  S,  zu  Functionen 
der  als  unabhängig  veränderKche  Grössen  aufzufassenden  u^,  u,^,  •  •  •  u 
gelangen  kann,  die  bei  den  Substitutionen  von  G  ungeändert  bleiben, 
und  zwar  geschieht  dies  mit  Hülfe  des  Abel'schen  Theorems. 

Durch  Anwendung  dieses  berühmten  Theorems  kann  man  nämlich, 
wie  wir  hier  nicht  näher  ausführen  wollen,  von  dem  Gleichungssysteme 


C9y{2)  dz 

(z=l,  2,  ••■;)) 
S 


ZU   den   Gleichungen    des    sogenannten    J  a  c  o  b  i  'sehen    Umkehrproblems 

(9)  ">^=^/^—        (-•>v--.) 

gelangen,  wo  die  ^,,  •  •  •  '',  Constanten,  die  ^, ,  z.,,-  •  ■  z  ^  von  einander 
unabhängige  Grössen  bedeuten,  die  durch  diese  Gleichungen  als  Functionen 
der  unabhängigen  Variabein  Mj,  Wo>  •  ■  "  '*„  eindeutig  bestimmt  werden. 
Eine  explicite  Darstellung  dieser  Functionen  hat  zuerst  Herr  Weier- 
strass  mit  Hülfe  seiner  allgemeinen  -d'-Function  gegeben,  dieselbe  ist 
der  Darstellung  (7 )  der  durch  die  Gleichungen  (8)  definirten  Function  z 
der  Integrale  (3j  ganz  analog. 
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Die  Gleichungen  (9)  iiel'ern  auch  noch  eine  eindeutige  Bestimmung 
der  s,,  z^,  ■  ■  ■  z  als  Functionen  der  «, ,  ?*,,■•«,  wenn  unter  den 
Integi-alzeichen  an  die  Stelle  der 

/     N  ^«(^)     , 

(«)  — T^  "-^  (x  =  l,  2,  •••/.) 

irgend  ein  System  von  Differentialen  erster  Gattung  eines  beliebigen 
algebraischen  Gebildes  vom  Range  (Geschlecht)  p  gesetzt  wird.  Aber 
auch  dann  sind  die  so  definiiien  eindeutigen  Systeme  von  2^)- fach 
periodischen  Functionen  nicht  die  allgemeinsten,  indem  zwischen  den 
Perioden  der  aus  dem  Jacob i 'sehen  Umkehi-probleme  entspringenden 
Functionen    (für    />  >  3)    Beziehungen    stattfinden,    die    zwischen    den 

^  ^        Constanten,  von  denen  die  quadratische  Form  (p  der  allgemeinen 

-9"-Function  abhängt,  nicht  bestehen  müssen.  Die  Argumente  der  all- 
gemeinsten, durch  0-- Functionen  darstellbaren  2jj-fach  periodischen 
Functionen  von  p  Variabein  lassen  sich  zwar  nicht  immer  als  Summen 
von  p  Integi-alen  erster  Gattung,  wohl  aber  als  Summen  von  p  alge- 
braischen Integralen  von  anderer  Beschaffenheit  darstellen. 

Für  ^j  =  1,  d.  h.  im  Falle  der  elliptischen  Functionen,  führt  die 
Lösung  des  Umkehrproblems  für  das  Integral  erster  Gattung 


10)  «=   f  ,  ^' 

J    yiz  —  a^iz  —  a^iz  —  a^iz  —  a. 


zu  den  allgemeinsten  doppeltperiodischen  Functionen.  Wenn  nämlich 
zwei  beliebige  Grössen  w^,  w,  gegeben  sind,  die  der  einzigen  Be- 
dingung, die  für  die  Perioden  einer  doppeltperiodischen  eindeutigen 
Function  erfüllt    sein  muss,    Genüge  leisten,    der  Bedingung  nämlich, 

dass  der  Quotient  —  nicht  real,  d.  h.  dass  die  Gruppe 

n  -\-  >»j  Wj  -f"  ^'^^tJ- > 

wo  Wj,  m.-,  ganze  Zahlen  bedeuten,  eine  discontinuirliche  ist,  so  kann 
man  die  beiden  Invarianten  (vergl.  Xr.  27 6 j  der  biquadratischen  Form 

I  n )  iz  —  a^  (z  —  a^  {z  —  (Q  (z  —  a^) 

stets  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  sich  aus  der 
Gleichung  (10)  z  als  doppeltperiodische  Function  von  u  mit  den 
Perioden  Oj,  co.^  ergiebt.  Dass  man  die  Invarianten  der  Form  fllj, 
d.  h.  diejenigen  ganzen  Functionen  der  Coefficienten  dieser  Form,  die 
ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  Form  durch  eine  beliebige  Sub- 
stitution von  der  Gestalt 
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(12)  '^nt-l     "*-''»'  =  '. 

transformirt,  in  Betracht  zieht,  liegt  daran,  dass  dnrch  Anwendung 
der  Substitution  (12)  der  Charakter  des  Integrales  (10)  nicht  geändert 
wird.  Statt  die  beiden  Invarianten  der  allgemeinen  Form  (11)  zu  be- 
trachten, kann  man  auch  zuerst  durch  geeignete  Wahl  der  Constanten 
K,  ß,  y,  d  in  (12)  drei  der  Nullstellen  der  biquadratischen  Form  für  ^ 
in  die  Punkte 

t  =  ^\    1 ,  CX) 

verlegen  und  dann  die  vierte  Nullstelle  als  Function  von  oj^,  oj., 
studiren;  es  entspricht  dies  der  Transformation  des  elliptischen  Inte- 
grales (10)  in  die  Normalform 


J  Vl(i 


Diese  vierte  Nullstelle  l  ist  dann  eine  eindeutige  Function  des  Perioden- 

_  .  00., 

verhältnis.ses    — ,    die    sogenannte    elliptische    Modulfunction,    mit 

der  wir  uns  noch  eingehend  zu  beschäftigen  haben  werden. 

Wir  sehen  also  hier,  dass  sich,  wenn  das  System  der  Perioden, 
d.  h.  die  Gnippe  der  Function  z  von  ii  willkürlich  gegeben  ist,  die 
Coefficienten  der  Diiferentialffleichuuof 


dz        ,/- ■ — 

du  '  0  1  2  Sf 

die  diese  Function  defiuirt,  eindeutig  bestimmen  lassen.  Für  2'  >  1 
kann  man  die  2^)  Perioden,  ja  selbst  die  Perioden  h^^,  wie  sie  in  der 
allgemeinen  -9- -Function  auftreten,  nicht  mehr  willkürlich  vorschreiben 
und  dann  die  Coefficienten  der  Gleichungen  des  Ja cobi 'sehen  Umkehr- 
problems als  Functionen  derselben  bestimmen;  sondern  damit  eine 
solche  Bestimmung  möglich  sein  soll,  müssen  zwischen  den  Grössen 
h^^  nicht  nur  die  Beziehvmgen  (5)  und  die  Bedingung,  dass  der  reale 
Theil   der  quadratischen   Form  (6)   negativ   sei,  sondern   ausser  diesen 

für  j>  >  3  noch 

(p-2)ip-3) 
2 

andere  Relationen  bestehen.  Wir  werden  ähnliche  Ergebnisse  finden, 
wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  eine  lineare  Difi'erentialgleichung 
n}^^  Ordnung  anzugeben,  für  welche  die  Monodromiegruppe  der  Inte- 
gralquotienten gegeben  ist.  Diese  Aufgabe  wollen  wir  im  folgenden 
Kapitel  behandeln. 


Fünftes  Kapitel. 

1^07.    Die    in    den    Coefficienten    einer    linearen    Differentialgleichung 

auftretenden  Parameter  als  Functionen  der  Fundamentalinvarianten. 

Constantenzählung.     Auftreten  von  scheinbar  singulären  Stellen. 

Wir  denken  uns  die  lineare  Dift'erentialgleichung  n'""'  Ordnung  der 
Fuchs'schen  Classe  in  der  Form  geschrieben,  wo  der  Coefficient  der 
(u  —  iy*°  Ableitung  gleich  Null  ist: 

(A)  f!+i',f^+-+V  =  t' 

(Li:  (Ix 

und  liezeichuen  mit  ^j ,  y., ,  ■  •  y„  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen, 
mit  h  die  demselben  entsprechende  unimodulare  Monodromiegruppe; 
ferner  sei 

ein  System  von  Integralquotienten  und  ■O'  die  zu  demselben  gehörige 
mit  h  isomorphe  projective  Monodromiegruppe.  Da  der  identischen  Sub- 
stitution von  -9-  nur  Substitutionen  von  h  entsprechen  können,  welche 
die  y.,  l).,j  •  ■  y,^  mit  einer  m*^"^  Einheitswurzel  multipliciren  (Nr.  180, 
S.  170),  so  können  wir  an  Stelle  von  //  gleich  die  Gruppe  ■O-  betrachten. 

Wir  scheiden  unter  den  singulären  Stellen  der  Diiäerentialgleichung 
(A)  die  scheinbar  singulären  Punkte  h^,  h.,,  ■  •  ■  h^  von  den  übrigen, 
den  wirklieh  singulären  Stellen  a^,  a,^,  ■  ■  ■  a^^,  «„_,_,,  welch'  letzteren 
wir  den  unendlich  fernen  Punkt,  falls  derselbe  weder  reguläre  noch 
scheinbar  singulare  Stelle  ist,  als  «„  ,  ^  bereits  zugezählt  denken.  Bei 
Umläufen  um  die  scheinbar  singulären  Stellen  ^ly  l>.^,  '  '  ■  ^\  bleiben  die 
Integralquotienten  rj,,  •  •  •  ^„_j  ungeändert.  Die  wirklichen  singulären 
Punkte  a,,  a,,  ■  •  •  a  ,  o  ,  ,  denken  wir  uns  aus  der  Ebene  der  com- 
plexen  Variabein  x  ausgesondert,  und  die  so  entstehende  Fläche  T 
durch  die  6  von  den  Punkten  o^,  a.^,  ■  ■  ■  o^  nach  «^^^  hin  gelegten 
Querschnitte  l,,  L,  •  -  •  l  in  eine  einfach  zusammenhängende  T  zer- 
schnitten. 

Dann  sind  also  innerhalb  T  die  Integralquotienten  r]^,  ■■■  ^],^_^ 
eindeutig  und  erfahren,  wenn  x  den  Querschnitt  l^  im  positiven  Sinne 
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üborschroitet,  oiiio  j^ewis-se  projoctive  ISubstitution  A  (x  =  i,2,  ■  o)^  wenn 
X  die  Querschnitte  \,  l^,  •  •  •  l„  der  Reihe  nach  in  negutivcin  Sinne 
überschreitet,  eine  projective  Substitution   -!„  ,  ,,  und  es  ist 

(1)  ^        =A-'A7'-'-A''  =  (Ä  A      ,---AX'- 

^    ^  0+1  1  2  o  \     o      o  —  1  1' 

Die  Substitutionen 

u'i, ,    -4,,,  •  •  •  yl  ,    A    .  , 

1"  2"  n'  "  +  1 

l)ilden  dann  eine  Basis  der  Gruppe  d^,  und  die  Gruppe  ist  vollkommen 
bestimmt,  wenn  die  Coefticienten  der  a  Substitutionen 

(1^)  A^  A..  -■•  A 

bekannt  sind.  Da  wir  es  mit  projectiven  Substitutionen  zu  thun  haben 
so  hängt  jedes  A^  von  n"  —  1 ,  die  ö  Substitutionen  (2)  also  im  Ganzen  von 

6(n'  —  1) 
Constanten  ab. 

Da  wir  ähnlich  wie  in  der  Nr.  121  (Bd.  I,  S.  440)  die  Gruppe  & 
nur  in  ihrer  Beziehunr^  zur  Differentialgleichung  untersuchen  wollen, 
so  können  wir  uns  d-  noch  durch  eine  willkürliche  projective  Substi- 
tution, die  von  dem  Quotientensysteme  ^^j,  ••■  rj^^_^  zu  irgend  einem 
andern  Fundamentalsysteme  von  Integralquotienten  überführt,  trans- 
formirt  denken,  so  dass  also  (vergl.  a.  a.  0.)  unsere  Gruppe  9-  von 

(6  —  l)(if  —  1)  =  N 

wesentlichen  Constanten  abhängt.  Wir  können  z.  B.  auch  hier  ein 
System  von  Fund  amental  in  Varianten  als  diese  Constanten  ansehen, 
darüber  wollen  wir  aber  nichts  Genaueres  festsetzen,  sondern  annehmen, 
die  Gmppe  ö-  sei,  abgesehen  von  der  transformirenden  Substitution, 
durch  die  N  Parameter 
(3)  «,,    «,,  •  •  •  «N 

bestimmt.  Wir  wissen  dann  nach  den  Ergebnissen  des  achten  Ab- 
schnittes, wie  wir  diese  Parameter  der  Gruppe  als  Functionen  der  in  den 
Coefticienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Parameter  berechnen 
können. 

Wir  wollen  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe  behandeln, 
d.  h.  wir  fragen  nach  der  Art  der  functionalen  Abhängigkeit 
der  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  auf- 
tretenden Constanten   von  den  Parametern  (3)   der  Gruppe  -&■. 

Die  Coefficienten  von  (A)  haben,  da  die  Differentialgleichung  der 
Fuchs'schen  Classe  angehören  sollte,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  G2 
rBd.  I,  S.  220)  die  Gestalt 
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wo 

(^(x)  =  ix-  —  «,)  {x  —  aj  ■  ■  •  {x  —  rtj  (x  —  6j)  (x  —  i.,)  ■  ■  ■  (x  —  h^) 

»gesetzt  wiinlc  und  l^\,{x)  eine  ganze  Function  vom  höchstens  v*""  Grade 
in  X  bedeutet.     Die  Ditferentialgleichung  hängt  demnach  ab 

1)  von  den  6  -\-  t  singulären  Stellen  c/j,  •  •  •  a  ,  h^,  ■  ■  ■  h^, 

2)  von  den  (vergl.  Nr.  08,  Bd.  I,  S.  240j 

njn-^rl)  .       ,      -.         n{n  —  1) 

2 (^  +  ^) -2 '^  ~"  "^ 

Coefficienton  der  ganzen  Functionen 

F  .  .  .  F 

d.  h.  also  im  Ganzen  von 

.  ,      s         n(n  4-1).      ,      ^         n(n  —  1) 

Oh  ^  +  ^)  =   -^    2  (ö  +  t)  —  -A-^ 

Parametern.  Zwischen  diesen  bestehen  noch  die  algebraisch  ausdrück- 
baren Beziehungen,    welche   bewirken,    dass    die  Punkte    6,,  &„,  •  •  •  h 

scheinbar    singulare    Stellen   sind.     Diese    sind    für   h     zunächst  ii  —  1 
'^  ■/. 

Bedingungen  für  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalglei- 
chung und  ferner  (vergl.  Nr.  55,  Bd.  I,  S.  197)  die  ^^^~  '  Bedingungen, 

die  das  Auftreten  von  Logarithmen  verhindern.  Also  entsprechen  jedem 
scheinbar  singulären  Punkte  h 

(n  -\-2)(n  —  1) 
2 

Bedingungen,  so  dass  die  Differentialgleichung  (A)  von 

d.  h.  von 

n(w4-l)        ,  n(n  —  1) 

Parametern  abhängt.  Durch  eine  lineare  Transformation  der  unab- 
hängigen Variabein  x  kann  man  bewirken,  dass 

a^  =  0,     «.,  =  1,     a^_^^  =  oo 

wird  («^^j  =  <yi^  hatten  wir  schon  von  vornherein  vorausgesetzt),  es 
sind  also  noch  zwei  von  der  gefundenen  Anzahl  abzuziehen.  Die  end- 
gültige Zahl  der  Parameter  ist  demnach 

nin-\-l)  ^    ,    _                  H(n  — 1) 
-        6-{-r—Z g— . 

Wäre  die  Anzahl  t  der  scheinl^ar  singulären  Stellen  gleich  Null, 
so  hingen  die  Coefficienten  der  Diöerentialgleichung  (A)  von 
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(4)  ♦»(**  ^  ^^  <y  —  "-^"v  ^^  —  2 

Parametern  ab;  die  Anzahl  N  der  Parameter  der  Gruj)pe  d'  ist  im  All- 
ü;emeinen  grösser,  nnr  für  w  =  2  stimmt  die  Zahl  (4)  mit  N  überein. 
Wir  ersehliessen  hieraus  den  folgenden  Satz: 

Die  Parameter  der  projectiven  MonodromiegrnpjH'  Q- 
der  Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  ohne  scheinbar  singulare  Stellen  brauchen 
keinerlei  durch  Gleichungen  darstellbare  Bedingungen  zu  er- 
füllen; dagegen  müssen  zwischen  diesen  N  i^arametern  füi- 
eine  von  scheinbar  singulären  Stellen  freie  Differential 
gleichung  von  der  Ordnung  n  >  2 

N  -  <r  '-^> + "-^^  + 1'  = « (';'  - ;'  - 1)  -  (i  + 1  -  3) 

Relationen  bestehen,  wenn  6  die  Anzahl  der  wirklichen  sin- 
gulären im  Endlichen  gelegenen  Stellen  bedeutet. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  ohne  scheinbar  singulare 
Stellen  sind  in  tjewissem  Sinne  das  Analoofon  der  Integrale  erster 
Gattung  eines  alo-ebrai sehen  Gebildes;  man  könnte  darum  die  zwischen 
den  Parametern  der  Gruppe  d-  für  m  >  2,  ^>1  bestehenden  Be- 
ziehunoren  den  im  vorigen  Abschnitte  erwähnten  Beziehungen  zwischen 
den  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung,  die  zu  Gebilden 
vom  Range  jp  >  1  gehören,  an  die  Seite  stellen,  und  weiter  den  Fall 
n  =  2  als  das  Analogon  des  Falles  j>  =^  1 ,  d.  h.  der  elliptischen  Inte- 
grale betrachten.  Dass  diese  Analogie  nicht  nur  eine  äusserliche  ist, 
sondern  auch  bei  tiefer  gehenden  Fragen  erhalten  bleibt,  wird  aus  den 
folgenden  Ueberlegungen  hervorgehen. 

Denkt  man  sich  eine  projective  Gruppe  -ö-  in  (n  —  1)  Variabein, 
die  aus  den  ö  +  1   Substitutionen 

zwischen  denen  die  Beziehung  (1)  besteht,  als  Basis  gebildet  ist,  durch 
ihre  N  wesentlichen  Parameter  (3)  gegeben,  so  wird  man  im  All- 
gemeinen keine  lineare  Differentialgleichung  (A)  w**^""  Ordnung  der 
Fuchs'schen  Classe  mit  6  im  Endlichen  gelegenen  wirklichen  und 
ohne  scheinbare  singulare  Punkte  herstellen  können,  für  welche  ■9' 
die  Monodromiegruppe  der  Integralquotienten  darstellt,  sondern  man 
wird  dieser  Differentialgleichung  noch 

scheinbar   singulare  Stellen  beilegen  müssen,   dainit  die  Anzalil   der  in 


208.    Differentialgleichungen  zweiter  Orduuii«,'.  IU);> 

den  Coefficienten  verfügbaren  Parameter  mit  der  Anzahl  N  der  I'uru- 
meter  der  Gruppe  ■O'  übereinstimmt.  Di«'  Parameter  der  Coefficienten 
sind  dann  im  Allf^cmeincn  transcondente  und  mehrdeutif^e  Functionen  der 
«. ,  «.,  •  ■  •  «u,  die  auch  nicht  für  alle  Werthesv.steme  dieser  Grö.s.sen  /u 
existiren  brauchen,  es  kann  vielmehr  der  Existenzbereich  jener  Func- 
tionen durch  gewisse  Ungleichheitsbedingungen,  denen  die  a, ,«.,,••  •  a^ 
genügen  müssen,  beschränkt  sein. 

Wir  wollen  das  Studium  dieser  Art  von  Functionen  mir  in  dem 
einfachsten  Falle  in  Angriif  nehmen,  wo  n  =  2  ist  und  also  die  Ditfe- 
rentialsrleichunir 


d^ 
als   frei   von    scheinbar  singulären   Stellen   vorausgesetzt  werden   kann. 


(A,)  ^  +  iV/  =  0 

dx 


208.    Differentialgleicliung  zweiter  Ordnung  ohne  scheinbar  singulare 

Stellen.     Abbildung   der   Ebene   der   unabhängigen  Variabein   durch 

den  Integralquotienten. 

Wenn  man  allgemein  eine  lineare  Differentialgleichung  von  der 
Form  (A,)  betrachtet,  um  dieselbe  in  Bezug  auf  die  Eigenschaften  der 
Monodromiegruppe  d-  ihres  Integralquotieuten  zu  untersuchen,  so  kann 
man,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  die  Voraussetzung  machen, 
dass  ihre  nicht  scheinbar  singulären  Stellen  «j,  a,^,  *  •  '  ^„  einfache 
sind  (vergl.  Nr.  197,  S.  256),  d.  h.  dass  die  Differenz  r^  —  r,  der 
Wurzeln  der  zu  einer  solchen  Stelle  x  =  a  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  in  ihrem  realen  Theile  nicht  negativ  und  kleiner 
sei  wie  Eins,  und  dass  die  scheinbar  singulären  Stellen  h^,  h_^,  ■  ■  ■  h^ 
sämmtlich  von  einander  getrennt  liegen,  d.  h.  auch  einfache  sind,  so 
dass  also  für  eine  dieser  Stellen  x^h  die  Wurzeln  der  determiniren- 
den Fundamentalgleichungen  die  Werthe 

^ l_ 

besitzen.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  wird  sich  aus  den  Unter- 
suchungen des  siebenten  Kapitels  ergeben,  wir  werden  daselbst 
zeigen,  dass  man  von  einer  beliebigen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zu  einer  anderen  mit  derselben  unabhängigen  Variabein  und 
denselben  wirklich  singulären  Punkten  übergehen  kann,  für  welche  die 
Monodromiegruppe  der  Integralquotienten  auch  dieselbe  ist,  wie  für 
die  gegebene  Differentialgleichung  und  die  „nur  einfache  singulare 
Stellen  besitzt".  Hier  bemerken  wir  nur  noch,  dass  die  Voraus- 
setzung, die  gegebene  Differentialgleichung  habe  nur  einfache  singulare 
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Stellen,  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  ihr  Analogon  hat; 
mau  kann  auch  hier  wie  dort  den  allgemeinen  Fall  einer  beliebigen 
singulären  Stelle  durch  Grenzübergang  aus  dem  von  nur  einfachen  singu- 
lären  Stellen  erhalten^  indem  man  eine  oder  mehrere  einfaclie  scheinbar 
sintruläre  Stellen  mit  einer  einfachen  wirklichen  singnlären  Stelle  oder 
mit  einander  zusammenfallen  lässt;  es  ist  dies  auch  schon  in  der  in 
Nr.  107   (S.  256)   eingeführten  Terminologie  zAim  Ausdrucke   gebracht. 

Wenn  wir  dann  von  der  Differentialgleichung  (A^)  sagen,  sie  be- 
sitze keine  scheinbar  singulare  Stelle,  so  heisst  dies,  ihre  sämmt- 
lichen  singulären  Stellen  sind  wirkliche,  und  für  jede  der- 
selben ist  der  reale  Theil  der  Differenz  der  Wurzeln  der  zu- 
gehörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  absolut 
genommen  kleiner  wie  Eins  (vergl.  Nr.  197,  S.  25(3). 

Wir  denken  uns  überdies  durch  eine  lineare  Transformation  der 
unabhängigen  Yariabeln  die  singulären  Stellen  «^,  a^,  «^  ,  ^  schon  in 
die  Punkte 


0,     «2=1,     a^      = 


OÜ 


verlesrt.  dann  ist  also  die  Anzahl  der  Parameter  in  den  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  gleich  3(j  —  3,  und  ebenso  gross  ist  die  An- 
zahl der  Parameter,  von  denen  die  Gruppe  -9-  abhängt. 

Betrachten  wir  dann  den  Integralquotienten  r^(:r)  in  der  durcli   die 

Querschnitte  ^i,  ^2,  ■  ■  ■  /„  zier 
schnittenen  Fläche  T  (Fig.  2), 
so  ist  jeder  Zweig  desselben 
innerhalb  T  eindeutig  definirt, 
und  rj  (x)  erleidet,  wenn  x  den 
Querschnitt  /  in  positivem 
Sinne  (d.  h.  von  der  positiven 
zur  netjativen  Seite  von  / 
gehend)     überschreitet,     die 


Fig.  2. 


Substitution  Ä  ,  die  wir  uns 

y.' 

in  der  canonischen  Fonn 


beziehungsweise 
geschrieben  denken. 


^y.n  —  K.  ^  —  l^y.' 

1 1_ 

hu    Falle  (5)  ist 

d    =  >vi  —  *'.-. 

X  z  1  y^ 


H-r. 


208.    Abhildnn^'-  »lurcli   dt^n   Into<j;nil([Uotieutt'n.  liOf) 

die  Ditieron/  der  VVui-/elii  der  /u  a  gehörigen  detenriinireiideu  Funda- 
mentalgleichung, im  Falle  (G)  ist 

r  ,  —  r  ,  =  0         (x  =  1, 2,    ■  a) . 

In  ähnlicher  Weise  bezeichnen  wir  auch  die  (h'in  Umlaufe  um  ''',  ,  ,  =  ^^ 
entsprechende  Substitution   mit  -^^  ,  ,,  f^o  dass  also 

die  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  x  =  oo  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  l)edeutet,  wenn  die  Substitution  >1,__,, ,  nicht 
parabolisch  ist. 

Denken  wir  uns  das  durch  den  Integralquotienten  rj(a:)  gegebene 
analytische  Gebilde  (r;,  x)  in  der  realen  vierfach  ausgedehnten  ebenen 
Mannigfaltigkeit  li^  und  projiciren  dasselbe  auf  die  ij -Ebene,  so  wird 
diese  Projection  einen  zweifach  ausgedehnten  Theil  der  ?;- Ebene  ein- 
fach oder  mehrfach  überdecken.  Wir  werden  jeden  Punkt  dieser  Pro- 
jection besonders  betrachten  und  erhalten  auf  diese  Weise  eine  über 
einen  zweifach  ausgedehnten  Theil  der  >;- Ebene  ausgebreitete,  im 
Allgemeinen  mehrblättrige  Fläche  F,  auf  welcher  x  eine  eindeutige 
Function  des  Ortes  ist.  Fixiren  wir  einen  bestimmten  Zweig  ij(x)  des 
Integralquotienten,  so  ist  dieser  innerhalb  T  eindeutig;  lassen  wir  nun 
X  die  Begrenzung  von  T  durchlaufen,  indem  wir  also  z.  B.  x  von  «^ 
ausgehend  auf  dem  positiven  Ufer  des  Querschnittes  /^  bis  nach  «„  ,  j , 
dann  auf  dem  negativen  Ufer  von  1„  nach  a^,  dann  auf  dem  positiven 
Ufer  von  L  nach  a  ,  ,  und  in  dieser  Weise  fortfahrend  endlich  von 
a   ,  ,    auf  dem   negativen  Ufer   von   /,    nach   a,  zurück  führen,   so   be- 

0-\-l  O  11  7 

schreibt  r^ix)  eine  in  sich  selbst  zurückkehrende  Linie,  die  einen  ge- 
wissen Bereich  F^^  der  Fläche  F  begrenzt.  Dieser  Bereich  ist  die  ein- 
deutig conforme  Abbildung  der  Fläche  2]  er  ist  also  ebenso  wie  diese 
einfach  zusammenhängend. 

Die  Punkte  der  Begrenzung  von  F^  gehören  entweder  der  Fläche 
F  an  oder  sind  Grenzstellen  der  durch  die  Punkte  von  F  gebildeten 
Punktmenge.  Bezeichnen  wir  mit  s^'  die  Gesammtheit  der  7; (a;)  - Werthe, 
die  den  x  Punkten  des  positiven,  mit  s^  die  Gesammtheit  der  i]{x)- 
Werthe,  die  den  x  Punkten  des  negativen  Ufers  von  l^  entsprechen,  so 
liegen  die  Stücke  s  ,  s  '  der  Betjrenzung  von  F..  für  x  =  1,  2,  •  •  •  6 
ganz  auf  der  Fläche  F,  wenn  wir  die  Punkte  «^,  ^'„4.1»  "-^i^  ^^^^  Quer- 
schnitt /    betrrenzen,  den  Ufern  desselben  nicht  hinzufügen. 

Wenn  dann  der  reale  Theil  von  8  nicht  verschwindet,  also  positiv 
ist,  wie  wir  voraussetzen  können,  oder  wenn  die  Substitution  A^  eine 
parabolische  ist,  so   schliessen   sich   die  Stücke  s  ,  s.'  in  dem  Doppel- 

Scblesinger,  DiffereutialgleichuDgun.     II.  20 


306  ^T.    Fonnulininpf  der  rmkolirproblenie.    Kapitel  5. 

punkte  A  der  Substitution  A  zusammen;  dieser  Doppelpunkt  gehört 
aber  nur  dann  der  Fläche  F  wirklich  an,  wenn  d  eine  reale  rationale 
Zahl  ist.     Wenn  d    complex,  alst) 

d   =  d'  4-  id  ",     d  '  >  U 
ist,  so  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  a    (vergl.  Nr.  2u;i,  S.  282) 

^-^^  =  it  —  a  )'^'(£,  -^  i^d  —  a\-\ ), 

n  —  u.  ^  X '^  0     '       1  ■  X      '  /' 

also  wenn  wir 

t  —  <'^  =  >■«'*'" 
setzen, 

n-K 


»J  — f. 


Jj,  „ <Jy  <P       («JxV+lJy    log/-)//-  I  ^t  N         I  \ 


Wenn  also   t  längs  /  ,   d.  h.  mit   einem   bestimmten  Argumente   in   a 
einrückt,  so  wird  der  absolute  Betratr  der  Grösse 


gleicb  Null,  aber  das  Argument  derselben  beliebig  gi-oss;  in  diesem 
Falle  sind  also  .s'    und  s  '  in  der  Nähe   von  A    spiralförmit;   t^ewunden. 

XX  X        -T  o      o 

Man  kann  bewirken,  dass  s  ,  s'  sieh  mit  bestimmtem  Argumente  dem 
Punkte  X     annähern,   indem  man  den  Querschnitt  /    von  a    nicht  mit 

X  "  ^  X  X 

bestimmtem  Argumente  ausgehen,  sondern  ihn  sich  um  diesen  Punkt 
spiralförmig  winden  lässt. 

Wenn  der  reale  Theil  d  '  von  6    verschwindet,  d.  h.  wenn  A    eine 

XX  "  X 

hyperbolische  Substitution  ist,  so  ist  der  Bereich  F^  an  der  Stelle  A^ 
nicht  geschlossen,  sondern  windet  sich  (vergl.  Nr.  203,  S.  283)  band- 
förmig um  die  Punkte  A. ,  [i,^  herum. 

Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  den  Doppelpunkt  A^^  ,  ^  der 
Substitution  A  ,  ,,  in  welchem  sich,  wenn  die  Substitution  A  ,  ,  keine 
hyperbolische  ist,  die  Begrenzungsstücke  sj  und  s^  zusammenschliessen, 
und  ebenso  für  die  entsprechenden   Doppelpunkte 

^a  +  lf        a+1'    ■   ■   ■    ^a  +  1 

der  Substitutionen 

die  beziehungsweise  die  gemeinsame  Grenze  der  Stücke  5^'  und  .s., , 
s/  und  Sy,  '  ■  •  sj  und  .s^  bilden,  und  von  denen  vermöge  der  Beziehung 
(Ij  der  letzte 


i(a) 


=  A 


a+l  0+1 

ist. 
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Wir  nennen   im  Folgenden  die  Punkte 

die  Ecken,  die  Stücke 

•''i  .    ^,\    ^.,y    ^.'^    ■    •    ■    S    ,    S' 

die  Seiten    des  Bereiches  F^   und    sagen    von   der   Ecke   X^,     ie    ent- 
spräche dem  Punkte  j  =  «.,,  von  den  Ecken 

sie  entsprächen  dem   Punkte  x  =  ^'„  ,  ,  =  ''>^  • 

Da  die  Function  ^;(ic),  wenn  x  den  Querschnitt  /^  im  positiven  Sinne 
überschreitet,  die  Substitution  A^  erfährt,  so  gehen  die  7y-Werthe,  die 
a'-Punkten  des  positiven  Ufers  von  /^  entsprechen,  aus  den  7j-Werthen, 
die  den  correspondirenden  a-Punkten  des  negativen  Ufers  entsprechen, 
durch  Anwendung  der  Substitution  A^  hervor;  wir  erhalten  demnach 
die  Punkte  der  Seite  s  ',  indem  wir  auf  die  Punkte  von  s  die  Sub- 
stitution  A    anwenden:  wir  schreiben  dies  kurz 

y.  ' 

S  '  =  J.    ,9 
/.  y.    y. 

und  sagen,  .<? '  gehe  durch  die  Substitution  A^  aus  s^  hervor. 

1.  Es  sind  also  die  2©  Seiten  des  Bereiches  F^  einander 
durch   die  projectiven  Substitutionen 

A^,    A,^,  •  •  ■  A^, 

die  man  als  die  projectiven  Fundamentalsubstitutionen  der 
Differentialgleichung  (A.J  bezeichnen  kann,  zugeordnet. 

209.    Die  'Winkelsuinine  bei  einem  Cyklus  von  Ecken. 
Andere  Zerschneidung  der  Ebene  der  unabhängigen  Variabein. 

Seien  nun  s  ,  s  '  zwei  Seiten,  die  im  Punkte  A    zusammenstossen. 

y.'      X  '  y. 

Wenn  wir  uns  den  Querschnitt  l_  als  stetig  verlaufende  Curve  denken, 
die  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Tangente  hat,  so  wird  das  Gleiche 
auch  von  den  Curvenzügen  s  ,  s'  gelten,  da  diese  ja  die  conformen 
Abbildungen  von  l^  durch  eine  monogene  Function  ri{x),  beziehungs- 
weise A  rj{x)  und  alle  Punkte  von  /  reguläre  Stellen  dieser  mono- 
genen Functionen  sind.  Betrachten  wir  dagegen  die  beiden  dem 
Punkte  A  unendlich  benachbarten  Elemente  der  Curven  s  ,  s  ',  wir 
bezeichnen  dieselben  als  geometrische  Quantitäten  aufgefasst  durch 
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SO   ist   der  \\  iukel,    unter   welchem   sich   .s"  ,  s  '  im    Punkte   A     treffen, 
durch  die  Differenz 


gegeben.     Nun  ist  aber 


also  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (7)  der  Nr.  199  (S.  2G8,  269) 


'.nid.. 


oder 


je  nachdem  die  Substitution  Ä  von  der  Form  (5)  oder  (G)  ist.  Zer- 
legen wir  also  ö     in  seinen  realen  und  imaginären  Theil 

d    =  ö  '  +  /ö  ", 

y.  X      >  y    ' 

so  ist  für  den  Fall  einer  nicht  parabolischen  Substitution  A^ 
für  den  Fall  einer  parabolischen  Substitution 
Betrachten  wir  ferner  die  in  den  Punkten 

^a  +  l'        a  +  1'    ■       ■       </+l 

zu.sammen.stossenden  Bogenelemente  der  Seiten  von  F^  und  bezeichnen 
mit  f  ,  ,  das  dem  Punkte  A  ,  ,  unendlich  benachbarte  Element  von 
s  ,  , ,  mit  e  '  das  dem  Punkte  A  ,  ,  unendlich  benachbarte  Element 
von  i.- ',  so  ist 

X    ' 


200.    Winkelsurame  bei  einem  Cyklus. 

^(s^y  ^,')  =  Arg  f,  —  Arg  £,', 
^  (.^s^  O  =  Arg  «3  —  Arg  f/, 
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-^  l^.  ^^a')  =  Arg  £j  —  Arg  t;, 
also  ist  die  Summe  dieser  Winkel 


^o  ^„_i_t  =  ^,   zu  nehmen  ist. 
Nun  haben  wir  aber 

e 


^  (^;+„  O  =  ^  (Arg  5^  -  Arg  ej, 


und  da 


,(z) 


"+1 

ist,  so  können  wir  setzen 


=  A 


^ü^l^n  +  l 


d{Ä.^__:i-    Ä^r})    1 


id{AA 


■  1      --^l^^      I 


hieraus  folgt  aber,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (1), 


m 


Setzen  wir  also 


dl] 

d{A„r:rA^ri) 


J>l=^a-\-l 


"f^^a+1^" 


dr,       J.;=;.„,  1 


tf+i  0+1     '  a+1' 


so  ist,  wenn  --•i,,,^  von  der  Form  (5)  ist, 

und  wenn  Ä^,^  eine  parabolische  Substitution  ist, 

z  =  l 

Um  das  erlangte  Resultat  in  eleganter  Form  aussprechen  zu  können 
führen  wir  eine  von  Herrn  Poincare  herrührende  Bezeichnung  ein, 
die  später  noch  vielfach  verwerthet  werden  wird. 

Wir  sagen  nämlich  von  den  Ecken  des  Bereiches  F ,  die  einem 
und  demselben  der  Punkte 


a. ,    a.. 


a  ,    a    ,  , 


entsprechen,  sie  bildeten  einen  Cyklus.    Es  bilden  also  dann  die  Ecken 
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X A' 


,(o-l) 


zusammengenommen  und  jede  der  übrigen  Ecken 

1  '  -  0 

für  sieb  je  einen  Cyklus.  Aus  den  vorhergebenden  Erörterungen  er- 
giebt  sieb  dann  der  Satz: 

n.  Die  Summe  der  Winkel,  unter  denen  sieb  die  Seiten 
des  Bereiches  F^^  in  den  einen  Cyklus  bildenden  Ecken 
schneiden,  ist  gleich  2%  multiplioirt  mit  dem  realen  Tbeile 
der  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  demjenigen  singulären 
Punkte  von  (A.,)  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, dem  die  Ecken  jenes  Cyklus  entsprechen. 

Durch  die  beiden  Sätze  I,  II  ist  die  Natur  des  Bereiches  F^^,  soweit 
dieselbe  durch  die  DiflPerentialgleichung,  beziehungsweise  durch  die 
Gruppe  d'  bestimmt  ist,  vollkommen  charakterisirt.  Die  sonstige  ge- 
staltliche Beschaffenheit  von  F^  hängt  wesentlich  von  der  Art  der  Zer- 
schneidung der  .r- Ebene,  beziehungsweise  der  durch  Aussonderung  der 
Punkte  a,,  a^,  ■  ■  •  a  ,  a    .,  entstehenden  Fläche  T  ab. 

1'       Z'  O'       o-\-\ 

Zunächst  ist  klar,  dass  wir  die  Gestalt  der  Seiten  von  F^  stetig 
variiren  können,  indem  wir  die  Gestalt  der  Querschnitte  l^,  l^,  •  ■  ■  l^ 
stetig  sich  ändern  lassen.  Wir  können  aber  auch  die  Fläche  T  durch 
ein  anderes  Schnittsystem  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
verwandeln  und  dadurch  eine  ganz  verschiedene  Vertheilung  der  Ecken 
und  Seiten  von  F^^  erhalten. 

Für  viele  Untersuchungen  sehr  zweckmässig  ist  die  folgende  Zer- 
schneidung der  Fläche  T.  Wir  legen  durch  die  sämmtlichen  singulären 
Punkte 

1"       2'  n'       o-f-1 

einen  in  sich  zurücklaufenden  Schnitt  l  und  bezeichnen  z.  B.  dasjenige 
Ufer  desselben,  welches  zur  Linken  liegt,  wenn  die  Punkte  a.  in  der 
angegebenen  Reihenfolge  passirt  werden,  als  das  positive,  ebenso  den 
durch  das  positive  Ufer  des  Schnittes  begrenzten  Theil  der  Fläche  T 
als  das  positive  oder  positiverseits  gelegene  Gebiet  T^,  den  anderen 
Theil  von  T  als  das  negative  Gebiet  T^.  Dann  ist  der  Zweig  vi{x) 
des  Integralquotienten  innerhalb  T^  eindeutig  und  kann  nach  T.,  hin 
fortgesetzt  werden,  wenn  wir  den  Schnitt  l  in  irgend  einem  Punkte 
überschreiten.  Je  nachdem  die  Ueberschreitung  in  Punkten  erfolgt, 
die  den  verschiedenen  durch  die  Punkte  r/^,  «.,,  •  •  •  a^  ,  ^  begrenzten 
Abtheilungen  von  l  angehören,  wird  natürlich  der  Werth  von  riix), 
den    wir    den   Punkten    von    T^    zuzuordnen    haben,    ein    anderer    sein. 


200.    Andt're  Zerschneidiinf,'  der  Ebene. 
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Denken  wir  uns  /.  B.  das  Gebiet  T^  mit  7',  liiii^s  des  Theiles 
(n  ,  ,  a.)  VOM  /  vereinijxt.  d.  li.  I)etrachten  wir  nur  den  von  (i,  bis 
a    ,      reichenden  Tbril  /   des  Schnittes  /  als  bestehend,  so  kfinnen  wir 

n-f-  1 

die  so  entstehende  Fläche  7',  -f  T'..  =  7"  wieder  auf  (He  Fläche  F 
abbilden. 

Bei  der  durch  die  Fig.  4  angedeu- 
teten Lage  wird  dann  ein  Punkt  auf 
der  negativen  Seite  des  Quer.schnitt- 
stückes  (rt^,  ^'y+i)  '^"'^  ^^^^  correspon- 
direnden  Punkte  >,  auf  der  positiven 
Seite  durch  die  Substitution 

A  Ä       ■■■  A, 

hervorgehen.  Durchlaufen  wir  die  Begrenzung  von  T ,  indem  wir 
z.  B.  von  rtfj  mit  dem  Werthe  t]  =  k^  ausgehend  auf  der  positiven 
Seite  von  l  über  a,^,  ■  ■  •  a^  nach  (f^^,^,  'ind  dann  auf  der  negativen 
Seite  von  l  nach  a^  zu- 
rückgehen, so  beschreibt 
/;  einen  Curvenzug,  der 
einen  einfach  zusammen- 
hängenden Bereich  /'",'  der 
Fläche  F  begrenzt  (Fig.5). 
Bezeichnen  wir  durch  s^ 
den  dem  positiven,  mit 
s  '  den  dem  negativenUfer 
des  Stückes  («,«.,) 
von  /  entsprechenden 
Theil  jenes  Curvenzuges, 
so  ist 


~s'=  A  A 


-4A. 


Fig.  5. 


und  der  Punkt  A^,  in  welchem  die  Seiten  5^_j, 
stossen,  entspricht  dem  Punkte  a^.     Man  hat  dann 


von  F^  zusammen- 


K = -ir'-c 


x —  1    y. 


(x  =  1,  -2,  ■  •  ■  o) 


(i4-l  1 


^n^l   —  "^0  +  1  ' 


die  Seiten  s'^  und  .s^'  besitzen  demnach  den  Punkt  A^^^  zur  gemein- 
schaftlichen Grenze,  und  Ä^  ist  ein  Doppelpunkt  der  mit  A_^  ähnlichen 
Substitution 
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Es  bilden  also  die  Ecken  A,  und  k^^_^^  für  sich  und  die  Eckenpaare 

je  einen  Cyklus,  und  es  bestellt  auch  für  diese  Cyklen  der  Satz,  dass 
die  Summe  der  Winkel,  die  in  den  zu  einem  Cyklus  gehörigen  Ecken 
stattfinden,  gleich  ist  2jr  multiplicirt  mit  dem  realen  Theile  der 
Wurzelditferenz  der  zu  dem,  dem  Cyklus  entsprechenden,  singulären 
Punkte  von  (A.,)  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung. 

Wenn  wir  dem  Querschnitte  l  den  Querschnitt  I^  hinzufügen,  so 
können  wir  ^  +  ?,  als  den  Schnitt  l  auffassen ;  es  ist  folglich  der  von 
den  Curvenzügen 

begrenzte  Bereich  der  Fläche  F  die  conforme  Abbildung  des  Gebietes 
Tj  der  :r- Ebene. 

210.    Reguläre  Theilung  entsprechend  der  Gruppeneigenschaft. 

Erlaubte   Abänderungen.     Die    Parameter   in   den   Coefficienten  sind 

eindeutige  Functionen  der  Parameter  der  Monodromiegruppe. 

Gehen  wir  wieder  zu  der  durch  die  Querschnitte  l^,  l^,  •  •  •  \^  be 
grenzten  Fläche  T  zurück.  Wenn  wir  den  Querschnitt  l,^  in  positiver 
Richtung  überschreiten,  so  verwandelt  sich  i](x)  in  den  Zweig 

dieser  ist  in  einer  Fläche  T  ,  die  genau  ebenso  beschaffen  ist  wie  T 
selbst,  eindeutig;  wir  denken  uns  diese  Fläche  T^  als  ein  mit  T  con- 
gruentes  Blatt,  welches  mit  T  längs  des  Querschnittes  ?^  so  zusammen- 
hängt, dass  das  positive  Ufer  von  /^  in  T  an  das  negative  Ufer  von 
l  in  J  geheftet  ist.  Dieses  Blatt  T,  bilden  wir  nun  wieder  auf  die 
Fläche  F  ab;  die  Abbildung  F^  ist  ein  Bereich,  der  aus  F^  durch  An- 
wendung der  Substitution  A^ri  hervorgeht,  d.  h.  F.^  ist  die  Abbildimg 
von  F^^  durch  Vcrmittelung  der  Function  A^i].  Also  wird  sich  F^  an 
J"  längs  der  Seite  s^'  anschliessen  imd  wird  im  übrigen  mit  F^  keinen 
Punkt  (der  Fläche  F)  gemein  haben.  __ 

Genau  ebenso  werden  wir  eine  mit  T  congruente  Fläche  T_^  mit 
T  so  zusammenheften,  dass  das  negative  Ufer  von  /^  in  T  mit  dem 
positiven  Ufer  von  l  in  T_.  zusammenhängt;  in  diesem  Blatte  T_^ 
ist  dann  der  Zweig 
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eindeutig,  und  die  Abbildung  von  T  ^  auf  die  Fläche  F  liefert  einen 
Bereich  F  ,  der  aus  F^^  durch  die  Substitution  A~  r}  hervorgeht  und 
sich  an  F^^  längs  der  Seite  s^  anschliesst. 

Nun  kann  jedes  der  Blätter  T^^  in  genau  derselben  Weise  weiter 
benutzt  ^yerden;  man  überschreitet  immer  wieder  die  Querschnitte  und 
heftet  entsprechend  den  neu  entstehenden  Zweigen  von  r}(x)  neue 
Blätter  _ 

^±.,±.- 

an   die    alten,    bildet   dieselben    auf   die   Fläche  F  ab,    erhält    dadurch 

Bereiche 

F 

±>!,±i 

und  fährt  so  fort,  bis  man  entsprechend  allen  Zweigen  von  rj(x),  d.  h. 
also  entsprechend  allen  Substitutionen  der  Gruppe  #•,  Blätter 

T 

erhalten  hat,  wo  x^,  x.,,  ■  ■•  J<;  irgend  welche  der  Zahlen  1,  2,  ••  •  ö  be- 
deuten.    Die  Abbildungen  dieser  Blätter  auf  die  Fläche  F  liefern  dann 

Bereiche 

F 

die  aus  F^  durch  Anwendung  der  Substitution 

xj         xy  y.^      I 

hervorgehen,  und  die  Gesammtheit  der  so  entstandenen  Bereiche  erfüllt 
die  Fläche  F  schlicht  und  lückenlos.  Analog  bildet  die  Gesammtheit 
der    Blätter    T,  ,        eine    zusammenhängende    über    der   ^- Ebene 

ausgebreitete  Riemann'sche  Fläche  JR,  in  welcher  der  Integralquotient 
der  DiflFerentialgleichung  (Ag)  eine  eindeutige  P'unction  des  Ortes  ist, 
und  die  offenbar  nichts  anderes  ist,  als  die  Projection  des  analytischen 
Gebildes  (x,  rf)  auf  die  a;-Ebene. 

Die  Eintheilung  der  Fläche  F  in  die  Bereiche 

besitzt  die  folgende  Eigenschaft.  Zunächst  gelten  für  jeden  dieser 
Bereiche  die  Sätze  I,  II,  da  die  Abbildung  durch  eine  projective  Sub- 
stitution, durch  welche  ja  jeder  dieser  Bereiche  aus  F^  hervorgeht,  eine 
winkeltreue  ist.  Es  kann  also  jeder  solcher  Bereich  ebenso  gut  wie 
Fq  selbst  als  Ausgangsbereich  gewählt  werden,  und  wenn  wir  dann 
die  Abbildungen  desselben  mittelst  aller  Substitutionen  der  Gruppe  d- 
construiren,  so  erhalten  wir  zufolge  der  Gruppeneigenschaft  genau  die- 
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selbe  Gebietstlieiliiiig  ilrr  Fliu-lic  F  wie  vorher.  Man  drückt  diese 
Eigenschaft  der  Eintheilung  von  /•'  dadurch  ans,  dass  man  sagt,  die 
Theilnng  sei  eine  reguläre. 

Die  Gebiete  (7)  sind  in  denjenigen  Ecken,  die  Doppelpunkte  nicht 
hyperbolischer  Substitutionen  sind,  wirklich  geschlossen,  um  Doppel- 
punkte hyperbolischer  Substitutionen  (higegen  winden  sich  diesellien 
im  Allgemeinen  bandförmig  herum,  ohne  dieselben  jemals  wirklich  zu 
erreichen. 

Wir  können  jetzt  auch  leicht  die  Beziehung  übersehen,  die 
zwischen  den  verschiedenen  Zerschneidungen  der  Fläche  T  entsprechen- 
den Bereichen  I\^  besteht;  nehmen  wir  z.  B.  die  beiden  Bereiche  F^ 
und  F^^   die  wir  im  A^orhergehendcn  untersucht  hatten  (vergl.  Fig.  5). 

Der  Bereicli  7'\'  geht  aus  F^  hervor,  indem  man  von  7''^,  die  Theile 

abzieht  und  dagegen  den  Bereich 

hinzufügt.  Dieser  letztere  Bereich  kann  nun  in  folgender  Weise  ein- 
getheilt  werden.     Ziehen  wir  die  Linie 

s^  =  A^    Sg , 

die  die  Punkte  k^_,  X^_^^  verbindet,  ferner  die  Linie 

die  die  Punkte  A,,  A    ,  ,  verbindet,  u.  s.  w.     Dann  geht  der  Bereich 

{sj^s^     aus     (s/s/s,) 
hervor  durch  die  Substitution  A~^'^  der  Bereich 

(ägSgSg)     aus     «s/Sg) 
durch  die  Substitution  A~^A~^,  u.  s.  w.;  endlich  der  Bereich 

(I     ,  i     ,  s  )     aus     (s '    ,  5 '    ,  s  J 
durch  die  Substitution 

Die  Bereiche 

zusammengenommen  bilden  aber  den  Bereich  (^). 

Der  Bereich  F^  geht  also  aus  F„  dadurch  hervor,  dass  man  von 
F  gewisse  Theile  wegschneidet  und  dafür  Ebenenstücke,  die  aus  diesen 
weggeschnittenen  Theilen  durch  Substitutionen  der  Gruppe  %^  hervor- 
gehen, hinzufügt. 
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Denken  wir  uns  iillgcinein  einen  Theil  9?^  des  Bereiches  2*',^;  sei  S 
eine  beliebige  Substitution  der  Gruppe  O'  und  F^  der  aus  7^,  durch 
Anwendung  von  S  hervorgehende  Bereich;  ebenso  sei 

Bedeute  ferner  Z"  eine  bestimmte  Substitution   von  d;  und  sei 

Wir  wollen  dann  von  jedem  Bereiche  F^  das  Stück  95^.  abziehen  und 
statt  dessen  das  Stück  qp^    hinzufügen;  sei  dann 

^].'  =  K  ~  fs  +  ^'.s-,  • 

Die  Gesammtheit  der  Bereiche  F^!  wird  dann  auch  wieder  die  ganze 
Fläche  T-""  schlicht  und  lückenlos  bedecken,  d.  h.  auch  die  so  entstehende 
Eintheilung  der  Fläche  kann  die  Theilung  durch  die  Bereiche  F^  voll- 
ständig ersetzen.  Wenn  der  Bereich  qp^,  au  eine  (oder  mehrere)  der 
Seiten  von  F^  stösst,  und  wenn  der  Bereich  cp^  an  eine  (oder  mehrere) 
der  Seiten  von  F^  —  q)^  von  aussen  angrenzt,  so  ist  offenbar  jeder  der 
Bereiche  F,^'  ebenso  wie  F^  selbst  ein  einfach  zusammenhängender; 
diese  Eigenschaft  der  Bereiche  F^!  ist  aber  keine  unumgänglich  er- 
forderliche, wenn  wir  auch  im  Folgenden  in  der  Regel  nur  so  be- 
schaffene Theilungen  der  Fläche  F  in's  Auge  fassen  werden. 

Mit  den  Bereichen  F^!  kann  man  nun  wieder  genau  ebenso  ver- 
fahren und  kann  auf  diese  Weise  von  der  ursprünglichen  Theilung  in 
die  Bereiche  F^  zu  jeder  anderen  Theilung  der  Fläche  F,  die  der 
Differentialgleichung  oder  der  Gruppe  d^  entspricht,  übergehen. 

Wir  sagen  von  einer  auf  die  angegebene  Art  vorgenommenen  Ab- 
änderung des  Bereiches  F^,  es  sei  eine  erlaubte  Abänderung,  und 
sprechen  den  Satz  aus: 

Jedem  Bereiche,  der  aus  F^  durch  erlaubte  Abänderungen 
hervorgeht,  entspricht  eine  reguläre  Theilung  der  Fläche  F 
in  Bereiche,  die  aus  dem  abgeänderten  Bereiche  durch  die 
Substitutionen  der  Gruppe  d-  hervorgehen,  und  jede  solche 
Theilung  leistet  für  das  Studium  der  Gruppe  ö-  und  der 
Differentialgleichung  (A^)  dasselbe,  wie  die  aus  dem  Be- 
reiche F^  entspringende. 

Der  Bereich  F^'  geht  aus  F^^  durch  erlaubte  Abänderungen  hervor. 

Es  ist  nun  von  der  grössteu  Wichtigkeit,  dass  wir  uns  darüber 
klar  werden,  dass  der  Bereich  F^^  und  die  aus  demselben  entspringende 
Theilung  der  Fläche  F,  ja  dass  die  Natur  dieser  Fläche  selbst  ganz 
allein  von  der  projectiven  Gruppe  &  abhängt. 
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Was  zunächst  die  Fläolie  F  betriHt,  so  wissen  wir  iimcIi  den 
Ergebnissen  des  zweiten  und  dritten  Kapitels,  dass  sowohl  die  Be- 
grenzung von  F  als  auch  ihre  Winduugspunkte  durch  die  Gruppe 
d-  bestimmt  werden.  Denn  da  wir  das  Auftreten  scheinbar  singu 
lärer  Stellen  für  die  Difi'erentialgleichung  (A^)  ausgeschlossen  lial)eii, 
so  kann  sich  die  Function  x  von  7/  nur  an  solchen  Stellen  ver 
zweigen,  die  den  singulären  Punkten  ^',,  «„,•••  «„,,  entsprechen, 
d.  h.  nur  in  Doppelpunkten  von  Substitutionen  der  Gruppe,  und  in 
diesen  ist  auch  die  Ai-t  der  Verzweigung  durch  die  betreffende  Sub- 
stitution vollkommen  bestimmt.  Für  den  Bereich  F^  sind  die  Ecken 
als  Doppelpunkte  gewisser  Sub.stitutionen  von  O',  die  AVinkelsummen 
der  Cyklen,  die  diese  Ecken  bilden,  durch  die  Multiplicatoren  jener 
Substitutionen  bestimmt,  endlich  ist  die  Zuordnung  der  Seitenpaare 
von  F^^  auch  durch  jene  Substitutionen  gegeben. 

Wenn  wir  also  eine  zweite  von  (A^)  verschiedene  Difi'erential- 
gleichung zweiter  Ordnung 

haben,  die  der  Fuchs 'sehen  Classe  angehört,  keine  scheinbar  singu- 
lären Stellen  besitzt,  und  für  w^elche  ein  Integralquotient  i,  existirt, 
dessen  Monodromiegruppe  auch  durcli  die  Gruppe  %-  dargestellt  wird, 
so  würde  für  diese  Difi'erentialgleichung  die  Fläche  F,  der  Bereich  F^ 
und  die  aus  demselben  entspringende  Theilung  dieser  Fläche  genau 
dieselbe  Bedeutung  haben  wie  für  die  Difi'erentialgleichung  (A„). 

Fassen  wir  nun  die  Eigenschaften  von  F  und  F^  zusammen,  so 
können  wir  sagen: 

Auf  F  ist  die  unabhängige  Variable  der  Differentialgleichung  (A^) 
oder  (A./)  eine  eindeutige  Function  des  Ortes.  Innerhalb  des  Be- 
reiches F^^,  der  die  eindeutig  conforme  Abbildung  der  durch  die  Quer- 
schnitte ?j,  ?2,  •  ■  •  l^  zerschnittenen  ^- Ebene  darstellt,  nimmt  die  Func- 
tion X  von  7j  und  ebenso  die  P'unction  ^  von  t,  jeden  Werth  einmal 
und  nur  einmal  an  und  verhält  sich  wie  eine  rationale  Function;  auf 
der  Begrenzung  von  F^  hat  sowohl  die  Function  x  von  t]  als  auch 
die  Function  ^  von  t,  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten  s 
und  s  '  gleiche  Werthe. 

Etwas  einfacher  lä.sst  sich  dies  noch  aussprechen,  wenn  wir  eine 
von  den  Herren  Klein  und  Poincare  eingeführte  Vorstellungs weise 
benutzen. 

Denken  wir  uns  nämlich  den  Bereich  F^  aus  der  Fläche  F  aus- 
geschnitten  und  nehmen  wir  an,  da.ss  sich  die  Seiten  .s  ,  6''  (x  =  i, 2, •  ••») 
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von  ]'\  duirli  Hief(un«(  und  Dehnung  so  dcloiiiiircii  hissen,  dass  sie 
einander  völlig  congruente  Curvenstücke  werden,  und  dass,  wenn  man 
nach  der  Deformation  s^  auf  s^  legt,  jeder  Punkt  von  s^  gerade  auf 
den  aus  diesem  Punkte  durch  die  SuJ)stitution  A^  hei-vorgehendeu 
Punkt  von  s  '  fällt.  Biei^en  wir  dann  den  so  deformirten  Bereich  F^ 
derart  zusammen,  dass  die  Seiten  .s^,  s^  für  x=  l^'J,  •  6  zur  Deckung 
kommen,  so  vereinigen  sich  diejenigen  Ecken,  die  zu  einem  Cyklus 
gehören,  zu  einem  Punkte,  und  J\^  wird  eine  geschlossene  Fläche  F^^, 
die  wir  uns  von  denjenigen  (a  -(-  1)  Punkten,  die  früher  Ecken  waren, 
bey-renzt  denken.  Diese  geschlossene  Fläche  ist  im  Sinne  der  Ana- 
lysis  situs  (wie  sich  Riemann  ausdrückt)  der  Fläche  T,  die  aus  der 
a;- Ebene  durch  AussQiiderung  der  Punkte  a^,  a.^,  ■  ■  ■  «^  ,  ^  hervorgeht, 
völlig  aequivalent. 

Es  ist  dann  x  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  auf 
dieser  geschlossenen  Fläche  F^^  (darin  liegt  auch  schon  der  Aus 
druck  dessen,  dass  x  in  correspondirenden  Punkten  der  früheren  Seiten 
s  ,  s'  dieselben  Werthe  annimmt),  die  sich  für  jeden  Punkt,  der 
innerhalb  F^^  liegt,  verhält  wie  eine  rationale  Function,  und 
die  auf  dieser  Fläche  auch  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal 
annimmt.     Genau  dasselbe  gilt  auch  von  |. 

Sei  nun  allgemein  X  eine  Function  von  rj,  die  auf  der  geschlossenen 
Fläche  F,  eindeutigr  ist  und  sich  innerhalb  von  F„  wie  eine  rationale 
Function  verhält.  Dann  ist  X  eine  eindeutige  Function  von  x,  die  sich 
für  jeden  Werth  von  x  wie  eine  rationale  Function  verhält,  also  ist  3: 
eine  rationale  Function  von  x  (vergl.  für  eine  genauere  Ausführung 
des  Beweises  die  analoge  Betrachtung  in  der  Nr.  215). 

Nehmen  wir  also  in  den  beiden  Differentialgleichungen  (A,),  (A./) 

so  ist  I  rational  in  x  und  x  rational  in  |;  es  besteht  demnach  zwischen 

X  und  ^  eine  Gleichung  von  der  Form 

(9)  oa;|  +  I)a;  +  c|  +  b  =  0, 

wo  die  a,  b,  c,  b  Constanten  bedeuten. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A.,')  überdies  so  gewählt  ist,  dass 
für  7/  =  A^  1  =  0,  für  j;  =  A.,  |  =  1  und  für  rj  =  A^^i^  ^  =  oo  ist, 
so  folgt  aus  (9) 

^=  I, 
d.  h.  die  Differentialgleichungen  (A.,)  und  (A./)  sind  identisch. 

Wir  haben  also  das  Ergebniss: 

Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (A.,),  die  der 
Fuchs'schen    Classe    angehört,    keine    scheinbar    singulären 
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StelU'ii  hat,  uinl  für  wt'lche  dvvi  der  (w  i  i-kl  ii-li)  singiilären 
Stellen  in  ilie  Punkte  0,  1 ,  oc  fiillen,  ist  durch  Angabe  der 
projectiven  Monodromiegrupppe  #  ihrer  Integralquotienten 
vollkommen  und  eindeutig  bestimmt.  Es  sind  also  die  in  den 
Coefficienten  von  (A.,)  auftretenden  constanten  Parameter 
eindeutige  Functionen  der  Parameter 

(10)  «j,    a,,  •  •  •  a'N,     N  =  3(y  —  3, 

von  denen  die  Gruppe  d-  wesentlich  abhängt. 

211.  Fall  realer  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen. Geometrische  Darstellung  der  Parameter  der  Gruppe. 
Bestimmung  der  Differentialgleichung,  wenn  die  Gruppe  gegeben  ist, 
Fundamentalbereich.  Eigenschaften  der  die  Gruppe  zulassenden 
Functionen.     Fortsetzung. 

Der  Bereich  F^  ist,  wenn  wir  von  erlaubten  Abänderungen  ab- 
sehen, durch  die  Gruppe  &  und  diese  auch  umgekehrt  durch  den  Be- 
reich i^^  vollkommen  bestimmt,  da  ja  die  Substitutionen,  welche  die 
Seitenpaare  .s. ,  sj  von  F^^  in  einander  überführen,  eine  Basis  der 
Gruppe  d-  ausmachen.  Der  Bereich  F^^  hängt  also  wesentlich  von  genau 
ebenso  vielen  Parametern  ab  wie  die  Ginippe  d-,  d.  h.  von  den  iiff  —  3 
Parametern  (10).  Diese  Parameter  treten  in  dem  allgemeinen  Falle, 
den  wir  bisher  betrachtet  haben,  nicht  deutlieh  in  Evidenz,  und  es 
bietet  bis  jetzt  noch  nicht  völlig  überwundene  Schwierigkeiten  dar,  die 
Abhängigkeit  des  Bereiches  F^  von  den  Parametern  der  Gruppe  O' 
ganz  allgemein  festzustellen.  In  einem  besonders  wichtigen  Special- 
falle lässt  sich  jedoch  diese  Abhängigkeit  in  völlig  befriedigender  Weise 
darlegen,  in  dem  Falle  nämlich: 

wo  die  Grössen  d^  reale  Zahlen  sind. 

Wir  wollen  diesen  Fall  jetzt  genauer  untersuchen,  setzen  also 
voraus,  da.ss  in  der  Differentialgleichung  (A.,)  die  Differenzen  der 
Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  reale  (nicht 
negative)  Zahlen  sind,  oder,  was  dasselbe  heisst,  dass  sich  unter  den 
Substitutionen 

nur  ellipti.sche  und  parabolische,  dagegen  keine  hyperbolischen  und 
loxodromischen  befinden. 

Wir  behaupten  daini:  Durch  Angabe  der  2(7  Ecken 

und  der  zu  den   (ö -\-  l)  Cyklen   gehörigen  Winkelsummen  ist 
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der  Bereich  F^   uiul  ilumit  ilie  (iriippo  i>   \ ollküiiiiuen   und  ein 
deuti^  bestimmt. 

lii    der   That    kennen    wir    durch    die    (J  +  l    VVinkelsummen    für 
jede  der  Substitutionen  A^,  A„,  ■■■  A^^,  A^        den   Multiplicator 

(11)  A"^  =  e" '"''''         (;  =  i,2,  ••  «+i), 

falls  dieselbe  elliptisch  ist,  oder  wir  wissen,  falls  die  betreffende  Winkel- 
summe Null  betril«^,  dass  die  zui/ehiirige  Substitution  parabolisch  ist. 
Ferner  kennen  wir  von  jeder  jeiiei-  ö  +  1  Substitutionen  einen  Doppel- 
punkt, und  endlicli  wissen  wir,  dass 

(1^)   ^.+.  =  AK-^.^  K^,  =  ^.K+.,  ■  ■  ■,  K+.  =  aj:^i' 

ist.  Wenn  also  /..  B.  ^4^  eine  elliptische  Substitution  wäre,  so  hätten 
wir  die   Gleichunt/en 


(13) 


in  denen  X^,  K^,  a  ,  j,  X'^  bekannt,  dagegen  [l^,  L^  unbekannt  sind. 
Berechnet  man  aus  beiden  Gleichungen  A^t],  so  müssen  die  beiden  so 
gefundenen  Ausdrücke  für  jeden  Werth  von  i]  übereinstimmen;  hieraus 
findet  man  durch  einfache  Rechnunj' 


damit   ist   also  A^  bestimmt.     Wäre  A^  eine   parabolische  Substitution 

r—l.    "t"  ^1  ' 


^1^]— ^1       n  —  ^i 
so  ergäbe  sich,  indem  man  >;  =  ^a+i^  ^^^*^  ""^i''  ^^  K  +  i  ^*^tzt, 

1  1 

^a+l        '■l  '•a  +  1        *1 

Aehnlich  bestimmen  sich  die  A^,  A^,  ■  ■  •  A    ,  ,. 

i'       3'  ti  +  l 

Zufolge  der  Gleichung  (Ij  besteht  zwischen  den   oö  -f-  1   Grös.sen 

( 14 )     A, ,    A., ,  •  •  •  A  :    A    .  , ,    A    ,,,•••  A    ,  ,    ;    K. ,    K. , ,  •  •  •  K  ,  , 

noch  eine  Beziehung,  so  dass  also  nur  'dß  derselben  willkürlich  sind. 
Diese  Se  Grössen  können  dann  als  die  Parameter  der  Gruppe  d^  an- 
gesehen werden;  durch  die  W^illkürlichkeit  des  Integralquotienten  i] 
gehen  dann  noch  drei  dieser  Grössen  ab,  man  kann  z.  B.  drei  der 
A, ,  A,,  •••  A  in  willkürlich  orewählte  feste  Punkte  letzen,  so  dass  in 
der  That  genau  3(5  —  3  wesentliche  Parameter  übrig  bleiben. 
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Die  in  don  Coefficienten  der  Diöerentialgleichung  (A.,)  auftretenden 
Constanten  sind  also  eindeutige  Functionen  der  Grössen  (14);  diese 
eindeutigen  Functionen  spielen  für  die  Differentialgleiclinng  (A.J  eine 
ähnliehe  Rolle,  wie  die  in  der  Nr.  200  (S.  298)  erwähnte  Modulfunc- 
tion  für  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung. 

Es  entsteht  nun  die  umgekehrte  Frage,  ob  man  auch  stets  eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  für  (A.,)  vorausgesetzten 
Beschaffenheit  finden  kann,  falls  man  den  Grössen  (14)  mit  den  Be- 
dingungen des  Problems  verträgliche,  sonst  altei-  willkürliche  Werthe 
beilegt,  d.  h.  mit  andern  Worten,  wenn  man  den  Bereich  F^^  oder  die 
Gruppe  O'  irgendwie  vorschreibt. 

Denken  wir  uns  also,  es  sei  ein  Bereich  F^  gegeben,  der  von  2tf 
einen  zusammenhängenden  Curvenzug  bildenden  Seiten 
Sj,  s^,  s,,,  s,^,  •  ■  ■  s^,  s^ 

begrenzt  wird.  Diese  6  Seitenpaare  mögen  durch  gewisse  gegebene 
Substitutionen  A^,  ui„,  •  •  •  Ä^^,  die  wir  als  eni])tische  oder  parabolische 
voraussetzen,  in  einander  transformirt  werden,  und  der  Schnittpunkt  A^ 
der  Seiten  s    und 

X 

S  '  =  Ä    S  (X  =  1,  2,  •  •  •  a) 

sei  ein  Doppelpunkt  von  Ä  ,  und  zwar  wenn  die  Substitution  Ä  eine 
elliptische  ist,  derjenige,  der  bei  der  canonischen  Form  (5)  von  Ä^ 
im  Zähler  auftritt,  falls 

0<(J   <  1 

^        X      ^ 

ist.  Ebenso  sei  der  Schnittpunkt  A^  ,  ^  von  s^  und  sj  ein  Doppelpunkt 
der  Substitution 

o-\-l  1  -2  (J     ' 

dann  sind  die  Schnittpunkte  ^^^\^  von  sj  und  .s^  aus  A^  ,  j  durch  die 
Substitutionen  Ä,A,  ■•  •  Ä    transformirt, 

1         2  X  ' 

?}"!,,=  Ä,Ä.,-  ■■  Ä    A     .,  (x  =  l,2,...(o-l)), 

</-|-l  1      -2  X     a-\-l  ^  ' 

und  die  im  Satze  II  (Nr.  210,  S.  310)  vorgesehenen  Bedingungen  für 
die  Winkelsummen  der  Cyklen 

^1?      '^2'    ■    ■    ■     '^.»'      '^«  +  1?      '''0+1'    ■    ■    ■    ^a-^\ 

sind  erfüllt.  Wir  nennen  einen  solchen  Bereich  i^„  oder  einen  aus 
demselben  durch  erlaubte  Abänderung  hervorgehenden,  (wobei  wir  die 
Abänderungen  stets  so  einrichten  wollen,  dass  der  abgeänderte  Bereich 
auch  ein  zusammenhängender  ist),  oder  endlich  einen  aus  diesem  Be- 
reiche durch  Anweiuhuig  einer  beliebigen  Substitution  der  aus  den 

yl, ,    A,,  ■  ■  ■  A  ,    A    ,, 

1"       1''  ü"       "+i 
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als  Basis  gebildeten  (jlnippe  d-  entstolienden,  nach  Herrn  Klein  einen 
Fundamentalbereich,  wohl  auch  ein  Fundamentalpolygon  der 
Gruppe  9-  (Polygon  generateur  bei  Herrn  Poincare). 

Wir  fragen  nach  Functionen  X  von  rj,  die  sich  innerhalb  des 
Bereiches  F^  wie  rationale  Functionen  verhalten,  d.  h.  für  welche  eine 
rationale  Fmiction  von  rj  so  angegeben  werden  kann,  dass  die  Differenz 
von  X  und  dieser  rationalen  Function  innerhalb  i*'„  sich  wie  eine  ganze 
Function  verhält,  und  die  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten  s^,  .s^' 
von  F^  für  X  =  1,  2,  •  •  •  ö  dieselben  Werthe  annehmen,  oder,  was 
dasselbe  heisst,  die  auf  der  aus  F^^  durch  Zusammenbiegen  gebildeten 
«»•eschlossenen  Fläche  i*\  eindeutig  sind.' 

Denken  wir  uns,  die  Existenz  dieser  Functionen  sei  bewiesen;  sei 
.\'  eine  solche  Function.  Dann  kennen  wir  3£  zunächst  nur  innerhalb 
des  Bereiches  F^.  Constiiiiren  wir  die  Abbildungen  des  Polygons  F^^ 
mittelst  aller  Substitutionen  der  Gruppe  d-,  so  werden  dieselben  eine 
gewisse,  die  i;- Ebene  oder  einen  Theil  derselben  einfach  oder  mehrfach 
überdeckende  Fläche  F  schlicht  und  lückenlos  erfüllen.  Wir  versuchen 
zunächst  die  innerhalb  F^^  definirte  Function  ^  in  den  mit  F^^  längs 
der  Seite  s  '  zusammenhängenden  Bereich 

F  =Ä  F,^ 

fortzusetzen. 

Bedeutet  rj^  eine  Stelle  der  Seite  s  ',  die  keine  Ecke  ist,  so  ent- 
spricht derselben  auf  der  geschlossenen  Fläche  F^  ein  Punkt,  der  nicht 
zur  Begrenzung  von  F^  gehört,  in  dessen  Umgebung  sich  die  Function 
X  folglich  wie  eine  rationale  Function  verhält.  Wir  können  offenbar 
ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken  annehmen,  rj^^  sei  auch  keine 
Unendlichkeitsstelle  für  unsere  Function,  dann  liegen  auch  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  tj^  keine  Unendlichkeitsstellen  von  X;  wenn 
wir  also  einen  innerhalb  von  F^^  gelegenen  Punkt  ?/j  in  hinreichender 
Nähe  von  t]^  betrachten,  in  dessen  Umgebung  sich  die  Function  X 
regulär  verhält,  und  wir  entwickeln  X  in  der  Umgebung  von  7;^ 

(15)  ^V)  =  ^(V\V,), 

so  reicht  der  Convergenzkreis  dieser  Entwickeluug  jedenfalls  über  den 
Bereich  F„  hinaus,  d.  h.  es  liegt  ein  durch  ein  endliches  Stück  s  '  der 
Seite  s  '  begrenzter  Theil  dieser  Kreisfläche  im  Bereiche  F  .  Con- 
struiren  wir  uns  die  Abbildung  dieses  Theiles  des  Convergenzbezirkes 
der  Reihe  (15)  vermittelst  der  Substitution  Ä~^t],  so  liegt  diese  Abbil- 
dung (f  innerhalb  F^  und  hat  mit  der  Seite  s    das  Stück 

y.  y.         y. 

Schlesinger,  Diffüroiitialgleichniigou.     11.  21 
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gemein.  Für  alle  Punkte  ^  von  q)  verhält  sich  die  Function  di  wie 
eine  rationale  Function,  das  Gleiche  gilt  von  der  durch  die  Gleicluinü; 
(15)  definirten  Function 

Für  alle  Punkte  t  des  endlichen  Stückes  s  der  Seite  s  haben  aber 
zufolge  der  über  die  Function  X  gemachten  Voraussetzung  die  beidun 
Ausdrücke 

m)   ^md   ^;H^Jh;x) 

denselben  Werth,  sie  müssen  folglich  für  alle  Punkte  von  (p  überein- 
stimmen. D.  h.  die  durch  die  Gleichung  (15)  definirte  analytische 
Fortsetzung  der  Function  X  hat  für  Punkte  i;  innerhalb  des  dem  Be- 
reiche F  angehörigen  Theiles  des  Convergrenzbezirkes  der  Reihe  (15) 
dieselben  Werthe,  wie  die  Function  36  in  den  durch  die  Substitution 
Ä~^  aus   diesen  Punkten  hervorgehenden  Punkten  t,  des   Bereiches  cp. 

Durch  weitere  analytische  Fortsetzung  zeigt  man  ebenso,  dass  die 
Function  X  für  alle  Punkte  von  F^  dieselben  Werthe  annimmt,  wie  in 
den  durch  die  Substitution  Ä~  correspondirenden  Punkten  von  F^^•^ 
allgemein  kann  man  sagen: 

Die  Function  1'  lässt  sich  über  die  ganze  Fläche  F  hin  analytisch 
fortsetzen  und  sie  nimmt  in  einem  Punkte  t]  von  F,  der  dem  Bereiche 

wo  S  eine  Substitution  von  O'  bedeutet,  angehört,  denselben  Wertli  an, 
wie  in  dem  coiTespondirenden  Punkte 

des  Bereiches  JP^,. 

Die  Function  X  verhält  sich  also  auf  der  ganzen  Fläche 
F  wie  eine  rationale  Function  und  bleibt  bei  den  Substitu- 
tionen der  Gruppe  0-  ungeändert;  dagegen  wird  sich  dieselbe 
über  die  Begrenzung  der  Fläche  F  hinweg  nicht  analytisch 
fortsetzen  lassen,  so  dass  also,  wenn  F  z.  B.  nicht  die  ganze 
7j-Ebene  überdeckt,  der  Existenzbereich  der  Function  ?i  ein 
beschränkter  ist. 


Sechstes  Kapitel. 

212.    Methode  von  Schwarz  und  Carl  Neumann.    Poisson'sches 
Integral  und  altemirendes  Verfahren. 

Die  in  der  vorigen  Nummer  betrachtete  Function  X  kann  im  All- 
gemeinen innerhalb  des  Fundaraentalbereiches  jP^  jeden  Werth  öfter 
als  einmal  annehmen;  wir  wollen  uns  zunächst  die  Aufgabe  stellen, 
die  Existenz  einer  auf  F^^  eindeutigen  Function  z  von  t]  nachzuweisen, 
die  innerhalb  F^^  jeden  Wei-th  nur  ein  einziges  Mal  annimmt,  also 
innerhalb  F^  auch  nur  einmal  (von  erster  Ordnung)  unendlich  wird. 
Sei  V  ^  71     diese  Unendlichkeitsstelle. 

CO 

Nach  dem  Vorgänge  des  HeiTu  Klein  liefern  wir  diesen  Existenz- 
beweis  nach  denselben  Principien,  mit  Hülfe  deren  die  Herren  Carl 
Neumann  und  H.  A.  Schwarz  den  Beweis  für  die  Riemann'sehen 
Existenztheoreme,  welche  die  Grundlage  von  Riemann's  Theorie  der 
Abel'schen  Functionen  bilden,  geliefert  haben. 

Wir  skizziren  zunächst  kurz  das  Wesen  dieser  Principien. 

Wenn  man  in  der  Function 

der  complexen  Variabein 

t]  =  i(  -{-  vi 

den  realen  Theil  und  Coefficienten  von  i  gesondert  als  Functionen  der 
realen  Veränderlichen  «,  v  betrachtet, 

z  =  fp  (ii,  v)  -\-  itp  {u,  v), 
so  genügen  bekanntlich  (p  und  ^  der  partiellen  Differentialgleichung 

(I)  ^«^  =  7-T+T-2    =<^? 

Cil  cv 

und  man  hat 

(II)  ^(,,,)==J(_^,7,*  +  ^^r7.), 

so  dass  also  ipiii^v),  abgesehen  von  einer  Constanten,  bestimmt  ist, 
wenn  man  cp{ii,v)  kennt.  Man  nennt  cp  und  4'  complementäre 
Lösungen   der  Differentialgleichung  (I). 

21* 
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Sei  in  clor  Ebene  der  complexeu  Variabein  7;  oder  in  einer  über 
dieser  Ebene  ausgebreiteten  Riemann'schen  Fläche  ein  von  einer  Curve 
G  begrenzter  Bereich  (S  gegeben,  so  lautet  das  Kiemann'sche  Existenz- 
theorem, soweit  wir  hier  von  demselben  Gebrauch  zu  machen  liaben, 
wie  folgt: 

Man  kann  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (I) 
finden,  die  auf  der  Begrenzung  6  eine  vorgeschriebene  stetige  Folge 
von  Wel'then  annimmt,  innerhalb  (5  in  vorgeschriebener  Weise  unstetig 
oder  unendlich  wird,  sonst  aber  allenthalben  im  Innern  von  CS  eindeutig, 
endlich  und  stetig  ist. 

An  Stelle  des  von  Riemann  versuchten,  auf  das  sogenannte 
Dirichlet'sche  Princip  gegründeten  Beweises,  haben  die  Herren 
Schwarz  und  Neu  mann  einen  Beweis  dieses  Theorems  gegeben,  der 
auf  zwei  Sätzen  beruht. 

Der  erste  dieser  Sätze  rührt  von  Poisson  her  und  lehrt,  dass  das 
Integral 

2ä  2  « 

^  ff(R,  &) ^-=-^^ 5  Iid&, 

0 

worin 

cos  y  =  cos  (qp  —  &) ,     u  =  q  cos  (p ,     v  ==  q  sin  cp 

zu  nehmen  ist,  eine  Function 

F{u,  v)=f(Q,  (p) 
der  beiden  realen  Variabein  i(,  v  darstellt,  die  innerhalb  des  Kreises 

eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  die  partielle  Differentialgleichung  (I) 
befriedigt,  und  die  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  die  vorgeschriebenen 
stetigen  Wei-the 

f(R,  <p),  (0  <<p<27r) 

annimmt. 

Der  zweite  Satz  lehrt,  dass,  wenn  die  Aufgabe,  eine  Function  zu 
bestimmen,  die  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  eindeutig,  endlich  und 
stetig  ist,  die  Differentialgleichung  (I)  befriedigt  und  auf  der  Begrenzung 
stetig  vorgeschriebene  Werthe  annimmt,  für  zwei  Bereiche  li^,  B.^  ge- 
löst ist,  welche  ein  gewisses  Flächenstück  h  gemein  haben,  dieselbe 
Aufgabe  auch  stets  gelöst  werden  kann  l'ür  den  Bereich 

Ji  =  B^  +  7>>_,  -  -  /,, 

der,  wie  sich  Herr  Neuniann  ausdi-i'u-kt,  diircli  \'ci-scli  inclzung  der 
beiden  Bereiche  B^,  B,,  entsteht. 


'Jl'2.    Das  alternironde  Verfahren. 
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Fig.  G. 


Den  Beweis  dieses  zweiten  Satzes  liefern  die  Henx'n  Schwarz 
undNenmunn  durch  das  sogenannte  alternircnde  Verfahren,  welches 
im   F(dgendeii  besteht. 

Bezeichnen  wir  die 
Begrenzung  des  Berei- 
ches jBj  durch  ß^  -j-  C£.^ , 
die  des  Bereiches  B^ 
durch  S,  -f"  ^4  >  so  dass 
die  Begrenzung  des 
J5j,  J?2  gemeinsamen 
Stückes  h  durch  CS3+S4 
gegeben  wird  (vergl. 
Fig.  6),  so  handelt  es 
sich  darum,  eine  Func- 
tion F(u,  v)  zu  finden, 
die  der  partiellen  Difierentialgleichung  genügt,  innerhalb  des  Bereiches 

B^-\-B.,  —  b  =  B 

eindeutig,  endlich,  stetig  ist  und  auf  der  Begrenzung  von  J5,  d.  h.  auf 
Sj   und  (£,,,  die  vorgeschriebene  stetige  Wei-thenfolge 

-F(®j),    beziehungsweise  F{(£,) 

annimmt.  Wir  sagen  kurz  von  einer  Function,  die  innerhalb  eines 
Bereiches  die  Gleichung  (I)  befriedigt  und  eindeutig,  endlich,  stetig  ist, 
sie  sei  eine  Potential function  für  diesen  Bereich. 

Wir  denken  uns  dann  zunächst  für  den  Bereich  B^  eine  Potential- 
fimction  F^^  construirt,  die  längs  (i^  die  Wei-the  F(Q-^)  und  längs  (5., 
die  sich  in  den  Punkten  a  und  ß,  wo  6^  mit  (Sj  zusammen.stösst,  an 
die  Werthe  -F(CSj)  stetig  anschliessende,  aber  sonst  willkürlich  vor- 
geschriebene stetige  Werthenfolge 

annimmt.     Es  muss  also  nur 

limF,(63)  =  limF(G,), 

a  a 

lim  F^  (6.,)  =  Hm  ^(^1) 

sein,  im  Uebrigen  ist  die  stetige  Werthenfolge  F^{Q,._^)  ganz  beliebig.  Die 
Auffindung  der  Function  F^^  ist  zufolge  der  Voraussetzung,  dass  die 
Aufgabe  für  den  Bereich  J?^  lösbar  sei,  möglich.  Die  Werthe  dieser 
Function  F^  längs  Q.^  seien  F^(^^),  dann  ist 

lim  F,(e,)  =  lim  F^(i&^)  =  lim  jP(e,), 
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also,  da  die  Kaiulworthe  i''((5,\  F{^.)  auch  eine  stctif^e  Folgo  ])il(U'n 
solleu,  d.  b. 

lim  i'XG,)  =  lim  i'XGj 

ist,  auch 

u  a  ' 

Uiul    ('l)OUSO 

limi';(6J  =  limi^(S^). 
■^  (^ 

Wir  können  also  für  1\,  eine  Potentialfunction  F^  construiren,  die  auf 
6^  die  Werthe  i^(e2),"auf  6^  die  Werthe  J^^CG,)  annimmt.  Dann 
ist  wieder 

Iim2^;(e3)  =  limi'((5^), 

es  lässt  sich  folglich  für  den  Bereich  B^  eine  Potentialfunction  F.^ 
finden,  die  längs  6^  die  Werthe  F((^^)  und  längs  d.^  die  Werthe 
7^2(^3)  annimmt.  Wir  bilden  dann  wieder  eine  Potentialfunction  F^ 
für  B.^,  die  längs  (S.,  die  Werthe  F{^,^)  und  längs  S,  die  sich  an 
dieselben  stetig  anschliessenden  Werthe  F.^(ß,^)  annimmt,  und  fahren 
so  fort. 

Es  ergiebt  sieb  auf  diese  Weise  eine  Folge  von  Potentialfunctionen 
F     F     F 
für  B^^  und  eine  Reihe  ebensolcher  Functionen 

F     F     F 

ü'        4>         6' 

für  B.,,  und  man  beweist  nun,  dass  sich  jede  dieser  beiden  Folgen  einer 
bestimmten  Grenzfunction  annähert;  sei 

lim  i^^;,       =  F", 

y.  =  <x> 

Dann  ist  F'  innerhalb  B^,  F"  innerhalb  B_,  definirt,  beide  Functionen 
existiren  folglich  innerhalb  h ;  man  zeigt,  dass  dieselben  für  jeden  Punkt 
von  h  übereinstimmen  und  dass  sie  innerhalb  der  Bereiche,  wo  sie 
definirt  sind,  Potentialfunctionen  darstellen.  Es  ist  folglich  F'  die 
Fortsetzung  von  F"  und  diese  beiden  Functionen  zusammen  genommen 
stellen  das  gesuchte  Potential  F  innerhall^  B  dar. 

Dasselbe  Verfahren  führt  auch   zum   Ziele,  wenn   die    beiden   Be- 
reiche  jBj,   B„    eine    gürtelförmige   Zone    mit   einander   gemein    haben; 
Herr  Carl  Neumann   spricht   dann  von   einer   gürtelförmigen  Ver 
Schmelzung. 
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Auf  (jinuul  dieser  buideii  Sätze  lä.s.st  .sich  die  Aufgrabe,  eiu  J'otential 
zu  linden,  welches  uut"  der  Be^renzun^  vorgeschriebene  Werthe  an- 
nimmt, für  jeden  durch  Verschmelzung  einer  endlichen  Anzahl  von 
KreisHächen  entstandenen  Bereich  lösen. 


213.    Construction  kreisförmiger  Bereiche  um  die  Ecken  des 
gegebenen  Fundamentalbereiches. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  unserem  Bereiche  F^^. 
Wenn    wir    uns    denselben     durch    Zusammenbietren    in    die    se- 
schlossene  Fläche  F^^  verwandelt  denken,   die  durch  die  (?  +  1   Punkte 

begrenzt  wird,  die  den  Punkten 


1  '        •_' '  n'        o-\-l 


A, ,  A,,  ...  A     und    A    ,  , ,  A'     , ,  .  .  .  A  "  ,^^ 
entsprechen,  so  muss  eine  Function 

93  (w,  v) 
gefunden  werden,  die  auf  dieser  Fläche  allenthalben  eindeutig  ist,   der 
partiellen  Differentialgleichung  (I)  genügt  und  nur  an   einer  Stelle   in 
bestimmter  Weise  unendlich  wird.     Setzen  wir  nämlich 

V  —  n.  =  re     , 
so  soll  die  Function 

für  t]  =  rj^   z.  B.  so  unendlich  werden,  wie 

=  —  (cos  &  —  i  .sin  &), 

n  —  n,,,       > 

also  g)(i(,  v)  so,  wie 

(16)  ^- 

Für  den  Bereich  F^^  selbst  handelt  es  sich  also  darum,  eine 
Lösung  (p{u,  V)  der  partiellen  Differentialgleichung  (I)  zu 
finden,  die  in  correspondirenden  Punkten  der  Seitenpaare 
6'  s'  denselben  Werth  annimmt,  an  der  vorgeschriebenen 
Stelle  rj^  wie  der  Ausdruck  (16)  unendlich  wird,  sonst  inner- 
halb F^^  allenthalben  eindeutig,  endlich,  stetig  ist,  und  für 
welche  die  complementäre  Function 


p{u,v)=J  (-'^du  +  '.-^^dv) 


ebenfalls  in  correspondirenden  Punkten  von  t>    und  s'  gleiche 
Werthe  besitzt. 
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Sei  zunächst  X    der  Dopprlpiinkt  einer  elliptischen  iSubstitutiun 
A^,  d.  h. 

A'^  —  K    ^     2n,S^   V  -}x 

^^y.  n  —  f  „  n  —  i^y. ' 

dann  wiesen  wir,  dass  die  Bahncurven,  d.  h.  die  Kreise 

v-K 


=  const. 


durch  die  Substitution  Ä^  in  sich  selbst  trausformirt  werden  (Nr.  200, 
S.  271).     Ist    A^   der  Doppelpunkt    einer    parabolischen    Substitution 


Ä^,  also 


1 _  __!_     I 

—  1.  .  n  —  1.   ~T~   yp 


A^  —  ^i      v  —  ^i 
und  setzen  wir 

n      *i 
so  werden  che  geraden  Linien  der  ^- Ebene 

v  —  t;  =  {ii  —  li^  tang  Arg  y^, 

wo  Vq,  u^  irgend  ein  reales  Wei-thepaar  bedeutet,  durch  die  Sub- 
stitution Ä^  in  sich  selbst  trausformirt.  Diesen  geraden  Linien  ent- 
sprechen in  der  •»;- Ebene  Kreise,  die  einander  im  Punkte  rj  =  X^ 
berühren;  diese  Kreise  stellen  die  Bahncurven  der  parabolischen  Sub- 
stitution Ä^  dar,  d.  h.  jeder  Punkt  eines  solchen  Kreises  wird  durch 
die  Substitution  Ä^  in  einen  Punkt  eben  desselben  Kreises  trausformirt. 
Wir  denken  uns  nun  um  jeden  der  Punkte 

eine  Bahncurve  der  entsprechenden  Substitution  gelegt;  für  diejenigen 
Punkte,  die  Doppelpunkte  parabolischer  Substitutionen  sind,  geht  die 
betreffende  Bahncurve  durch  den  Punkt  selbst  hindurch.  Diese  Bahn- 
curven richten  wir  so  ein,  dass  sie  einander  nicht  schneiden  und  be- 
zeichnen sie  durch  li^,  Jv.^,  ...  h^. 

Nehmen  wir  den  Sector  des  Kreises  Je  ,  der  ganz  innerhalb  I^]^ 
liegt,  also  von  /.•.  ,  s_  ,  s[  begrenzt  wird,  und  bilden  denselben  durch 
die  Function 

beziehungsweise 

2«t         1 

je  nachdem  A     eine   elliptische  oder  parabolische  Substitution  ist,  auf 
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eine  ^-E))eiu'  ab,  so  erhalten  wir  in  der  ^-Ebene  einen  Krei«  K  mit 
dem  Mittelpunkte  t  =  <>,  dessen  ganze  Peripherie  dem  zwischen  s^ 
und  s  innerhalb  l'\  gelegenen  Bogen  des  Kreises  Ic^  entspricht;  femer 
entspricht  den  Schnittpunkten  (Ä;^,  sj  vmd  {]c,^,  s'^)  ein  und  derselbe 
Punkt  6-  der  Peripherie  von  K,  und  endlich  den  beiden  innerhalb  h^ 
gelegenen  Stücken  von  .s^  und  s'^  (die  ja,  weil  k^  Bahncurve  von  A^ 
ist,  durch  die  Substitution  A^  aus  einander  hervorgehen)  eine  vom  Punkte 
i;  =  0  nach  t,  =  s  hin  gelegte,  ganz  innerhalb  h^  verlaufende  Curve. 
Wir  können  also  eine  Poteutialfunction  linden,  die  auf  der  Peripherie 
von  /.•  vorgeschriebene  Werthe  annimmt  und  innerhall)  k^  eindeutig, 
endlich  und  stetig  ist  (stetig  auch  bei  Ueberschreitung  der  Curve  (0,  sj). 
Diese  Poteutialfunction  hat  dann  als  Function  von  u,  v  die  Eigenschaft, 
eine  innerhalb  des  Sectors  (/j^,  s^,  s'^)  definirte  Poteutialfunction  zu 
sein,  die  in  correspondirenden  Punkten  der  beideii  den  Seiten  s^,  6-^  an- 

A-  h':'. 


h/ui! 


Fig.  7. 

gehörigen  Begrenzungsstücke  gleiche  Wei-the  annimmt,  und  deren  Werthe 
auf  dem  /t  angehörisfen  Beffi'enzungsstücke  willkürlich  vorgeschrieben 
werden  können  (in  den  Punkten  (Z.-^,  s^)  und  (Z;^,  s'j  müssen  diese  vor- 
geschriebenen Werthe  jedoch  übereinstimmen).  Die  zu  dieser  Poteutial- 
function complementäre  (durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (11)  de- 
finirte) Function  kann  dann  so  eingerichtet  werden,  dass  auch  sie  in 
correspondirenden  Punkten  der  den  Seiten  s^,  s'^  angehörigen  Begren- 
zungsstücke gleiche  Werthe  annimmt. 

Wir  beschreiben  nun  um  A^  ,  ^  herum  (beziehungsweise  durch 
^o4-i'  ^^1^11  "'^o+i  ^^^^  parabolische  Substitution  ist)  eine  Bahncurve 
k    .  ,   von  ^1    ,  ,   und  construiren  deren  Abbildungen 

o-\-l  o-\-l  o 
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//'i ,=Ä    '•■  A,A,k  ^ ,         (••=!, 2, •  ■  ■  (o-i )) , 

<)  + 1  I-  2      1     o  + 1 

die  (liinn  Balincurven  tlor  Substitutionen 

A    ■■■  A,A  ^,.'1,  '•••  ^1"' 

sind,  also  die  Punkte  A'  ,  ,  in  derselben  Weise  umj^eben,  wie  /•  ,  .  den 
Punkt  X    ,  ,.     Sei  dann 

so  gehen  die  Curvenstücke  s„ ,  s., ,  •  •  •  s  von  A  ,  ,  aus  und  verlaufen 
ausserhalb  des  Bereiches  F^.  Der  Kreis  k„,i  zerfällt  dann  in  ((j-|-  1) 
Seetoren,  die  wir  durch  ihre  in  Parenthesen  geschriebenen  Begrenzungs- 
stücke bezeichnen;  von  diesen  Sectoren  liegt  (/>"„  ,  j,  s^,  s'^)  innerhalb 
-Fq-,  ferner  ist 

(^'a  +  iy  «i>  ^2)  =  -^'(K  +  i,  K^  ^-^y 

und  die  Winkelsumme 

-^  (^,  ^i)  +  -^  (^,  ^2)  +  -^  ft,  S3)  +  •••  +  -^  (J„_,,  ^J  =  ^«,  O 

beträgt  (vergl.  Nr.  209,  S.  309)  absolut  genommen  27rd^^j  oder  Null, 
je  nachdem  A  ,  eine  elliptische  oder  parabolische  Substitution  ist. 
Im  ersteren  Falle  bilden  wir  den  Sector 

durch  die  Function 

1 


a+\ 


im  letzteren  Falle  durch  die  Function 

2«» 1 

auf  eine  g-Ebene  ab;  dann  entspricht  diesem  Sector  ein  um  ^  =  0  als 
Mittelpunkt  beschriebener  Vollkreis  K,  und  zwar  dem  zur  Begrenzung 
gehörigen  Bogen  von  ^„  ,  ^  die  Peripherie  von  K,  den  zur  Begrenzung 
gehörigen  Stücken  von  5^,  s'^  ein   von   t,  =^  ()   nach  einem   bestimmten 


213.    Constructiou  kreisförmif,'cr  Bereiche.  331 

Punkte  (1(M-  KroisperiphcriL'  K  liiii  gezojt^encr  Schnitt,  (^oiistruin'n  wir 
eine  Potentiult'unction  für  K,  die  auf  der  J'eripherie  dieses  Kreises 
eine  vorgeschriebene  stetige  Werthenfolge  besitzt,  so  ist  diese  Function, 
iils  Function  der  Coordinaten  u,  v  eines  innerhalb  7*',^  geh.'genen  Punktes 
Hufirefasst,  eine  Potentialfunction,  die  innerhalb  der  ö  Öectoren 

(17)     ft.^,, ..,  <),  a-„^,, .,,  <),  ■  ■  •  (kl:+!\  ■\,  <_.) 

eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  in  correspondirenden  Punkten  der  den 
Seitenpaaren 

(1^)  ^^  ^V'  *"l''  ^•1'->  ■■  ■  ^o^  ^ä 

angehörigen  Begrenzuugsstücke  gleiche  Werthe  annimmt  und  auf  den 

den  Kreisen 

7.  /.'  /.('J-D 

"o  +  l?    '"a+l'  ff  +  1 

angehörigen  Begrenznngsstücken  in  eine  willkürlich  vorgeschriebene 
stetige  Werthenfolge  übergeht.  Diese  Stetigkeit  ist  dann  auch  wieder 
so    zu    verstehen,    dass    in    den    Punkten    (l^g,^,  i>i)    und    (/^„^i,  s^), 

{K^,,s.^)    und    (//'+.,<),•••  ÄTi''0    "^^^1    (K+i^O    die    vor- 
geschriebenen  Werthe   übereinstimmen.     Die   complementäre  Potential- 
function kann  dann  auch  so  eingerichtet  werden,  dass  ihre  Werthe  in 
correspondirenden  Punkten  der  Seitenpaare  (18)  übereinstimmen. 
Wir  können  uns  die  Kreise 

(19)  K,K,  ■■■K,  K+^,  K+.,  • ' ■  ^:+'' 

so  eingerichtet  denken,  dass  nicht  nur  die  Jc^,  A\,,  •  •  •  l\^,  sondern  auch 
die  Z-  ,.,/.■',,,■••  J^^"7!^  einander  nicht  schneiden:  die  letztere  Vor- 
aussetzung  hat  der  Betrachtung,  die  auf  die  Herstellung  einer  Potential- 
function für  die  Sectoren  (17)  hinzielte,  schon  stillschweigend  zu  Grunde 
gelegen.     Dagegen  können  die  Kreise 

einander  durchsetzen,  wir  woUen  sogar  geradezu  annehmen,  dass  dies 
für  X  =  1,  2,  •  •  •  6  der  Fall  sei,  so  dass  also  (vergl.  die  Figur  7)  die 
ausserhalb  aller  übrigen  Kreise,  aber  innerhalb  F^  gelegenen  Stücke 
der  Kreisperipherien  (19)  einen  ununterbrochenen  Linienzug  (Ej  bilden, 
der  mit  der  Begrenzung  von  F^  zusammengenommen  einen  gürtel- 
förmigen Theil  (P  von  F^^  vollständig  begrenzt.  Sollten  die  Kreise  (19) 
allein  das  noch  nicht  leisten,  so  müssen  wir  einen  Cyklus  von 
scheinbaren  Ecken  des  Bereiches  einführen,  d.  h.  einen  ausserhalb 
aller  Ki-eise  (19)  gelegenen  Punkt  einer  Seite  von  F^^  als  Ecke  auf- 
fassen, demselben    die   identische    Substitution   1   zuordnen    und    z.  B. 
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einen  durch  diesen  Punkt  hindurch  gehenden,  ganz  im  Innern  von  I\^ 
verlaufenden  Kreis  den  Kreisen  (10)  hinzufügen.  Sollte  die  Einführung 
einer  solchen  scheinbaren  Ecke  nicht  ansreichen,  so  wären  deren  mehrere 
einzuführen. 

Wir  halten  der  Einfachheit  wegen  die  erwähnte  Annahme 
fest  und  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  für  den  gürtel- 
förmitren  Bereich  Q)  eine  Potentialfunction  zu  finden,  die 
zugleich  mit  ihrer  complementären  in  correspondirenden 
Punkten  der  Seitenpaare  (18)  gleiche  Werthe  annimmt  und 
auf(S  eine  stetige,  aber  willkürlich  vorgeschriebene  Werthen- 
folge  besitzt. 

Wir  bezeichnen  die  innerhalb 
F^  befindlichen  Theile  der  Kreise 
(19)  wie  in  der  nebenstehenden  Figur 
angedeutet  ist,  so  dass  also  der  inner 
halb  Fq  gelegene  Theil  von  k^  sich 
aus  a  ,  a  ,  a  ,  der  von  /c  ,  ,  aus 
ß'     , ,    ß     ,,    ß'        zusammensetzt: 

"y.  —  1"      '  x  —  1"      l^x — 1  ' 

die   Stücke 

C(    ,    ß  (>f  =  l,2,      -nr) 

bilden      zusammengenommen      den 
Liuienzug  ß^. 
Wir  betrachten  nun  die  Gesammtheit  der  Sectoren 

(20)  iKj'yjO         (-  =  i.2.--) 

einerseits,  die  Gesammtheit  der  Sectoren  (17)  andererseits  als  je  einen 
Bereich  und  wenden  auf  diese  Bereiche  das  in  der  Nr.  212  (S.  325) 
beschriebene  alternirende  Verfahren  an. 


Fig.  8. 


214.    Existenzbeweis   durch   zweimalige  Anwendung   des 
alternirenden  Verfahrens. 

Zunächst  constmiren  wir  für  jeden  der  Sectoren  (k^,  s^,  sj  eine 
Potentialfunction,  die  zugleich  mit  ihrer  complementären  in  correspon- 
direnden Punkten  der  zur  Begrenzung  gehörigen  Stücke  von  s^,  s^ 
gleiche  Werthe  annimmt  und  die  auf  a^  die  Werthe  der  für  ©^  vor- 
geschriebenen stetigen  Folge  besitzt;  die  Werthe  auf  a'^  und  a'^  mögen 
beliebig  vorgeschrieben  sein,  sie  müssen  sich  nur  in  den  Punkten,  wo 
u  und  a"  an  a,  stossen,  den  daselbst  vorgeschriel)enen  Wcrthen  stetig 
anschliessen.     Wir    können    z.  B.   fordern,    dass    die    zu    bestimmende 


214.    Slxistenzbeweis.  33;> 

Potentiiilfunction  län<)fs  a '  coiistiint  «^leicli  dem  in  dein  Gren/.nunkto 
von  a  und  u'  vomeschriebeuen  Werthe,  und  länj's  a'  ebenfalls  eon- 
stant,  t^ieich  dem  im  Grenzpunkte  von  d[  und  ic  vorgeschriebeneu 
Werthe  sei. 

Die  Gesammtheit  der  so  construii-ten  Potentialfunctionen  bezeichuen 
wir  durch  x^iif',  t');  ^-  ^^-  ^^'^'  verstehen  unter  %q{}(',  v)  etwa  einen  ana- 
lytischen Ausdruck,  der  innerhalb  jedes  einzelnen  der  Sectoren  (20) 
die  daselbst  construirte  Potentialfunction  darstellt. 

Dieses  ^^(m,  v)  nimmt  dann  längs  der  Stücke  §i^^  ß[^  gewisse  wohl 
bestimmte  Werthe  an,  die  sich  an  die  für  die  Stücke  /3.    stattfindenden 
Werthe   der   für   (Sj    vorgeschriebenen   Folge    stetig    anschliessen.      Wir 
construiren  nun   eine  Potentialfunction  Xi  Os  ^")  ^^^*  *^^*^  Sectoren  (17), 
die  längs  der  Stücke 

ßv  ßi'>  ß,,  ß^,  ■  ■  ■  ß:>  ß'ö 
die  daselbst  stattfindenden  Werthe  von  /^(m,  v),  längs  der  Stücke 

ßy,  ß.,  ■•■  ß„ 
die   für   C£     vorgeschriebenen  Werthe    annimmt    und    überdies   zugleich 
mit    ihrer  complementären    in    correspondirenden    Punkten    der    Seiten 
8  ,  .s-'  (x  =  \,-i,-- o)  die  gleichen  Werthe  besitzt. 

Dann  construiren  wir  wieder  ein  System  i,^  (^it,  v)  von  Potential- 
functionen für  die  Sectoren  (20),  die  auf  den  Stücken 

«;, «;, «;,  «;,  •  •  •  «;, «; 

die  daselbst  stattfindenden  Werthe  von  x^  (<(,  v),  auf  den  Stücken 

«i>  «2^  ■••  «ö 

die  für  (£^  vorgeschriebenen  Werthe  annehmen  und  zugleich  mit  ihren 
complementären  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten 

S   ,    S  '  (X  =  1,  2,  •    •  a) 

gleiche  Werthe  erhalten.  Darauf  wieder  eine  Potentialfunction  x-i  Os  y) 
für  die  Sectoren  (IT),  die  längs  der  Stücke 

ß,,  ß;         (-  =  i.2,-a) 

die  Werthe  von  ^.^w,  v),  längs  der  ß,^  die  für  (5^  vorgeschriebenen 
Werthe  annimmt  u.  s.  w.  — 

Nach  den  Principien  der  Herren  Neumann  und  Schwarz 
ist  dann 

lim  x.My  ^)  =  1""  l-ir+i  ("^  0  =  l  («*7  ^) 

die  gesuchte  Potentialfunction   füi-  O. 


334  XI.    Formulirung  der  Umkebrprobleme.    Kapitel  G. 

Sei  nun  i}^  eine  Stelle  des  niolit  zu  0  gehörigen  Theiles  von  7'], ; 
wir  können  dann  stets  einen  Bereich  W  abgrenzen,  der  ganz  innerhalb 
Fq  liegt,  rj^  in  sich  schliesst,  innerhalb  dessen  die  ganze  innere  Be- 
grenzung 6j  von  0  gelegen  ist  und  der  durch  Verschmelzung  einer 
endlichen  Anzahl  von  Kreisflächen  entstanden  gedacht  werden  kann 
(vergl.  die  Figur  7,  wo  W  durch  Verschmelzung  zweier  Kreisfliichcn 
gebildet  wird).  Dann  lässt  sich  für  diesen  Bereich  W  eine  Potontial- 
function  ^(«,  v)  herstellen,  die  auf  der  (durch  Kreisbogen  gebildeten) 
Begi-enzung  G  eine  willkürlich  vorgeschriebene  stetige  Werthenfolge 
^'(S)  annimmt. 

Man  kann  dann  aber  auch  leicht  eine  Lösung  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung (I)  finden,  die  im  Punkte  rj^   wie  (16) 

cos  & 

r 

unendlich  wird,  sonst  innerhalb  0  allenthalben  eindeutig,  endlich,  stetig 

ist  und  auf  (£  mit  %<  (ß)  übereinstimmt.    Zu  dem  Ende  bilden  wir  die 

Differenz 

^(e)-(^),=i(6) 

■y  COS      ^ 

der  vorgeschriebenen  Begrenzungswerthe  und  der  Werthe  von  — ^ — 
auf  d,  construiren  eine  Potentialfimction  p(io,  v)  für  0,  die  auf  (£  die 
Werthe  ^(©)  annimmt,  dann  ist  oflenbar 

cos  0    ,    —  .        . 

die  zu  findende  Lösung  von  (I).  Wir  wollen  auch  eine  solche  Lösung 
als  Potentialfimction  für  O  bezeichnen,  fügen  aber  zum  Unterschiede 
von  einer  allenthalben  endlichen  Potentialfuuction  hinzu,  dass  dieselbe 
für  v]  ==  r]^  unendlich  wird  wie  (16). 

Um  nun  an  das  Ziel  der  gegenwärtigen  Untersuchung  zu  gelangen, 
haben  wir  jetzt  nur  noch  auf  die  beiden  Bereiche  0  und  W  das  alter- 
nirende  Verfahren  (gürtelförmige  Verschmelzung)  anzuwenden. 

Wir  bilden  für  O  eine  wie  ;^(i<,  v)  beschafi'ene  Potentialfuuction 
(d.  h,  eine  Potentialfuuction,  die  sowohl  wie  ihre  complementäre  in 
correspondirenden  Punkten  der  Seiten  s^,  sj  gleiche  Werthe  annimmt) 

(p  (m,  v)j  welche  längs   G^  dieselben  Werthe  annimmt  wie ;  dann 

für  ^  eine  Potentialfuuction  (p^{ti,v),  die  in  i^  =  i]r,  ^^^'  i^^)  unend- 
lich wird  und  auf  der  Begrenzung  (£  dieselben  Werthe  hat,  wie  <p^^. 
Dann  wieder  für  O  eine  wie  ;^(it,  v)  beschafi'ene  Potentialfuuction 
g).^(u,v),  die  längs  (S^  die  Werthe  von  q)i{i(,v)  annimmt,  darauf  für  W 
eine  Potentialfuuction  q).^(ii,v),  die  in  r]  =  r]^  wie  (16)  unendlich 
wird  und  auf  (S  mit  (pjn,v)  übereinstimmt,  u.  s.  w.  — 


21').    AUpemeiue  Sätze.  SSf) 

Dillin  ist  iniu'iballj  des  O  und   W  gemeinsamen  Bereiches 
lim  953 v(";  ^0  =  1™  ^2v+i(^^>  ^)> 

V  V 

und  die  beiden  Grenzwerthe  stellen  innerhalb  des  aus  0  und  "F  durch 
Verschmelzung  hervorgehenden  Bereiches  F^  eine  Potentialfunction 
(p{ic,v)  dar,  welche  die  in  der  Nr.  213  (S.  327)  geforderten  Eigen- 
schaften besitzt.  Diese  Function  ist,  wie  man  leicht  einsieht,  durch 
ihre  Eigenschaften  auch  eindeutig  determinirt. 

Fügen  wir  dieses   (p  (w,  v)   mit  dem   durch   die  Gleichung  (II)   be- 
stimmten jp(iijV)  zu  der  Function 

z  =  (p{u,  V)  +  ijp{u,  v)  =  f{ri) 

der  complexen  Variabein  rj  zusammen,  so  haben  wir  eine  Function,  die 
sich  innerhalb  7'^^  wie  eine  rationale  Function  verhält,  nur  an  der  Stelle 
rj  =  7}^   wie  der  Ausdruck 


1  — »?00 

unendlich  wird  und  in  correspondirenden  Punkten  der  Seitenpaare 
s  ,  s  '  t'leiche  Wei-the  annimmt.  Diese  Function  ist,  abgesehen  von 
einer  additiven  Constanten,  auch  eindeutig  bestimmt. 

215.    Allgemeine  Sätze  über  runetionen,  die  bei  den  Substitutionen 
der  Gruppe  ungeändert  bleiben,  Aufstellung  der  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung. 

Bedeute  gi)})  eine  rationale  Function  von  ?j,  deren  sämmtliche 
Unendlichkeitsstellen  innerhalb  des  Bereiches  F^  gelegen  sind,  dann 
könnten  wir  nach  genau  derselben  Methode,  nach  welcher  wir  die 
Existenz  der  Function  cp^u^v)  beziehungsweise  z  nachgewiesen  haben, 
zeigen,  dass  es  eine  Function  X  der  complexen  Variabein  7;  giebt,  die 
sich  innerhalb  F^  verhält  wie  die  rationale  Function  g(rf),  d.  h.  also 
so,  dass  die  Differenz 

^  —  9  in) 
innerhalb  F^^  allenthalben  eindeutig  endlich  und  stetig  ist,  und  die  in 
correspondirenden  Punkten  der  Seitenpaare  5  ,  s  '  gleiche  Werthe  an- 
nimmt. Diese  Function  wäre  dann  ebenfalls,  abjfesehen  von  einer 
additiven  Constanten,  eindeutig  determinirt.  Nimmt  man  für  g(rj)  die 
allgemeinste  rationale  P\mction,  die  nur  innerhalb  von  F^^  unendlich 
wird,  so  ist  die  entsprechende  Function  X  die  allgemeinste  Function, 
die  sich  innerhalb  F^^  wie  eine  rationale  Function  verhält  und  in  corre- 
spondirenden Punkten  der  Seitenpaare  s^ ,  .<? '  gleiche  Werthe  annimmt. 
A  on  dieser  Function  kann  mau  nun  nach  einem  von  Hen-n  Schottkv 
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angewandten  Verfahren  zeigen,  dass  sie  sich  ratioinil  durch  die  b'mu-tioii 
z  darstellen  lässt. 

Dieses  Verfahren  liestelit  in  Folgendem.     Bezeichnen  wir  (hiich 

diejenige  ;r- Function,  (hc  der  Wahl  i^^  =a  cntsj)riclit,  die  also  an  der 
Stelle  ■»;  =  a  unendlich  wird  wie 

1 
7]  —  a ' 
und  allgemeiner  durch 

V 

u 

eine  Function  vom  Charakter  der  .\'- Functionen,  die  der  AVald 

(21)  9h\)-=T--Tr^ 

(tj  —  «) 

V  eine   positive  ganze  Zahl,  entspricht,  d.  h.  innerlialb  j^,,   nur    an  der 
Stelle  7;  =  «   und  daselbst  so  wie   der  Ausdruck  (21)  unendlidi  wird. 
Sei   ferner  3:     eine  Function   vom   Charakter   der  •l",   die   zu    der   ratio 
nalen  Function 

(22)         ,.(,)  = .,  +  ^„  +  ^  +  •  •  ■  +  ~;^. 

sehört,  wo  c.,  c, ,  •  •  •  c  Constanten  bedeuten,  dann  ist  zunächst  leicht 
einzusehen,  dass  der  Ausdruck 

2  m 

C     4-   C,2     -\-  C,Z     -\-  ■  ■  •  4-  C     Z  (<^  =  const.) 

auch  eine  X- Function  darstellt,  die  sich  innerhalb  F^  verhält,  wie  die 
rationale  Function  (22),  so  dass  sich  also  dieser  Ausdruck  von  3t"^  nur 
durch  eine  additive  Constante  unterscheiden  kann.     Also  ist: 

2  VI 

X   =  c  -\-  c,z   +  c.,  ^  +  •  •  •  +  c  z  , 

a  '        1    a     '        2    u     '  '        in    a' 

wo  c    eine  Constante  bedeutet. 

Man  beweist  dann  sofort  den  Satz: 

Das  Product  zweier  Functionen  vom  Charakter  der  3:  ist 
wieder  eine  Function  von  demselben  Charakter. 

Daraus  folgt,  dass  das  Product: 

z  z  =n-\-az  -{-c'z  H f-  c'\z, 

au  0      '  \     a      >  2«!  i  y.-\-l     u 

sein  muss,  wo  die  6'^,  C^,  •  •  •  C^  ,  ,  Constanten  bedeuten. 

Hieraus  sehliessen  wir  aber,  dass  sich  X^  als  ganze  rationale  Function 
w-ten  Grades  mit  constanten  Coefficienten  von  z^  darstellen  lässt. 

Bedeuten    endlich    u,   ß    zwei    von    einander    verschiedene    Stellen 


21').    Allgcmoino  Siitzo.  ;;,'>7 

iiiuerhulb    L\^,   so    ist    die    l''uiu'tioii   r:^^    in    Ucr    Ujn<^eljuu^-    von    i]  =  ß 
lej^^ulür,  also 

,^  =  h-\-hj7l-ß)-i----, 

wir  luibeii  dcmnacli 

(23)  ,^^i  =  ,;-i^(l  +'','(./-/') +  ■•■!, 

(1.  li.    die   Function   z.  kann   sich  von    dem    Ausdnu-ke  (2)5)  nnr   durch 
eine  additive  Constante  unterscheiden. 

Die  Functionen  ,s'  ,  z^  sind  demnach  linear  gebrochene 
1''  11  n  e  t  i  o  n  e  n   v  o  n  e  i  n  a  n  d  e  r. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  aber  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung, dass  jede  Function  vom  Charakter  3:  rational  durch  2  aus- 
gedrückt werden  kann. 

Betrachten  wir  eine  Function  X,  die  zu  einer  rationalen  Function 
//()/)  gehört,  die  innerhalb  7'^^^  an  genau  m  Stellen  von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  wird  (wie  gewöhnlich  in  der  Functionentheorie  zählen 
wir  eine  x- fache  Unendlichkeitsstelle  als  x  einfache).     Bilden  wir  dann 

X  —  a  =  X', 
wo  a  irgend    eine  complexe  Grösse  bedeutet,   so  wird  die   Function  X' 
innerhalb  F^^  auch  an   genau  in  Stelleu  von   erster  Ordnung   unendlich 
werden. 

Wir  integriren  d  log  ^'  über  den  innern  Rand  der  Begrenzungs- 
curve   von   F^  im  positiven   Sinne,  dann  ist  bekanntlich 

/  d  log  de'  =  m  —  m , 

wo  m    die  Anzahl  der  Stellen  bedeutet,  an  denen  die  P'unction  X'  von 
der  ersten  Ordnung  verschwindet.     Nun  ist  aber 

/.io,r=2'{/^r""-/"';r"""h 

ferner  hat  man,  wenn 
gesetzt  wird, 

(V')  (-'x) 


iilso,  da  die  Function  .^\>/)    in  correspoudirenden   Funkten    von  ^-    und 
le  annimmt, 


cV  '  gleiche  Wei-tlie  annimmt 
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d.  h.  es  ist 


/< 


(nogX'=o, 

also  ))t' =  m.     Wir  haben  somit  den  Satz: 

Eine  Function  3E,  die  sich  innerhalb  des  Bereiches  F^  wie 
eine  rationale  Function  verhält  und  in  correspondi  rendcn 
Punkten  der  Seitenpaare  s  ,  s'  (x  =  x,%-a)  orleiche  VVerthe  be- 
sitzt,  nimmt  innerhalb  F^  jeden  complexen  AVerth  ebenso  oft 
an,  als  sie  von  erster  Ordnung  unendlich  wird. 

Die  Function  2,  die  nur  an  einer  Stelle  von  erster  Ord- 
nung unendlich  wird,  nimmt  folglich  innerhalb  F^^  jeden 
AVerth  nur  ein  einziges  Mal  an. 

Wir  denken  uns  nun  diese  Function  2  von  tj  nach  allen  Punkten 
der  Fläche  F  hin  fortgesetzt,  so  wie  wir  dies  in  der  Nr.  211  (S.  ;>21  ft'.) 
erörtert  haben,  und  wollen  uns  nun  umgekehrt  die  Aufgabe  stellen, 
die  Natur  der  fuuctionalen  Abhängigkeit  des  1]  von  0  zu  ei-gründen. 
Dies  geschieht  nach  einem  in  einem  besonderen  Falle  bereits  von  Rie- 
mann  angewandten  Verfahren,  welches  wir  jetzt  darlegen  wollen. 

Die  Function  rj  von  z  ist  im  Allgemeinen  eine  unendlich  viel- 
werthige.  Bedeutet  1]  einen  Werth  innerhalb  F^^,  so  ist  die  Gesammt- 
heit  der  ?^-Werthe,  die  zu  demselben  z  gehören,  durch  die  l'^ormel 

Sr] 

dargestellt,  wo  S  eine  Substitution  der  Gruppe  d-  bedeutet.  Bilden  wir 
also  die  Differentialinvariante  der  allgemeinen  projectiven  Grupjje,  die 
Schwarz'sche  Ableitung  (Nr.  180,  S.  184) 


-0= 

so  ist  (a.  a.  0.  S.  185) 


3  /d-iA-  _^dr)  (fr] 
\dzV ^2 

fö) 


4  V  j^'V  2  dz  j. 


-f/)=-G') 


d.  h.  dieser  Differentialausdruck  ist  eine  eindeutige  Function  von  ;?. 
Betrachten  wir  denselben  aber  als  Function  von  7/,  so  erkennen  wir, 
dass  er  sich  innerhalb  F^  wie  eine  rationale  Function  verhält  nnd  in 
correspondi renden  Punkten  der  Seitenpaare  s,  ,  .s  '  gleiche  Werthe  an- 
nimmt.    Es  ist  folglich 

zJ 


'Q) 


215.    Aufstellung  der  Differentialgleichunf^.  ;};39 

eine  Function  vom  Charakter  der  X,  also  eine  rationale  J''unction 
von  z, 

(24)  ^  {fi  =  q(z). 

Setzen  Nvir  nun  nocli 

so  trenüoren  diese  beiden  Ausdrücke  nach  den  Erj'ebnissen  d(/r  Nr.  180 
(S.  184)  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

dz 
Bedeutet  i]  =  }j^  einen  Werth,  der  innerhalb  F^^  liegt,  ^  =  ^^  ^^"^ 
entsprechenden  Wei-th  von  z^  so  i.st  in  der  Umgebung  von  ^^ 

^  —  ^0  =  ^M  —  %)   +   «2(^   —  %)'  H ' 

und  es  muss  a^  von  Null  verschieden  sein^  da  z  den  Werth  z^  inner- 
halb F^^  nur  einmal  annehmen ,  d.  h.  z  —  ^^  innerhalb  F^^  nur  einmal 
und  zwar  von  erster  Ordnung  verschwinden  kann.  Also  ist  in  der  Um- 
gebung von  z  =^  z^ 

V  —  Vo  =  '^«^), 
wo    ''^p.   eine    gewöhnliche  Potenzreihe   bedeutet.     Diejenigen    ^-Werthe, 
die    Punkten    innerhalb   F^^,   oder    genauer   Punkten   innerhalb   der  ge- 
schlossenen Fläche   Fq   entsprechen,  sind  demnach   reguläre  Stellen 
der  Differentialgleichung  (2(i). 

Die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (26)  können  also 
nur  den  Grenzpunkten  der  Fläche  F^,  d.  h.  den  Ecken  des  Funda- 
mentalbereiches Fq  entsprechen.  Machen  wir  uns  darum  zunächst  klar, 
wie  sich  z  in  diesen  Eckpunkten  verhält. 

Wenn  wir  i]  etwa  im  positiven  Sinne  die  Begrenzung  von  F^^ 
durchlaufen  lassen,  so  entsprechen  denjenigen  Punkten  der  Seiten 
s_ ,  s\  die  keine  Ecken  sind,  reguläre  ^-Werthe;  wenn  y  längs  einer 
Seite  in  eine  Ecke  einrückt,  so  nähert  sich  z  einem  bestimmten 
W'erthe.     Sei 

lim  /"(/y)  =  «^  (z  =  1,  2,        a) , 

lim    /"(>/)  =  lim     /-(^y)  =  «  {x=i,2,     a-i), 

'i-^a  +  l  ;W 

dann  sind  also  die  Punkte 

«i;  %,  ■■■  «;,'  ««+1 

die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (2()).    Wenn  r^  die  Be- 

■22* 
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grenzung  von  F^^  (.lurcblänft,  so  beschreibt  folglicli  z  ein  Liniensystem, 
welches  den  Punkt  a  ,,  mit  den  Punkten  (t,,  a,,  ••■  <i  verbindet 
(vergl.  Fig.  9),  und  zwar,  wenn  >;  z.  B.  von  A^  längs  s^  nach  '^„  ,  ,,  dann 

über  iS  '  weiter  nacli  A  und  so  fort 
bis  nach  A^  zurück  wandert,  so  geht  z 
auf  dem  negativen  Ufer  der  Linie 
(a, ,  a  ,  ,)  von  «,  nach  a  ,  , ,  dann 
'"tf  auf  dem  positiven  Ufer  von  (a„  ,  i,  «„) 
nach  «^  u.  s.  f.,  endlicli  auf  dem  posi- 
_.    „     ■'  tiven     Ufer    von    (a    ,,,  ((,)    nach     «, 

Flg.  9.  ^    (»  +  1 '       1/  1 

zurück.  Allemal  entsprechen  den  beiden 
Seiten  *'     s  '  die  beiden  Ufer  der  Linie 

x'       X 

(a  ,  a    ,  ,)  =  l  , 
und  die  durch  das  Liniensystem 

h^  ^2>  '  '  '    ,j 
zei"schuittene  ^-Ebene  T  ist  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  Be- 
reiches F^^. 

Geht  1]  längs  der  Seite  s.'  in  den  Bereich  F^,  so  überschreitet  z 
den  Schnitt  ?.  ,  indem  es  vom  positiven  Ufer  nach  dem  negativen  geht, 
oder  wenn  wir  uns  dem  Bereiche  F  entsprechend  ein  neues  Blatt  über 
der  ^'- Ebene  ausgebreitet  denken,  so  gelangt  z  in  dieses  neue  Blatt, 
welches  längs  des  necrativen  Ufers  des  in  ihm  gezogenen  Schnittes  / 
mit  dem  positiven  Ufer  des  Schnittes  l,^  im  Ausgangsblatte  zusammen- 
hängt. Kurz,  wir  haben  hier  dieselben  Verhältnisse,  wie  sie  in  der 
Nr.  210  (S.  312)  für  die  daselbst  untersuchte  Differentialgleichung 
(A.,)  erörtert  worden  sind. 

Nun  können  wir  auch  das  Verhalten  von  rj,  beziehungsweise 
7/j,  y.,,  in  der  Umgebung  der  Punkte  a^  vollständig  beschreiben. 

Wenn  z  einen  Umlauf  im  positiven  Sinne  um  a^  (z  =  i,  2,  a)  voll- 
zieht, d.  h.  von  dem  negativen  Ufer  von  l^  innerhalb  T  nach  dem 
gegenüberliegenden  Punkte  des  positiven  Ufers  geht,  so  hat  rj  die 
Substitution 

erfahren.     Sei 

.  «22^ +  «21  . 

"■  '  "i2^J  +  "ii 

dann   erleidet  also    das  Fundamentalsysteni  //,,  ?/.,  von    (20)   bei   einem 
positiven  Umlaufe  von  z  um  n    die  Substituti(Mi 

'21^1  +   '^22^/^^ 


•J15.    Aufätolhin«,'  <ler  lJili(:iL'iilialp,'ltjitluing.  ;j41 

oder  aber 

—  «1,^1  — «,22/2' 

—  «.,y,  —  «22^2' 

da,  wenn  1}  ungeäiidert  Mcilit,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  180  (S.  179), 

die  ij^ ,  [/„  entweder  selbst  ungeändert  bleiben  oder  sich  mit  —  1  multi- 

pliciren  müssen. 

Die  Wurzeln  ihr  zum  Punkte  a    gehörigen  Fundamentalgleichung 

sind  ilemnach 

'■im  — 2  n  i '" 

2  2 

(O,   =  C  ,        M .  =  6' 


wenn  A^  eine  elliptische,  und 


CO,  =  oj,  =  e 


\  7t  t 


wenn  d^  =  (>,  d.  h.  A^  eine  parabolische  Substitution  ist.  Im  ersteren 
Falle  haben  wir  also  für  das  zu  z  =  a,  gehörige  cauonische  Funda 
meutalsystcm  tj^,  Ij.,  die  Entwickelungen 


im  letzteren  die  Entwickelungen 

%  =  (^~  —  aY''-('^,(ß\a^)  +  c(ß  —  a/''-'-''-'-'^,(^Wy)  ^^g  (^  -  «,)), 

wo  "*^j,  *'|.\,   nach    ganzen  l'otenzen    von   z  —  a,    fortschreitende  Reihen 

sind,  c  eine  Constante  bedeutet  und 

log  cüj  log«., 

^^1          27ti   '     *>'^  "^    27cr 
gesetzt  wurde. 

Nun   haben  aber  n   sowohl   wie   -j-    im  Punkte  2  =  a    bestimmte 

dz  '^ 

Werthe,  es  ist  nämlich 

V  =  K^ 
also  können  die  Reihen  '^^,  ^.,  nicht  unentUich  viele  negative  Potenzen 
enthalten;  d.  h.  die  Stelle  a^  ist  keine  Unbestimmtheitsstelle.  Nehmen 
wir  also  gleich  an,  da.ss  r^^,  )\  .,  die  Wurzeln  der  zu  z  =  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  sind,  so  ist,  da  in  der  Ditfe- 
rentialgleichung  (26)  der  Coefficient  der  ersten  Ableitung  verschwindet, 

)■-{->■  ,  =  1 , 

;•     —  r  ,  =  d   +  7 , 
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WO  g  eine  gan/.e  Zalil  bedeutet.  Wir  hätten  also,  wenn  A^  eine  ellipti- 
sche Substitution,  d.  h.  d^  von  Null  verschieden  ist, 

^  =  "-"^  =  (r-a /''+'' ^(^|a), 
und  wenn  A    eine  parabolische  Substitution  wäre, 

wo  r  eine  Constante,  ^  beide  Mal  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  bedeutet, 
die  für  z  =  a    nicht  versehwindet. 

X 

Es  ist  aber  z  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  F] 
die  Umgebung  der  Stelle  t;  =  A  wird  im  Falle  einer  elliptischen  Sub- 
stitution durch 

im  Falle  einer  parabolischen  Substitution  durch 

im      1 

auf  eine  schlichte  Fläche  der  ^ -Ebene  abgebildet  (vergl.  Nr.  218, 
S.  329);  es  muss  also  z  in  der  Umgebung  von  z  =  a^  eindeutig  durch 
t,  darstellbar  sein.     Daraus  folgt  aber  (vergl.  Nr.  197,  S.  254),  dass 

g  =  0 
sein  muss. 

Also  haben  wir 

(27)  '•■.,  =  --^,       ''x2  =  -2-  ('^=''2,-'), 

und  ebenso  ergiebt  sich  für  z  =  «„  i  i,  dass  die  zu  diesem  Punkte  ge- 
hörige determinirende  Fundamentalgleichung,  wenn  «^  ,  j  ein  endlicher 
Werth  ist,  die  Wurzeln 


(28  a) 

ff+1,1                                         2                      '              '  O+ly'^                                       2                       ' 

dagegen. 

wenn  «,,  ,  j  =  oo  ist,  die  Wurzeln 

(28  b) 

r           =  -  ■     -          '^         r           =    -      -          ' 
0+1,1                    2            '        "-1-1.2                   2 

besitzt. 
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21().   Form  dor  Differentialgleichung.    Fall  zweier  singulärer  Punkte 
im  Endlichen.    Discontinuirliche  Gruppen.    "Weitere  Probleme. 

W  ir  wissen  nach  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer,  dass  die 
Differentialgleichung  (20)  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  dass  ihre 
siiimilären  Punkte  a,  ,«.,,•••  a  ,  a  ,  ,  sind  und  dass  die  Wurzeln  der 
zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  durch  die  Glei- 
chungen (27),  (28)  gegeben  werden.  Auf  Gnmd  der  in  der  Nr.  08 
(Bd.  1,  S.  242)  entwickelten  Formeln  können  wir  dadurch  die  Gestalt 
der  Diöerentialgleichung  (20)  bestimmen.  Wir  finden,  wenn  alle  Werthe 
rtj,  ff.,,  •  •  •  a^,  «(,  ,  1  endliche,  also  z  =  oo  kein  singulärer  Punkt  ist, 

(29a)q=-^:^^ |  E  _/.-)  -^ ^—^ ^t_  _  (1  _  ^.  ,  ,  ^ 


und  wenn  a    ,  ,  =  00   ist, 


;.=i 


(^^b)      ^-^r-^ {-l(l-'^1+.)^.-.(^) 


YJ{z-a,) 


x=i 


2"  ^(a;^-aJ)■■■{a^-aJ    1  . 


X  =  l 


ten 


WO  im  ersteren  Falle  E^_.^{z)  eine  ganze  rationale  Function  {p  —  3) 
Grades,  im  letzteren  Falle  E^_^{z)  eine  ganze  rationale  Function 
((?  —  2)'«'^  Grades  bedeutet;  in  E^_.^{z)  ist  der  Coefficient  von  z""'^ 
gleich  Eins. 

Die  Function  z  war  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  eine  X- Function 
ist,  die  innerhalb  i\^  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt;  da- 
durch ist  z  nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern  auch 

Cid  —  ßy=  1, 

besitzt  dieselbe  Eigenschaft.  Es  ist  folglich  noch  über  drei  Constanten 
zu  disponiren,  wir  können  z.  B. 

(30)  ffj  =  0,     ff,  =  1,     ff.,^,  =  00 

wählen.  Es  ist  dann  »/  ein  bestimmter  Integi-alquotient  der  Diffe- 
rentialgleichung 1^20);  einem  beliebigen  anderen  Integralquotionten  ent- 
spricht eine  der  Gruppe  9-  ähnliche  Gruppe  und  ein  Fundamcntalbereich. 
der  aus  F^  durch  Anwendung  einer  willkürlichen  projectiven  Substi- 
tution hervorgeht. 
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Wenn  die  Anzahl  der  singnlären  Punkte  6  fTn")sser  als  zwei  ist, 
so  ist  die  gefundene  Form  von  q  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Differentialgleichung  (20)  selbst  bei  Festhaltung  der  ('onv(Mition  (30) 
nicht  ausreichend;  nur  für  6  =  2  haben  wir 

(31)  ^  =  _^.^-__^--^^ ^__^^__j, 

d.  h.  in  diesem  Falle  ist  der  Coefficient  der  Differentialgleichung  (2()) 
in  expliciter  Form  gefunden. 

Für  (?  =  2  ist  die  Differentialgleichung  (2(5)  im  Wesentlichen  die 
Differentialgleichung  der  Gauss'schen  Reihe,  und  wir  sehen  durcli 
diese  Bemerkuncr,  woher  es  kommt,  dass  sich  in  diesem  Falle  die  Dif 
forentialgleichung  in  expliciter  Form  bestimmt;  es  rührt  dies  nändidi 
daher,  dass  (vergl.  Nr.  GO,  Bd.  I,  S.  24o)  die  Differentialgleichung  der 
Gauss'schen  Reihe  durch  Angabe  der  Wurzeln  ihrer  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  vollkommen  bestimmt  ist. 

Die  Annahme,  dass  die  Substitutionen 

1  /         2  ■  <J  ■         o  -f- 1 

elliptische  oder  parabolische  seien,  war  für  den  geführten  Existenz- 
beweis wesentlich;  der  Fall,  wo  einige  dieser  Substitutionen  hyper- 
l)olisch  oder  loxodromisch  sind,  bietet  wesentlich  grössere  Schwierig- 
keiten dar,  die  bisher  noch  nicht  ganz  überwunden  sind. 

Die  besondere  Wichtigkeit  des  Ijehaudelten  Falles,  den  wir  kurz 
auch  so  charakterisiren  können,  jlass  die  Differentialgleichung  (26) 
reale  W^urzeln  für  alle  determinirenden  Fundamentalgleichungen  be- 
sitzt, erhellt  daraus,  dass,  wenn 

rj  eine  eindeutige  Function  von  s  ist, 

dieser  Fall  nothwendig  eintreten  muss. 

In  der  That  wissen  wir  nach  den  Erörterungen  der  Nummern  106, 
197  (S.  256),  dass,  wenn  in  der  Differentialgleichung  (26)  die  unab- 
hängige Variable    eine    eindeutige    Function    des    Integralquotienten   7] 

ist,  die 

d, ,  d„,  .  .  .  Ö  ,  d    1  , 

entweder  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sein  müssen.  Die  Gruppe  -0- 
ist  dann  eine  (in  der  complexen  »,- Ebene)  discontinuirliche;  sie 
besitzt  überdies  die  folgenden  Eigenschaften: 

1)  In  dem  Fundamentalbereiche  i*',,  ist  die  Winkelsumnu'  für  jeden 
Cvklus  von  Ecken  entweder  ein  aliquoter  Tlieil  von  2n:  oder  Null. 

2)  Der  Bereich  7'^„  überdeckt  keinen  Theil  der  >;-El)ene  mchrfadi. 
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.'))  Alu-li    ilie    Gcsiimmtlieit    aller    Bereiche   i''^. ,    <l.  li.    ilie    gjiii/e 
Fläche  F  bedeckt  die  7; -Ebene  oder  einen  Theil  derselben  ein- 
fach und  lückenlos. 
Die  Eigenschaften  2),  o)  sind   eine   unmittelbare  Folge   der  Thatsache? 
dass  zu  jedem  Werthe  von  r^  nur  ein  VV'erth  von  z  gehört. 

Herr  Poincari'  liat  nachgewiesen,  dass  diese  drei  Eigenschaften 
jeder  discontinuirliehen  projectiven  Gruppe  %^  zukommen.  Wir  gehen 
auf  diesen  Nachweis  nicht  ein,  sondern  wollen  die  Eigenschaft  3),  die 
offenbar  die  Eigenschaften  1)  und  2)  unmittelbar  nach  sich  zieht, 
geradezu  als  Definition  einer  discontinuirliehen  Gruppe  ansehen.  Diese 
neue  Definition  ist  dann  anscheinend  enger  als  die  in  der  Nr.  '102  (S.  279) 
aufgestellte,  sie  reicht  aber  für  die  Zwecke,  die  wir  im  Auge  haben, 
vollständig  aus. 

Wir  wissen  dann  auf  Grund  der  vorhergehenden  Untersuchungen, 
dass,  wenn  irgend  eine  discontinuirliche  projective  Gruppe  9-  durch 
ihren  Fundamentalbereich  F^^  gegeben  ist,  stets  Functionen  X  gebildet 
werden  können,  die  sich  innerhalb  F^^  wie  rationale  Functionen  ver- 
halten und  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  %•  ungeändert  bleiben. 
Diese  Functionen  sind  aber  dann  eindeutige  Functionen  von  r] 
schlechthin,  da  die  Fläche  F  jetzt  die  r^ -Ebene  nirgends  mehrfach 
überdeckt.  Sie  lassen  sich  durch  eine  Function  z  von  ly,  die  innerhalb 
F^  jeden  AVerth  nur  einmal  annimmt,  rational  ausdrücken,  und  ri  ist 
als  Function  dieser  Grösse  z  betrachtet,  der  Integralquotient  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  der  Fuchs- 
sehen Classe  von  der  Form  (2(5).  Nach  Festlegung  der  der  Function  z 
noch  anhaftenden  drei  willkürlichen  Constanten  (z.  B.  durch  die  Glei- 
chungen (30))  sind  die  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (26) 
auftretenden  Parameter  durch  die  Parameter  der  Gruppe  &  eindeutig 
bestimmt  (Nr.  210,  S.  318). 

Wenn  für  die  Gruppe  %  insbesondere 

<?  =  2 

ist,  so  ist  dieselbe  (wenn  wir  ähnliche  Gruppen  als  nicht  wesentlich 
von  einander  verschieden  ansehen)  durch  Angabe  der 

allein  schon  vollkommen  bestimmt  (vergl.  Nr.  128,  Bd.  I,  S.  472,  476); 
der  Coefficient  q  der  zugehörigen  Differentialgleichung  (2(5)  ist  durch 
die  Gleichung  (31)  gegeben.  Wenn  es  discontinuirliche  Gruppen  &  für 
<J  ^  2  giebt,  oder  was  dasselbe  besagt,  wenn  es  Differentialgleichungen 
der  Gau. SS 'sehen  lieihe  giebt,  in  denen  der  Integralquotient   eindeutig 
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umkolirbar  ist,  so  müssen  dieselben  unter  den  Füllen  eutlialten  sein, 
die  wir  erhalten,  wenn  wir  für 

irgend  welche  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  nehmen.  Es  wird 
sich  zei<i;en,  dass  alle  diese  Fälle  zu  discontinuirlichen  Gruppen  und 
somit  zu  Gauss'sohen  Ditlerentialgleichungen  mit  eindeutig  uuikehr- 
baren  Integralquotienten  führen. 

AVenn  ö  >  2  ist,  und  wir  wählen  für  die 
ö,,  d„,  ■  •  ■  d    ,  , 

in  dem  Ausdrucke  (29b)  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null,  so  wissen 
wir,  dass  jede  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  den 
singulären  Punkten 

(7=0,    rt,=  1,    a...  a,,  ■  ■  ■  a  ,  a    ,,  =  oo, 

deren  unabhängige  Variable  s  eine  eindeutige  Function  des  Integral - 
quotienten  ist,  unter  der  Form  (26),  wo  (j  durch  (29b)  bestimmt  wird, 
enthalten  sein  muss.     Es  entsteht  also  die  Frage: 

Lassen  sich  die  Coefficienten  der  ganzen  Function  E^^_,,{2) 
so  bestimmen,  dass  die  Differentialgleichung  (26)  einen  ein- 
deutig umkehrbaren  Differentialquotienten  besitzt? 

Auf  die  Beantwortung  dieser  Frage  wird  ein  wesentlicher  Theil 
der  nun  folgenden  Untersuchungen  hinzielen;  wir  werden  sehen,  dass 
die  Frage  zu  bejahen  ist. 


Siebentes  Kapitel. 

217.    Formulirung    eines    neuen   Problems.      Differentialgleichungen, 
die  zur  selben  Familie  gehören. 

Durch  die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  aufgeworfene  Frage 
sind  wir  wieder  in  den  Gedankenkreis  zurückgekehrt,  in  welchem  sich 
die  Untersuchungen  des  ersten  Kapitels  des  zehnten  Abschnittes  be- 
wegen; wir  wollen  noch  durch  eine  andere  Problemstellung  den  An- 
schluss  an  die  Betrachtungen,  die  sich  auf  Differentialgleichungen  der- 
selben Art  beziehen,  zu  gewinnen  suchen. 

Es  war  gezeigt  worden,  dass  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  der  Fuchs'schen  Classe,  die  keinen  scheinbar  singulären 
Punkt  besitzt,  eindeutig  bestimmt  ist  durcli  Angabe  ihrer  projectiven 
Monodromiegruppe  d-.     Wenn  die  Differentialgleichung 

,72.. 


(A,) 

"  y  

dx^"~ 

PI/ 

aber 

nebst 

den 

wirklichen  singulären 

Punkten 

",,    ((.>,  •  •  •  (i„, 

^a  +  l  = 

noch 

die  schein 

ibar 

singulären  Stellen 

h,  K,  • 

.    ■    h 

besitzt,  so  enthält  der  Coefficient  p  mehr  Parameter  als  die  projective 
Monodromiegruppe  d:  Dies  ergiebt  sich  schon  aus  den  allgemeinen 
Untersuchungen  der  Nr.  207  (S.  301  ff.\  wir  können  aber  (he  Form  des 
Coefficienten  p  genau  angeben  und  an  derselben  die  in  der  genannten 
Nummer  vorgenommene  Constantenzählung  controlliren. 

Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  voraus,  dass  die  scheinbar  singu- 
lären Stellen  l^,  •  •  •  h ^  einfache  seien,   d.  h.  dass  für  h^  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung  die  Werthe 
3  1 

2    7  2  111,' 

besitzen:  die  Wurzeln  der  zu  a  {jrehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung  seien 

>•      ,      /•    .,;      >•—/•„  =   (5  (x  =  l,  2,  •■•ri-f  1) 
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Diiun  liat  2>   in  ilor  Dill'L'rciitiaJgk'icliuny;  (^A.,)  die  (.iestalt 

1  =  1    ^  '  /  =  1  /  =  !    ^  *'  .  =  1 

und  CS  ist 

ilie  Bedingung,  das«  Z>^.  scheinbar  singulare  Stelle  sei,  lautet 
wo  £.  das  Resultat  der  Substitution  von  h.  in  den  Ausdruck 


P 


i-v-b.)-        ^-f^i 
bedeutet.     Wenn  wir  also  nocli  z.  B. 


('■  =  1,  2,  •  ■•  (<) 


a^  =  0 ,     a„  =  1 


wählen,  so  hängt  p  in  der  That  von 

Farameteru  ab. 

Wenn  also  die  oö  —  3  Parameter,  von  denen  die  Gruppe  0^  ab- 
hängt, gegeben  sind,  so  kann  man  noch  über  q  von  den  Parametern, 
die  in  2>  auftreten,  willkürlich  disponiren,  z.  B.  könnte  man  die  sehoinbar 
singulären  Stellen  in  q  beliebig  vorgeschriebene  Paukte  der  Ebene 
verlegen. 

Man  kann  aber  auch  die  wirklich  singulären  Stellen 
(4)  a, ,    a,,  •  •  ■  a  ,    a   .  , 

festhalten  und  die  übrigen  Parameter  von  2'  ^o  zu  bestimmen  suchen, 
dass  die  projective  Monodromiegruppe  d-  eine  vorgeschriebene  ist;  dann 
muss  aber  jedenfalls 

Q>6  —  2 

angenommen  werden.  Wenn  q  genau  gleich  6  —  2  ist,  so  stimmt  die 
Anzahl  der  noch  verfügbaren  Parameter  von  />  mit  der  Anzahl  der 
Parameter  der  Gruppe  überein;  es  steht  also  zu  erwarten,  dass  sich 
stets  eine  und  im  Allgemeinen  auch  nur  eine  Diöerentialgleichung  (A^) 
bestimmen  lässt,  welche  die  (?  -\-  1    vorgeschrie];enen  wirklichen  singu- 
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läreii  Stellen  (4)  und  <.,n'nau  6  —  2  scheinbar  singulare  Stellen  besitzt, 
und  deren  projeetive  Monodroiniegruppe  mit  d^  übereinstimmt.  Wir 
werden  diese  Frage  in  einer  speciellcren  Fassung  behandeln  und  führen 
zunäch.st  einige  neue  Begi-iffe  ein. 

Wir  wollen  Diö'erentialgleichungen  betrachten,  die  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehören,  dieselben  wirklichen  singulären  Punkte  haben, 
und  für  welche  Sy.steme  von  Integralquotienten  exi.stiren,  die  bei  jedem 
Umlaufe  von  x  dieselbe  projeetive  Substitution  erfahren.     Seien 

(A)  ^  +  ^,/ilT-^^  +  ...+^,y  =  0, 

(B)  -"-  +  (L  -^  H h  (Z,^  =  0 

zwei  Diöerentialgleichungen  von  der  angegebenen  Beschaffenheit, 

Vi,  y.n  ■  ■  •  Ifn, 


z, ,   z.. 


Fundamentalsysteme  derselben,  deren  Quotienten  bei  jedem  Umlaufe  von 
X  dieselbe  projeetive  Substitution  erfahren.  Dann  wissen  wir  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr.  180  (S.  179),  dass  wir  die  Werthe  der  z^,  z.„  •••  0^ 
nach  einem  Umlaufe  von  x  erhalten,  indem  wir  auf  z^^  z„,  ■  ■  •  0^  die 
Substitution  anwenden,  welche  die  y^,  y.,,  '  '  V^  ^^^  diesem  Umlaufe 
erfahren  haben,  und  dann  die  so  entstandenen  Ausdrücke  noch  mit 
einem  und  demselben  constanten  Factor  multipliciren.  Daraus  folgt, 
dass  die  Gleichungen 

für  die  r, ,  r,,  •  •  ■  r  ,  Ausdrücke  ero-eben  müssen,  die  sich  von  ratio- 
nalen  Functionen  von  x  nur  durch  einen  allen  gemeinsamen  Factor 

Ä 
unterscheiden,   der  selbst  so   beschaffen  ist,   dass   seine   logarithmische 
Ableitung    sich   rational    durch   x   ausdrücken    lässt.     Wir    haben    also 
zwischen    den    abhängigen   Variabein    ?/,   z    der    Diöerentialgleichungen 
(A),  (B)  eine  Beziehung  von  der  Form 

(^^)  ^  =  ^{^^y  +  9^1.!/'  H V  ^„-J''~'^), 

wo.selbst  die 

(W  ^0.  <P,,  ■  ■  ■  9'„_,;        air 

rationale  Functionen  von  x  siiul.  Da  überdies  (A),  (B)  der  Fuchs- 
sclien    Classe  ans^ehören  sollten,  so  darf  der  Nenner  von 
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d  log  A 
dx 
nur  einfaelie  Factoreii  eutbalteu. 

Wir  sagen  allgemein  mit  Herrn  Poincare  von  zwei  linearen 
Differentialgleichungen  (A),  (B)  mit  rationalen  Coefücienten,  sie  ge- 
hörten zur  selben  Familie,  wenn  zwischen  ihren  abhängigen  Variabein 
eine  Beziehung  von  der  Form  (5)  stattfindet,  in  welcher  die  Functionen 
(0)  rational  in  x  sind.  Diese  Beziehung  zwischen  zwei  Differential 
gleichungen  ist  offenbar  eine  gegenseitige;  zwei  Differentialgleicliungen 
derselben  Familie  haben  ferner,  wie  man  sofort  übei-sieht,  bei  geeigneter 
Wahl  eines  Fundamentalsjstems  von  Integralquotienten  sowohl  dieselbe 
projective  Monodromiegruppe  0-,  als  auch  dieselbe  projective  Transforma- 
tionsgruppe &.  Für  Differentialgleichungen  derselben  Art  (Xr.  lUf)^ 
S.  120)  ist  einfach  .4  gleich  Eins. 

Untersuchen  wir  nun  den  Charakter  der  Differentialgleichungen 
(A)  und  (B)  derselben  Familie  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen. 

Wenn  eine  Stelle  x  =  a  Unbestimmtheitsstelle  für  die  Integi'ale 
der  einen  Differentialgleichung  ist,  so  ist  sie  es  im  Allgemeinen  auch 
für  alle  Differentialgleichungen  derselben  Familie,  ausgenommen  den 
besonderen  Fall,  wo  sich  die  Unbestimmtheit  bei  x  =  a  durch  Multi- 
plicatiou  von  y  mit  einer  Function  von  x  beseitigen  lässt.  Wir  be- 
schränken uns  im  Folgrenden  auf  die  Betrachtung  von  Differentialj^lei- 
chimeren  der  Fuchs 'sehen  Classe  und  bemerken  nur,  dass  die  in 
den  Nummern  163  —  ICö  für  die  Differentialgleichungen  derselben 
Art  und  für  cogi*ediente  Differentialgleichungen  angestellten  Unter- 
suchungen sich  in  ähnlicher  Weise  auf  den  Begriff  der  Familie  über- 
tragen lassen,  wenn  man,  statt  wie  bei  der  Art  die  Integi-ale  und  die 
zugehörigen  homogenen  Gruppen,  hier  die  Integralquotienten  und  die 
entsprechenden  projectiven  Gruppen  zu  Grunde  legt.  Es  folgt  dies 
einfach  daraus,  dass  der  Uebergang  von  einer  Differentialgleichung  zu 
einer  anderen  von  derselben  Familie  erfolgen  kann,  indem  man  zu- 
nächst zu  einer  Differentialgleichung  derselben  Art  übergeht  und  dann 
die  Transformation  ausführt,   welche   die  Integralquotienten  conservirt. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört, 
so  wird  die  Differentialgleichung  (B)  derselben  Familie  dann  und  nur 
dann  auch  zur  Fuchs'schen  Classe  gehören,  wenn  yl  keine  Unbestimmt- 
heitsstelle enthält,  d.  h.  wenn  der  Nenner  von 

d  log  A 
dx 

nur   einfache  Factoren    besitzt.     Bedeutet    dann    x  =  a    eine  singulare 
Stelle  von  (A),   in   deren  Umgebung  die  Entwickelungen  der  Integrale 
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Logarithmen  enthalten,  so  hat  x  =  a  auch  für  jede  DiflFerentialgleichung 
derselben  Familie  denselben  Charakter. 

Sei  ferner  x  =  a  ein  Punkt,  in  des.sen  Umgebung  die  Entwicke- 
lungen  der  Integrale  von  (A)  keine  Logarithmen  enthalten,  und  be- 
deuten 

die  Wurzeln  der  zu  x  =  a  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung von  (A),  so  haben  die  Wurzeln  der  zu  dem.selben  Funkte 
gehörigen   determinirenden   Fundamentalgleichung  von   (B_)   die  Gestalt 

>!  +  ^1  +  ^1 ,     ^  +  r,-\-  [/,,■■■  ^-\-r^-{-  (J„ , 

wo  X  irgend  eine  beliebige  eon.stante  Grösse  bedeutet  und  [/^,f/.,,  ■  ■  •  f/ 
ganze  ])ositive  oder  negative  Zahlen  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  Differentialgleichungen  derselben 
Familie  dieselben  wirklichen  singulären  Punkte  haben,  wäh- 
rend ihre  scheinbar  singulären  Stellen  verschieden  sein 
können. 


218.   Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  zur  selben  Familie 
gehören.     Satz  von  Poincare. 

Wir  specialisiren  nunmehr  die  oben  an  die  Differentialgleichung 
(AJ  geknüpften  PVagen,  indem  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  mit 
(A.,)  zur  selben  Familie  gehörigen  Gleichungen  beschränken.  Li  der 
That  sind  ja  unter  den  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Cla.s.se, 
deren  projective  Monodromiegi-uppe  O'  dieselbe  ist,  wie  für  die  Diffe- 
rentialgleichung ( A.,),  und  deren  wirkliche  singulare  Stellen  mit  denen 
von  (A )  übereinstimmen,  die  mit  (A^)  zur  selben  Familie  und  zur 
Fuchs'schen  Classe  gehörigen  als  specielle  Fälle  enthalten. 

Sei  die  Differentialgleichung 

(ß^)  S + «.  ^x + '^'' = " 

von  dieser  Beschaffenheit,  dann  ist  also 
.  z  =  A{fy-\-  oy') , 

oder,    wie    wir    mit    Rücksicht    auf    die   Nr.    19    (Bd.  I,    S.  52)    auch 
schreiben  können, 

wo 

gesetzt  wurde. 
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Ebenso  können  wir  iiiu-li  für  beliebiges  n  d'w  Kelation  (ö),  die 
zwischen  den  abhängigen  Variubeln  zweier  Differentialgleichungen  der- 
selben Familie  besteht,  in  die  Form  setzen 

d       1       d  1     d    y 

^  =  ^^n-i^'i  '\'  ■  ■  *  *^.-l  dx  vl^  dx"  '  v^dxv^' 

wir  beschränken  uns  aber  der  Einfachheit  wegen  auf  die  Betrachtung- 
von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Wir  sehen,  dass  der  Uebergang  von  einer  Differentialgleichung  (A) 
zu  einer  andern  derselben  Familie  ausgeführt  werden  kann,  indem 
man  die  abhängige  Variable  y  von  (A)  mit  einer  Function  multiplicirt, 
dann  das  Product  differentiirt,  das  Resultat  abermals  mit  einer  Function 
multiplicirt,  wieder  differentiirt  u.  s.  w. 

Durch  Ausführung  der  Multiplicationen  werden  die  Diffe- 
renzen der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen nicht  geändert,  dagegen  können  diese  Differenzen 
durch  Ausführung  der  Differentiationen  geändert  werden. 

Es  wird  nämlich  im  Allgemeinen  der  Exponent,  zu  welchem  eine 
Function  gehört,  die  sich  im  Punkte  x  =  a  wie  ein  Integral  einer 
linearen  Differentialgleichung  verhält,  durch  Differentiation  um  eine 
Einheit  erniedrigt,  es  kann  aber,  wenn  dieser  Exponent  gleich  Null 
ist,  der  im  Satze  2.  der  Nr.  40  (Bd.  I,  S.  141)  hervorgehobene  Aus 
nahmefall  eintreten.    Sei  z.  B.  für  n  =  2  in  der  Umgebung  von  x  ==  (i 

Ml/  =  c^ {a^  +  a^ 'X  —  a)  -\ )  +  c,{ß^ {X  —  (O  -{-  ß^.^x  —  lo'  +■••), 

wo  c  ,  c.,  willkürliche  Constanten  bedeuten,  dann  ist,  wenn 

ist,  die  Ableitung  dieses  Ausdruckes  in  der  Form 

e^Cda^<x  -  af  +  ...)  +  (c^,  +  ^  c^  (/3,  +  ^ßJx  -  «)  +  •  •  •) 

dartfesteUt.  Während  also  in  der  Differentialgleichuntr  für  My  die 
zii  x  =  a  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  die  Wurzeln 
(>,  1  hatte,  sind  diese  Wurzeln  für  die  Differentialgleichung,  der 

d{My) 
dx 

genügt,  0,  2  geworden;  der  für  die  erste  Differentialgleichung  reguläre 
Punkt  X  =  a  hat  sich  demnach  in  eine  ausserwesentlich  singulare 
Stelle  verwandelt,  er  ist  also  für  (B.,)  jedenfalls  scheinbar  singulärer 
Punkt  sreworden.  So  können  also  durch  die  Differentiationen  neue 
scheinljar  singulare  Punkte  eingeführt  werden-,  es  können  aber  imi- 
gekehrt  auch  scheinbar  sini'uläre   Punkte  verschwinden. 
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In  der  Tliat,   wenn   wiederum  für  n  =  2,  z.  B. 

3Iy  =  c^{a^  +  a,(x-  —  a)  H )  +  c.,{ß^{x  —  uf  +  ß.^(x  —  af  -\ ) 

ist,  so  folgt 

'l^  =  c^{a^  +  2a.M  -«)  +  ...)  +  c.^{:2ß,{x  -  a)  +  •  •  •)  5 

während  also  der  Punkt  x  ^  a  für  (A^)  jedenfalls  scheinbar  singulare 
Stelle  war,  kann  derselbe  (wenn  nämlich  A^  für  x  =  a  weder  ver- 
schwindet noch  unendlich  wird)  für  (B^)  reguläre  Stelle  geworden 
sein.     Wir  können  allgemein  sagen: 

Die  DiÖerentiation,  die  in  dem  Ausdrucke  (7)  vorkommt,  kann  die 
Differenz  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  nur 
dann  um  eine  Einheit  vermehren  oder  vermindern,  wenn  eine  dieser 
Wurzeln  gleich  Null  ist.  Im  Sinne  der  in  der  Nr.  197  (S.  256)  ein- 
sreführten  Auffassung  heisst  dies,  es  kann  nur  in  diesem  Falle  eine  neue 
scheinbar  singulare  Stelle  eintreten  oder   eine   solche  Stelle  wegfallen. 

Sei 

(^)  ^  +  9^1  d^  +  9>o^  =  0 

die  Differentialgleichung,  welcher  31t)  genügt,  dann  befriedigt  die  Ab- 
leitung dieses  Productes  die  Differentialgleichung 

(9)       -,  +  {<P,  -  -J  a-  +  (n  -  -^  +  9',  j  »  =  0 , 

und  es  besitzt  die  Differentialgleichung  (8)  genau  ebensoviele  scheinbar 
singulare  Stellen  wie  (A^)  und  (ü)  ebensoviele  wie  (B^).  In  die  Glei- 
chung (9)  werden  zunächst  durch  die  Nullstellen  von  cp^  scheinbar 
singulare  Stellen  eingeführt,  die  in  (8)  nicht  vorhanden  waren. 

In  der  rationalen  Function  (p^  ist,  da  (A.,)  zur  Fuchs 'sehen  Classe 
gehören  sollte,  der  Zähler  von  um  Zwei  niedrigerem  Grade  wie  der 
Nenner.  Möge  cp  an  d  Stellen  von  der  zweiten  Ordnung  und  an  s 
Stellen  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden,  dann  ist  die  Anzahl 
V  der  endlichen  Nullstellen  von   (p^^ 

V  =  2d  +  £  —  2, 
also 

V  ^  €  (mod  2)  . 

Die  einfachen  Unendlichkeitsstellen  von  q)^  sind  in  dem  in  der  Nr.  112 
(Bd.  I,  S.  401)  eingeführten  Sinne  einfache  singulare  Punkte  von  (8), 
es  ist  also  eine  Lösung  von  (8)  in  der  Umgebung  einer  solchen  Stelle 
regulär  und  gehört  zum  Exponenten  Null.  Durch  die  Differentiation' 
wird  also  die  Differenz   der  Wurzeln  der  zugehörigen   determinirenden 
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Fuiulamentalgleichung  um  eine  Einheit  voriiuhrt  oder  vonuindert, 
d.  h.  es  tritt  entweder  ein  neuer  scheinbar  singuläror  Punkt  liin/.u. 
oder  es  geht  ein  solcher  verloren.  Die  a  einfachen  Unendlichkeits.stt'lK'n 
von  qp^  bewirken  also,  dass  sich  die  Anzahl  der  scheinbaren  singnlären 
Stellen  der  DitFerentialgleichuug  (9)  von  der  Anzahl  dieser  Stellen  in 
(8)  um  eine  Zalil  r  unterscheidet,  welche  die  Congruenz 

T  ^E  £  (mod  2) 

befriedigt.  Da  durch  die  v  Nullstellen  von  cp^  ebensoviele  sclieinbar 
singulare  Stellen  von  (9)  erzeugt  werden,  beträgt  also  die  Gesammtzahl 
der  in  (9)  neu  hinzugetretenen  scheinbar  singiilüren  Stellen  r  -\-  v,  und 
es  ist 

T  +  v  =  2£  =  0(mod2). 

Wir  haben  somit  den  von  Herni  Poincare  herrührenden  Satz: 

Für  alle  Differentialgleichungen  (zweiter  Ordnung)  der 
Fuchs'schen  Classe,  die  zur  selben  Familie  gehören,  liisst 
die  Anzahl  der  scheinbaren  singulären  Stellen  (im  Sinne  der 
Nr.  197,  S.  256)  denselben  Rest  modulo  Zwei. 


219.    Bestimmung    einer   Differentialgleichung    der  Familie   mit    der 
Minimalzahl  von  scheinbar  singulären  Punkten. 

Wenn  für  die  Differentialgleichung  (A^)  die  Zahlen  q  und  6  den- 
selben Rest  modulo  Zwei  lassen,  so  kann  es  eine  Differentialgleichung 
derselben  Familie  geben,  die  6  —  2  scheinbar  singulare  Punkte  besitzt 
(vergl.  Nr.  217,  S.  348);  dagegen  ist  dies  nicht  möglich,  wenn  von  den 
Zahlen  q  und  6  die  eine  gerade  und  die  andere  ungerade  ist.  Im 
letzteren  Falle  kann  es  noch  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  DiflFerentialgleichungen  derselben  Familie  geben,  die  6  —  1  scheinbar 
singulare  Stellen  enthalten,  denn  für  q  =  6  —  1  enthält  der  Coefficient 
j>  von  (A.,)  einen  Parameter  mehr,  als  durch  die  Forderung  der  Zu- 
gehörigkeit zu  einer  bestimmten  Familie  fixirt  werden. 

Soll  die  Differentialgleichung  (B^),  die  mit  (A.,)  zur  selben  Familie 
gehört,  auch  die  Form 
--D  N  dz 

ax 

haben,  so  müssen  in  der  Beziehung 

(10)  z  =  t{-iy  +  ii'), 

die  zwischen  den  abhängigen  Varial)elu  von  (vV, )  >nnl  ( I i.,)  besteht,  die 

Coefficienten  j/-,  x  ^^^'''  Gleichung 


211).    Mininial'/.iilil   sclifinbar  sinf^iiliiicr  Punkte.  305 

Genüge  leisten,  wo  i  eine  rationale  l-'unctioii  l)edentet.  Es  ist  (Linu, 
wie  eine  einfache   lleehnnng  '/-cigt, 

In  diesem  Falle  muss  also  ■^  die  Qnadratwurzel  aus  einer  rationalen 
Function  sein. 

Nehmen  wir   zunächst  an,   dass  die  Zahlen  p  und  6   in  der  Diffe- 
rentialgleicliuug   (A.,)    denselben    Kest   modulo  Zwei   lassen;   sei    dann 

2w  =  ()  —  (5 . 
Wäre  diese  Zahl  negativ,  so  müsste 

also  jedenfalls  q  kleiner  oder  höchstens  gleich  6  —  2  sein;  in  diesem 
Falle  wäre  die  Diöerentialgleichung  (A,,)  selbst  schon  so  beschaffen, 
dass  die  Anzahl  ihrer  scheinbar  singulären  Stellen  nicht  gi'össer  ist 
wie  <j  —  2.  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  wenn  m  nicht  negativ 
ist,  die  Differentialgleichung  (B.,)  so  zu  bestimmen,  dass  in  derselben 
höchstens  g  —  2  scheinbar  singulare  Stellen  auftreten. 
Setzen  wir  zu  diesem  Ende 

1  (a;  —  &^)  (x  —  feg)  -  •  •  (g;  —  h^  {x  —  d^  {x  —  d^)--{x  —  c„_^) 

xp-        {x  —  Ujf  {x  —  öo)"  ■■■{x  —  a^f  {x  —  Cjf  {x  —  c^)'  ■■■{x  —  c^f  ' 

wo  die  c,  ■  ■  •  c  „,  c, ,  •  •  •  c  vorläufig  unbestimmt  sind,  und  ver- 
suchen,  diese  m  -\-  6  —  2  Constanten  und  eine  (w  -\-  6  —  V)^  Con- 
stante  r^  so  zu  bestimmen,  dass  die  rationale  Function 

P  +  ^^  =  P 

1/, 

sich  in  die  Form  der  linken  Seite  der  Gleichung  (11) 

(14)  x'  + 1 

setzen  lässt.  P  wird  im  Unendlichen  von  zweiter  Ordnung  Null,  also 
muss  die  rationale  Function  ;^  im  UnencUichen  von  der  ersten  Ordnung 
vei-schwinden. 

Seien  A_^  für  x  =  1,  2,  •  •  •  i'  die  Unendlichkeitsstellen   von   x   ^"^'^ 
ft^  die  zugehörigen  C au chy 'sehen  Residus,  daim  ist  offenbar 


^       ^  x-l 


23* 
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Setzt  mau 


^'=}iLli^-^d' 


so  ist 


wenn  also 


^2  4_  ^  =  V^^^^^^ —  4-  2  V 


x  =  l 


ist,  so  muss  sein 

(15)  71/^  =  iti/ —  ft^        (x  =  i,2,...v). 

Diese  Gleichungen  bestimmen,  wenn  P  gegeben  ist,  die  ^^  und  tblglicli 
die  Function  j.  Wenn  also  die  A, ,  ■  •  •  A  und  die  71/, ,  •  ■  •  71/  l^ekiuiut 
sind,  so  sind  dadurch  die  TV^,  •  •  •  7V^,  bereits  bestimmt,  falls  P  in  der 
Form 

darstellbar  sein  soll;  es  ist  nämlich 

[  N=2iLy  (x  =  i,2,.    v), 


Setzen  wir 

lim  ^,  P 5^ ^  >  =  P.  > 

so  ist 

(17)  ^.  =  z;  +  (i  +  2ftjz;- 

Die  Function  P  hat  die  m  -\-  6  -{-  q  ==  v  Unendlichkeitsstellen  zweiter 

Ordnung 

«,,•••«,    h^,  •  ■  ■  h  ,    c. ,  •  ■  ■  c   \ 

1'  o'         1/  ()'         1'  m" 

damit  P  in  der  Form  (14)  darstellbar  sei,  müssen  für  jede   derselben 
die  Bedingung  (17)  oder  die  Gleichungen  (IT)),  (10)  erfüllt  sein. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Unendlichkeitsstellen  />^,  so  ist,  wenn 
wir  X  =h  nehmen,  zufolge  der  durcli  die  Gleichungen  (1),  (2) 
(Nr.  217,  S.  34.S)  gegebenen  Form  von  j>, 

■/.  y.  4  ' 
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also  iiacli  (15) 

NeLuit-'ii  wir  z.  B.  die   Wurzel 

1 

^x  =  -    2 

dieser  Gleichung,  so  liiuiet  (17) 

Andererseits  ist  aber  nach  (10) 

(18)  ^x  =  -;tx, 

und  nach  (1),  (^) 

a^)  ^x  =  ^^x> 

so  dass  also 

y.  "X 

sein  muss.     Da  aber  für  x  ^=  h     die  Function  —5  verschwindet,  so  ist 

einfach 

P   =e  , 

X  X  ' 

wo  s^  die  in  der  Nr.  217  (S.  348)  .festgelegte  Bedeutung  hat.    D.  h.  die 
Bedingung  (17)  reducirt  sich  auf 

und  dies  ist  nichts  anderes  wie  die  Gleichung  (3),  welche  besagt,  dass 
h    scheinbar  singulare  Stelle  der  Differentialgleichung  (A^)  ist. 

Für    die    Unendlichkeitsstellen    h    (x  =  i,2, •■•())    von    P    sind 

X  ^ 

also  die  Bedingungen  (17)  schon  von  selbst  erfüllt. 

Wir  können  dann  die  in  P  noch  vorhandenen  ni  -{-  6  —  1  Con- 
stanten so  einrichten,  dass  die  Bedingungen  (17)  auch  für  die  übrigen 
m  -(-  6  Unendlichkeitsstellen  von  P  erfüllt  sind,  denn  wegen  der 
Gleichung 

x=l 

sind   nur    m  -\-  ö  —  1    dieser  Bedingungen    von    einander    unabhängig. 
Dann  hat  also  P  die  Form  (14).     Die  Function  x  lässt  sich   alsdann 
auf  die  folgende  Weise  bestimmen. 
Es  ist: 


x  =  l  '  x  =  l  '  x  =  l 

so  dass  also  die  2  m  -{-  6  =  q  Grossen 
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(\,-'C„^  q,---^',;  ^..•••^,„ 

zu   bestimmen   sind.     Dies  geschieht  mit  1  lulle   der  aus  (IS),  (19)  toi 
geudeu  q  Gleichungen 

(20)  -X..  =  lK.        (''  =  VA     c)- 

Setzen  wir 

H{x) 
1  = 


a .  Q  f 

K{X)  Y[i^  -  "y)  iJi^  -  K) 


x  =  l 


WO  H^x)  eine  ganze  rationale  Function  (ni  -\-  q  -\-  a  —  l)'*""  Grades, 
K{x)  eine  ebensolche  Function  w*"''  Grades  bedeutet,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  die  Gleichungen  (20)  in  den  Coefficienten  von  HQr)  und 
K{x)  linear  sind;  das  Gleiche  gilt  von  den  Gleichungen 

\im[{x  —  b^)x]  =  —  w         (x  =  i,2,...(.), 

welche   besagen,   dass   das  Residu  von  x   i^^  Bezug  auf  h_^  gleich — 

ist.  Diese  Gleichungen  reichen  im  Allgemeinen  zur  Bestimmung  der 
Coefficienten  von  S(x)  und  K(x)  gerade  aus,  so  dass  also  im  Allge- 
meinen die  Bestimmung  von  x  f^^^^h  nur  auf  eine  einzige  Weise 
möglich  ist. 

Hat  man  x  ^^^^^^  dadurch  auch  P  und  i/>  bestimmt,  so  genügt 

z  =  iij(—  xy  +  y') 

der  Differentialgleichung  (Bg),  wo  q  durch  (12)  gegeben  wird. 

Von  dieser  Gleichung  ist  zunächst  leicht  einzusehen,  dass  sie  die 
Punkte  h^j  &,,  •  •  •  h^^  nicht  mehr  zu  scheinbar  singulären  Stellen  hat, 
sondern  dass  sich  das  allgemeine  Integral  von  (B^)  in  der  Umgebung 
von  h  regulär  verhält.  Es  ist  nämlich  für  das  allgemeine  Integral  y 
von  (A.,)  in  der  Umgebung  von  h_^ 
i 
tl  =  (x  —  hj    -  (a„  +  Kji-x  —  h)  +  ajx  —  bf  -i ) , 

^1  =  (^ - Kf '  (-  i- «0  +  1  «.(^ - K)  +  ■■■), 

_  1 

—  xy-\-y'=('^~K)   '  (Ti,  +  yi''^  —  ^y)-\ — ) • 


also  da 

X 
ist,  erhält  man 
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l]iullicli   i.st 

H-^)  =  (^  -  K.r(^  +  \(^  -  K)  +  •••), 

.•ilso  in  clor  That 

~  =  ^0  +  ^i(^  —  U  +  ^-A^  —  Kf  H —  • 

iiat^egen  hat  die  Differentialgleichung  (B.,)  die  Stellen  c^,  (.,,  ■  •  •  r^_^ 
zu  scheinbar  singulären  Punkten,  so  dass  also,  wie  verlangt  worden 
war,  (B.,)  nicht  mehr  wie  6  —  2  scheinbar  singulare  Punkte  besitzt, 
d.  h.  genauer  gesagt,  nicht  mehr  wie  6  —  2  einfache,  von  den  wirklich 
singulären  Stelleu  a^,  a^,  ■  •  ■  a^,^  getrennt  liegende  scheinbar  singu 
läre  Punkte. 

Für  die  wirklich  singulären  Stellen  «j,  «„,  •  •  •  cig,^  stimmen,  wie 
man  sofort   übersieht,   die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamental 
gleichungen   der   Differentialgleichungen  (A.,)   und  (B^j    überein,   wenn, 
wie  wir  bisher  stillschweigend  vorausgesetzt  haben,  keine  der  Grössen 
^>,,l>„,  ■  ■  ■})    und  c.,d.-,,-  •  •  C'      .,  mit  einer  der  Grössen  «,,  a,,  ■  •  •  «    , 
zusammenfällt. 


22U.    Die  Reducirte  der  Familie.     Allgemieine  Bemerkungen. 

Die  Reduction  der  Differentialgleichung  (A.,)  auf  (B^)  ist  aber  in 
genau  derselben  Weise  ausführbar,  wenn  einige  der  Punkte  &^,  6.,,  •  •  •  Z>^ 
mit  Punkten  der  Reihe  a^,  a.^,  ■  ■  •  a^^,  <*„  i  ^  coincidiren,  denn  das  zur 
Herstellung  der  Function  il>  eingeschlagene  Verfahren  lässt  sich  auch 
in  diesem  Falle  in  ganz  unveränderter  Form  anwenden. 

Nehmen  wir  also  an,  es  mögen  für  die  Differentialgleichung  (A^) 
mit  dem  wirklich  singulären  Punkte  a  etwa  r/  scheinbar  sincmläro 
Punkte  vereinigt  sein,  d.  h.  im  Sinne  der  in  der  Nr.  197  (S.  256)  ein- 
geführten Sprechweise,  es  sei  der  reale  Theil  von  d,  zwischen  den 
positiven  ganzen  Zahlen  //^  und  [/^  -f~  1  o^^^o®";  ferner  mögen  h^,  h„,  ■  •  •  b 
die  von  den  wirklichen  singulären  Punkten  getrennt  Kegenden  scheinbar 
singulären  Stellen  bedeuten,  die  wir  nach  wie  vor  als  einfache  vor- 
aussetzen wollen.  Wir  können  dann  die  Reduction  von  (A.,)  auf  (B  ) 
so  vornehmen,  dass  wir  nebst  den  r  Stellen  ^i,  •  ■  •  b^  noch  jeden  der 
Punkte  a     ä  -fach,  wo 

ist,  als  scheinbar  singulären  Punkt  aufzählen,  es  muss  nur 
r +2^^EE2  0(mod2) 

y.  =  l 
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sein.     In  (13)  hat  man  dann 

und  ferner  etwa 

r  +  1  r  +  i/j  +  1  1'         «  +  3i  +  '.'  '^  +  ^1+^2  +  1  -' 

11.    S.    W. 

ZU  nehmen.  Wenn  einige  der  h.  gleich  Unendlich  zu  nelmien  siiul,  so 
sind  natürlich  die  entsprechenden  Linearfactoren  im  Zäliler  von  (IH) 
einfach  wegzulassen,  indem  ja  bekanntlicli  dem  Auftreten  einer  unend- 
lichen Wurzel  in  einer  Gleichung  stets  die  Erniedrigung  des  Grades 
der  Gleichung  um  eine  Einheit  entspricht.  In  der  Diö'erentialgleiclning 
(B.0,  die  auf  diese  Weise  entsteht,  ist  die  Differenz  der  Wurzeln  der 
zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  im  Allgemeinen 
gleich 

8     (I  (X  =  1,  2,  •  •  ■  a) 

y.  ^  y. 

geworden,  und  an  die  Stelle  der  h^^  h.,,  ■  ■  ■  h ^  sind  die  6  —  2  einfachen 
(im  Allgemeinen  von  den   «^  getreinit  liegenden)  scheinlnir   singulären 
Stellen  ?i,  <?2'  '  '  '  ^a— "  eingetreten. 
Nehmen  wir  insbesondere 


so  dass  also 


(j^=(j^  (>«  =  1,  2,  ■■■«  + 1), 


die  wirklich  vorhandene  Anzahl  einfacher  scheinbar  singulärer  Stellen 
(im  Sinne  der  Nr.  197,  S.  256)  angiebt-,  wenn  dann  q  und  6  modulo 
Zwei  gleiche  Reste  lassen,  und  wir  durch  h^,  •■■  h ^  die  sämmtlichen 
scheinbar  singulären  Stellen  (jede  so  oft  gezählt,  als  ihre  Vielfachheit 
erfordert)  bezeichnen,  so  ergiebt  das  zur  Bestimmung  der  Function 
(13)  dargelegte  Verfahren  eine  mit  (A.,)  zur  selben  Familie  gehörige 
Differentialgleichung  (B„),  die  im  strengen  Sinne  des  Wortes  nur  6  —  2 
einfache  scheinbar  singulare  Stellen  besitzt.  Von  diesen  Stellen  können 
eventuell  auch  einige  in  die  Punkte  a^,  a^;  *  •  ■  ^„j  ^n+i  hineinfallen; 
im  Allgemeinen  liegen  die  c^,  d,^,  •  ■  •  ^„_2  von  einander  und  von  den 
a  getrennt,  und  dann  ist  die  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  a  geliörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (B^)  gleich  d  — (/^.  Da 
die  zur  Bestimmung  von  jp  beziehungsweise  ^  dienenden  Gleichungen 
eine  eindeutige  Bestimmung  liefern,  so  giebt  es  auch  stets  nur  eine 
Differentialgleichung  von  der  für  (Bg)  angegebenen  Beschaffenheit,  die 
mit  (Aj,)  zur  selben  Familie  gehört.     Wir  haben  also  den  Satz: 


li'JU.    iJiu  Rcdmirtt;  dor  Familie.  ;ifjl 

Wenn  die  Dii'lerentiulgleicliung  (A^)  ö  wirkliclie  im  End- 
lichen gelegene  und  q  einfach  zu  zählende  schcinbiir  singu- 
lare Stellen  besitzt,  so  giebt  es,  wenn  q  und  6  modulo  Zwei 
gleiche  Reste  lassen,  eine  und  nur  eine  mit  (A^,)  zur  selben 
Familie  gehörige  Differentialgleichung  (B.,),  die  nur  6  —  2 
einfach  zu  zählende  scheinbar  singulare  Stellen  hat.  Man 
nennt  diese  Differentialgleichung  (Bg)  nach  Herrn  Poincare 
die  lieducirte  der  Familie. 

Wenn  q  und  6  modulo  Zwei  incongruent  sind,  so  kann  man  auf 
analoge  Weise  zeigen,  dass  sich  eine  mit  (A.,)  zur  seilten  Familie  ge- 
hörige Differentialgleichung  (B.,)  bestimmen  lässt,  die  6  —  1  scheinbar 
singulare  Punkte  besitzt  und  deren  Coefficient  q  noch  einen  willkürlich 
bleibenden  Parameter  enthält.  Ueber  diesen  kann  man  z.  B.  so  disponiren, 
dass  einer  der  6  —  2  scheinbar  singulären  Punkte  eine  vorgeschriebene 
Lage  erhält.  Dabei  liefern  dann  die  Bestimmungsgleichungen  von  (B.,) 
diese  Gleichung  auch  in  eindeutiger  Weise.  Man  kann  dann  ebenso 
wie  vorhin  die  Reduction  entweder  so  ausführen,  dass  man  nur  die 
von  den  wirklichen  singulären  Punkten  getrennt  liegenden  scheinbaren 
singulären  Stellen  in's  Spiel  bringt,  oder  so,  dass  man  auch  noch  einen 
Theil  der  mit  wirklichen  coincidirenden  scheinbaren  singulären  Stellen, 
oder  endlich  so,  dass  man  alle  scheinbaren  singulären  Stellen  (im 
strengen  Sinne)  mit  heranzieht.  Im  letzteren  Falle  erhält  man  eine 
eindeutig  determinirte  Differentialgleichimg  (B.,\  die  genau  6  —  1  ein- 
fach zu  zählende  scheinbar  singulare  Stellen  besitzt  (über  eine  der- 
selben ist  willkürlich  disponirt  worden),  und  die  in  diesem  Falle  als 
die  Reducirte  der  Familie  anzusehen  ist. 

Es  bedarf  noch  der  Erörterung,  dass  die  Reducirte  innerhalb 
der  Familie  auch  wirklich  eindeutig  determinirt  ist,  d.  h.  dass  mau 
stets  zur  selben  Reducirten  kommt,  von  welcher  Differentialgleichung 
(A.,)  der  Familie  man  auch  ausgegangen  sein  mag.  Hat  man  aber 
zwei  Differentialgleichungen,  die  zur  selben  Familie  gehören,  für  welche 
die  Wurzeln  der  zu  den  wirklichen  singulären  Punkten  a.,a„,-a   ,  , 

<->  1/2'  ö-f-1 

gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  übereinstimmen,  und 
die  nicht  mehr  wie  6  —  2  einfach  zu  zählende  scheinbar  singulare 
Stellen  besitzen,  so  muss  in  der  zwischen  den  abhängigen  Variabein  y,  z 
bestehenden  Beziehung 

z  =  yi{fy  +  (jy') 

g  verschwinden  und  ylf  sich  auf  eine  Constante  reduciren,  d.  h.  die 
Differential(;leichun<;en  sind  identisch.  Also  kann  es  innerhalb  einer 
Familie  nicht  zwei  verschiedene  Reducirte  geben. 
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Die  hier  für  Differentialgleichungen  /weiter  Ordnung  entwickelten 
Resultate  lassen  sich  im  Wesentlichen  aucli  auf  Differentialgleichungen 
beliebiixer  Orduun«?  Übertrafjen.  AVir  wollen  dies  hier  des  Näheren  nicht 
ausführen,  sondern  ähnliche  Betrachtungen,  wie  wir  sie  hier  für  die 
Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung  angestellt 
haben,  nunmehr  für  die  Integrale  selbst  anstellen  uiul  dabei  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung  beliebig  lassen.  Wenn  es  nämlich 
auch  bei  Behandlung  der  Umkehruug.sfragen  geboten  erscheint,  die 
Integralquotienten  in  den  Vordergrund  der  Untersuchung  zu  stellen,  so 
darf  man  doch  hierbei  nicht  stehen  bleiben.  Denn  eine  nicht  geringe 
Anzahl  von  Eiirenschaften  tritt  deutlicher  hervor,  wenn  mau  statt  der 
Quotienten  die  Integrale  selbst  studirt,  andere  Eigenschaften  können 
überhaupt  nur  an  den  Integralen  dargelegt  werden. 

Es  ist  dies  eine  ähnliche  Erscheinung,  wie  sie  auch  in  vielen 
anderen  Gebieten  der  Mathematik  zu  Tage  tritt,  wo  durch  den  Ueber- 
gang  von  nicht  homogenen  Ausdrücken  zu  homogenen  Vieles  verein- 
facht, Vieles  überhaupt  erst  zugänglich  wird,  so  z.  B.  in  der  algebraischen 
und  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Formen,  wo  manche 
Fragen  erst  bei  Betrachtung  homogener  Functionen  formulirt  werden 
können.  Dass  auch  bei  den  Umkehi-problemen  die  Betrachtung  der 
Integrale  selbst  zu  wesentlich  neuen  Gesichtspunkten  führt,  wird  sich 
an  späterer  Stelle  zeigen,  wo  wir  statt  z.  B.  für  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  Functionen  des  Integralquotienten 

_  Vj^ 

zu  untersuchen,  homogene  Functionen  der  Integrale  y^,  y^  studiren 
werden.  Von  der  Betrachtung  homogener  Functionen  der  </j,  ?/„  können 
wir  dann  stets  wieder  zu  den  Functionen  von  ri  herabsteigen,  indem 
wir  den  Grad  jener  homogenen  Functionen  gleich  Null  annehmen. 


221.    Differentialgleichung   für  die  Integralquotienten   einer  linearen 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

Ehe  wir  das  Gebiet  der  Integralquotienten  verlassen,  wollen  wir 
der  Vollständigkeit  wegen  noch  die  algebraische  Differentialgleichung 
aufstellen,  der  die  Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  Genüge  leisten.  Wir  wissen,  dass  diese  Differential- 
gleichung von  der  fünften  Ordnung  sein  muss  (Nr.  180,  S.  181);  sie 
spielt  für  n  =  'i^  dieselbe  Rolle  wie  die  Gleichung  (4)  der  Nr.  180 
(S.  184)  für  n  =  2. 


•Jül.    Dill'cicuti;ilt,4oirUunj;  dritter  Unluuii;,'.  '.]{j',j 

Möf^a-  die  DiltcTcntiulf^rlcicliunr^  dritter  Onliiim;;  in  der  Funn 

vorgelegt  sein.   Dana  lü.sst  sieh  durch  lutegrutiun  der  Diü'ereiiticilgleichiiiig 

oder,  wenn 

gesetzt  wird,  dnrch  Integration  von 

-^0  =  3.. 
die  Differentialgleichung  für  y  in  die  Form  setzen 

(1)  S  +  »«  =  o. 

wo  (Nr.  183,  S.  198) 

dz 

''  =  crxy^ 
^ _    1    {    _± ^\ 

(dz\'V'         -»     dxj 
\dx} 
zu  nehmen  ist. 

Seien  u^,  u.,  zwei  linear  unabhängige  Lösungen  von  (1),  dann  ist 

dz^        dz^  ^  ^  ^' 


wenn  wir 

setzen.     Wir    erhalten    folglich    mit    Rücksicht    auf    die    Differential- 
gleichung (1) 

_  dh    ,    .3  rf«i  d^s    ,    o  '^'«i  ds        _      ^ 

-  ^'^-^  =  ":  ^  +  '^  ^7 ,7  -^^-^rz-  ^^^^ 

oder 

(2)  0  =  n,s^'\z)  -f  3«,'(^)s"(^)  +  Su;\z)s'{i), 

wo  die  oberen  Accente  Ableitungen  nach  2  bedeuten. 

Differentiiren  wir  diese  Gleichung  zweimal  nach  z  und  entfernen 
mit  Hülfe  von  (1)  die  Ableitungen  höherer  als  zweiter  Ordnung  von 
«(j,  so  kommt 
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0  =  (s^'\z)  -  3s'{z)»)u^  +  -iH;{z)s^'\z)  +  6u;'(z)s"{z), 

Elimiuireii  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  aus  (2)  die  Grössen 

so  erlialteu  wir  die  gesuchte  Differentialgleichung  fünfter  Ordnung  für 
die  Integralquotieuten  ö*  von  (1)  in  der  Form 

d^s 


=  0. 


Bedeuten  s^,  s.,  zwei  Lösungen  dieser  Differentialgleichung,   so  ist 
die  allgemeine  Lösung  6^  in  der  Form 

Ä-^Bs^  +  Cs.^ 


f.  (fs   „         o  ds  (l& 

dZ^                       c/2  dz 

5 

d^s          ._,  ds 
dz'        "^  dz 

^ 

10  'f: 

dz' 

d's             ds^ 
dz^            dz 

.  d^s 
dz' 

,dh 
dz 

d^s 

dz^ 

3? 

dz 

dz' 

s  = 


Ä'  -i-B's^  +  Cs.. 


darstellbar,  wo  A,  B,  C,  ji' ,  B',  C  willkürliche  Integrationsconstanten 
bedeuten,  und  ein  Fundamentalsystem  von  (1)  ist  durch 


(s/'  iß)  s/  {z)  —  s/  {z)  s^"  {z)) 
s^{sl'{z)s.^iz)  —  s^{z)s.^'{z)) 


s.^{s;'{z)s:{z)  —  8;{z)s:'{z)) 

gegeben  (vergl.  Nr.  180,  S.  181,  Nr.  170,  S.  175). 


Achtes  Kapitel. 

222.    Dififerentialgleichungen   und  Functionssysteme ,   die   zur   selben 
Classe  gehören.     Sätze  von  Riemann. 

Die  nun  folgenden  Untersuchungen  schliessen  sieh  enge  an  die 
bereits  in  der  Nr.  102  (S.  150)  skizzirte  Art  und  Weise  an,  wie  Rie- 
mann die  Theorie  der  durch  die  Gauss 'sehe  Reihe  definirten  Function 
entwickelt  und,  wie  aus  den  aus  seinem  Nachlasse  zuerst  im  Jahre  1870 
bekannt  gemachten  Fragmenten  hervorgeht,  auch  in  die  Theorie  der 
allgemeinen  linearen  Differentialgleichungen  einzudringen  versucht  hat. 

Wir  haben  zwei  lineare  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen 
Classe  derselben  Familie  zugezählt,  wenn  sie  dieselben  wirklichen 
singulären  Punkte  besitzen  und  wenn  sich  zwei  Systeme  von  Integral- 
quotienten angeben  lassen,  die  bei  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein 
um  diese  singulären  Punkte  auch  dieselben  projectiven  Substitutionen 
erfahren.  Die  scheinbar  singulären  Stellen,  die  für  Differentialglei- 
chungen derselben  Familie  noch  verschieden  sein  können,  sind  im  All- 
gemeinen Unendlichkeitsstellen  der  Integralquotienten,  in  deren  Um- 
gebung sich  die  Integralquotienten  verhalten  wie  rationale  Functionen. 
Es  würde  also  den  Anschein  haben,  dass  wir  das  Analogon  dessen,  was 
für  die  Integralquotienten  die  Familie  ist,  bei  Betrachtung  der  Inte- 
grale selbst  in  der  Zugehörigkeit  zweier  Differentialgleichungen  zur 
selben  Art  zu  suchen  hätten. 

In  der  That  stimmen  für  die  Integrale  zweier  Differentialglei- 
chungen  derselben  Art  (vergl.  Nr.  165,  S.  120)  diejenigen  singulären 
Punkte  überein,  in  deren  Umgebung  sich  die  Integrale  verzweigen  oder, 
wenn   die   Differentialgleichunf?  nicht   zur  Fuchs 'sehen   Classe    cjehört, 

OD  O  7 

unbestimmt  werden,  und  es  können  sich  nur  diejenigen  singulären 
Punkte  ändern,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  das  Verhalten  von 
rationalen  Functionen  zeigen.  Nun  kann  schon,  wenn  wir  die  Integral- 
quotienten einer  und  derselben  Differentialgleichung  betrachten,  eine 
Stelle,    die  für    einen    dieser  Quotienten    eine   reguläre   Stelle   ist,    für 
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einen  anderen  eine  Unendlichkeitsstelle  sein.  Dagegen  ist  für  die  Inte- 
grale selbst  das  Auftreten  einer  Unendliclikeitsstclle  für  ein  Integral 
insofern  charakteristisch,  als  es  dann  in  jedem  Fundamentalsystem«' 
mindestens  ein  Integral  geben  muss,  -welches  an  dieser  Stelle  ebenfalls 
unendlich  wird.  Es  liegt  dies  eben  daran,  dass  von  zwei  Funda 
ment.ilsystemen  von  Integralen  das  eine  durch  das  andere  ganz  linear 
darstellbar  ist,  während  Fundamentalsjsteme  von  Integralquotienten  als 
ffebro ebene  lineare  Functionen  von  einander  erscheinen. 

Suchen  wir  also  das  Analogon  der  Zugehörigkeit  zweier  linearer 
Differentialgleichungen,  deren  Integralquotienten  wir  betrachten,  zur 
selben  Familie,  so  werden  wir  den  Integralen  nicht  nur  dieselben  Ver- 
zweigungs-  und  Unbestimmtheitsstellen,  sondern  überhaupt  dieselben 
singulären  Stellen  zu  erhalten  haben,  d.  h.  wir  werden  unter  den 
Differentialgleichungen  derselben  Art  noch  diejenigen  aussondern,  füi- 
welche  auch  die  singulären  Stellen,  in  denen  Integrale  wie  rationale 
Functionen  unendlich  werden  (Kategorie  3.  der  in  der  Nr.  165,  S.  111' 
aufgestellten  Classification),  dieselben  sind. 

Wir  sagen  mit  Riemann,  dass  zwei  Differentialgleichungen  der- 
selben Art  insbesondere  zur  selben  C lasse  gehören,  wenn  auch  die 
Unendlichkeitsstellen  ihrer  Integi-ale,  wo  sich  diese  Integrale  wie  ratio 
nale  Functionen  verhalten,  übereinstimmen,  d.  h.  wenn  die  sämmtlichen 
wesentlichen  singulären  Punkte  in  beiden  Differentialgleichungen 
dieselben  sind. 

Zwei  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe  gehören  also 
dann  und  nur  dann  zur  selben  Classe  im  Sinne  von  Riemann,  wenn 
ihre  sämmtlichen  Avesentlicheu  singulären  Stellen  übereinstimmen,  und 
wenn  überdies  Fundamentalsysteme  dieser  Differentialgleichungen 
exi.stiren,  die  cogredient  sind,  d.  h.  bei  Umläufen  um  dieselben  singu- 
lären Stellen  auch  dieselben  Substitutionen  erfahren*). 

Wir  beschränken  uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  von 
Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe. 

Sei 


*)  In  seinen  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1888 
und  folg.  veröffentlichten  Arbeiten  bedient  sich  Herr  Fuchs  der  Bezeichnung 
„Classe"  für  die  Gesammtheit  derjenigen  linearen  Differentialgleichungen,  die 
nach  unserer  im  Anschlüsse  an  Herrn  Poincare  ("Acta  Matheraatica  Bd.  5,  1884) 
gewählten  Terminologie  zur  selben  „Art"  gehören.  Wir  haben  den  Classen- 
begriff  in  der  ursprünglich  von  Riemann  festgesetzten  Form  beibehalten. 
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eine  solche  Ditferfntial<'leicliuii<'\  a,,  <i ,,  ■  ■  •  a  die  im  Endlichen  j^e- 
le^enen,  ''',  .  j  =  '>^  'lir  unendlich  ferne  wesentlich  sin<^uläre  Pnnkt  und 
''■>  ''..?  ■  ■  ■  ''„  '^^i^  ansserwesentlich  sinf^ulären   Punkte.      Ferner  seien 

die  Elemente  irgend  eines  Fnndamentalsystemes  von  (A), 

die  Elemente  des  zu  x  =  d^  gehörigen  canonischen  Fnndamentalsystemes, 

die  Wurzeln  der  zu  x  =  «^  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, endlich  mögen 

Ä,,    Ä.,,  ■  '  ■  Ä  ,    A    ,  , 

die  dem  Fundamentalsysterae  y^,  y^,  •  •  •  y^^  entsprechenden  Fundamental- 
substitutionen bedeuten,  die  bei  der  ijewohnten  durch  die  Figf.  2 
(Nr.  208,  S.  304)  angedeuteten  Zersclmeidung  der  rr- Ebene  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Flüche  T  den  Ueberschreitungen  der  Quer- 
schnitte 

1 '       2 '  <; 

entsprechen.    Da  unter  den  «^ ,  •  •  •  a^,  ^„+i  auch  die  Stellen  enthalten 
sind,   an  denen  einzelne  Integrale  unendlich  werden,  ohne  sich  zu  ver- 
zweigen,  so   können    einzelne   der  Substitutionen  Ä    sich  auch  auf  die 
identische  Substitution  1  reduciren. 
Bedeutet 

(B)  qj^^q    'Uli  _| [-q  z  =  0 

eine  Differentialgleichung,  die  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört,  so  ist 
jedenfalls,  da  (A)  und  (B)  zur  selben  Art  gehören, 

(C)  ^  =  ,.^^4_,^,/4-...  +  ,_^,/«-^), 

wo  die  >*^j,  r^,  •  •  •  >'„_j  rationale  Functionen  von  x  darstellen.  Diese 
rationalen  Functionen  müssen  aber  überdies  so  beschaffen  sein,  dass 
die  durch  die  Gleichung  (Cj  definirte  Function  z  an  keiner  von  den 
a. ,  o,,,  ■  •  ■  a^  verschiedenen  endlichen  Stelle  unendlich  wird.  Dafireffeu 
kann  die  Differentialgleichung  (B)  im  Allgemeinen  ausserwesentlich 
singulare  Stelleu  besitzen,  die  von  denen  der  Differentialgleichung  (A) 
verschieden  sind.  Für  eine  wesentlich  singulare  Stelle  x  =  o  können 
sich  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (B) 
von  den  r^^,  r^„,  •  •  •  r^^^  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 
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Wir  sagen  von  dem  mit  Vy,  y.>,  ■  •  •  y„  cogredienten  Fundamental- 
systeme 

(1)  K-r^y.  +  r^y:  +  ---  +  r,^_J:-'\ 

es  sei  ein  Fuuctionssystem,  welches  mit  dem  Fimctionssystemo 
Vu  y^f  '  '  '  Vn  ^^^^  selben  Classe  gehört.  Diese  Definition  stimmt 
dann  offenbar  mit  der  folgenden  überein. 

Ein  System  von  n  Functionen  s,,  ß.,,  ■  ■  -  s  ,  die  in  der 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  T  allenthalben  eindeutig 
und  endlich  sind,  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte 
l,,  L,  •  •  •  l      die     Substitutionen     Ä,,  Ä,,,  ••■  A      erfahren    und 

1727  (f  1727  a 

keine  Stelle  der  Unbestimmtheit  besitzen,  gehört  mit 
?/j,  ^2,  •  •  •  2/„  zur  selben  Classe. 

In  der  That  befriedigt  jedes  so  beschaffene  Functionssystem  eine 
lineare  homogene  Differentialgleichung  von  höchstens  ^i'"""  Ordnung  der 
Fuchs 'sehen  Classe,  die  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehöi-t. 

Seien 

(2)  S   ,,    5   „,    •   •   •    S  (z  =  l,  2,    •a+l) 
V    /                                            xl"       y.z'                 y.n 

die  Wurzeln  der  zu  x  =  a  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung  der  Differentialgleichung  (B),  so  sagen  wir  mit  Kiemann, 
diese  Zahlen  seien  die  Exponenten  des  Functionssystems 
z^,  z^^,  '  '  •  z  .  Es  wird  uns  wesentlich  darauf  ankommen,  festzustellen, 
inwieweit  ein  mit  y^,  y^,  •  •  •  y,^  zur  selben  Classe  gehöriges  Functions 
System  durch  Angabe  seiner  Exponenten  (die  sich  natürlich  von  den 
entsprechenden  r_  .  nur  durch  additive  ganze  Zahlen  unterscheiden 
können)  bestimmt  ist. 

Hat  man  (^n  -\-  1)  Systeme  von  je  n  Functionen,  die  zur  selben 
Classe  gehören, 

yy.V     y:2>    ■    ■   ■    y.n  ('^  =  1,2,...7,  +  1), 

so  besteht  zwischen  diesen  Systemen  eine  homogene  lineare  Beziehung, 
deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind. 
Denn  setzt  man 

9^1?/,.    +  9>,y,,.    H f-  (Pn  +  iyn+l,.  =  ^^  (x  =  l,2,...7,), 

so  sind  die  (p^,  ^^,  •  ••  (p^,^  proportional  den  aus  dem  Systeme 

(?/.    )  (,  =  ,,2,  ••    n+l;  x  =  l,  2,  •  ■    n) 

ifcbildeten  Determinanten  n^^^  Ordnung.  Diese  Determinanten  sind  aber 
nach  dem  Appell'schen  Satze  (Nr.  15,  Bd.  I,  S.  40)  proportional  mit 
gewissen  ganzen  rationalen  Functionen  von  x. 
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Betrachten  wir  insbesondere  die  Beziehungen  (1),  die  zwischen 
Z^,  z.,,  •  •  .2'„  "iid  den  Ableitungen  der  y^,  ?/., ,  •  •  •  y^^  bestehen,  welch' 
letztere  ja  oÖenbar  Functionssysterae  sind,  die  mit  y^,  //.,,  •  •  •  y„  zur 
selben  Classe  gehören.  Diese  Beziehungen  lassen  sich  in  die  Form 
setzen 

(3)  gz^  =  \y^  +  h^  y;  +  •  •  •  +  K^^Jr''         (-M. ), 

wo  die  (I,  h,,  h, ,  ■  ■  ■  It      ,  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 

Sei  X  ^  c  eine  Wurzel  der  Gleichung 

g{x)  =  0. 
Wenn  x  =  c  mit  keiner  der  wesentlichen  singulären  Stellen  a^,  ü.^,  ■  ■  ■  a^ 
zusammenfällt,  so  sind  die   z^,  z^,  •  ■  ■  z^   für  x  ^  c  jedenfalls  endlich, 
also  müssen  in  diesem  Punkte  die  Ausdrücke 

verschwinden.  Wenn  nun,  wie  wir  voraussetzen  können,  die  ganzen 
Functionen 

keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  können  für  x  =  c  nicht  alle 
gleich  Null  sein;  also  muss  die  Determinante 

i^{yi,y.2,  •  ■  •  yj 

für  X  =  c  verschwinden.  Diese  Determinante  verschwindet  aber  nur 
für  singulare  Punkte  der  Differentialgleichung  (A),  wir  haben  also 
den  Satz: 

Der  Coefficient  g  der  s^  in  den  Gleichungen  {ß)  kann  nur 
für  die  singulären  Stelleu  der  Differentialgleichung  (A)  ver- 
schwinden. 


223.    Bestimmung  einer  Differentialgleichung  der  Classe, 
deren  determinirende  Gleichungen  zwischen  Null  und  Eins  gelegene 

Wurzeln  haben. 

Wenn  g  nur  in  den  wesentlichen  singulären  Stellen  von  (A) 
gleich  Null  wird,  so  definiren  die  Gleichungen  (3)  bei  willkürlicher 
Wahl  der  ganzen  rationalen  Functionen  /<^,,  Aj,  •  •  //^  j  ein  Functions- 
system  [z  ],  welches  mit  [y  ]  zur  selben  Classe  gehört.  Dies  ist  also 
insbesondere   der  Fall,   wenn  g   gleich    einer  Constanten   gewählt  wird. 

Diese  einfache  Bemerkung  soll  uns  dazu  dienen,  um  von  der 
Ditierentialgleichung  (A)  zu  einer  DiÖ'erentialgleichung  derselben  Classe 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  24 
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überzusrehen,  in  welcher  ilic  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen    gewisse     vorgeschriebene    Abweichungen     von     den     ent 
sprechenden  Grössen  der  Gleichung  ( A)  zeigen. 

Denken  wir  uns  die  Ditt'erentialgleiehung  (A)  in  der  Umgebung 
einer  gewissen  wesentlichen  oder  ausserwesentlichen  singulären  Stelle 
x=  a  in  der  Normalform  (Nr.  44,  Bd.  I,  S.  154)  geschrieben 

(A)        u-  -  a)"P  Ca02/^">  +  {a:  -  a)'"' P„_,{x)y"-''  +  •  •  •  +  Po(^)y 

=  P(?/)  =  0 
und  setzen  wir 

.    ^  =  A,//  +  i^'  -  ^^)Ry  +  •  •  •  +  l^-  -  nr-'R,_J''-  '>  =  B{y), 

wo  also  die  P^  ,  P^^_^,  •  •  •  P„  bestimmte,  die  P„_i,  •  •  ■  P^  noch  ge- 
eignet zu  wählende  ganze  i'ationale  Functionen  von  x  bedeuten,  von 
denen  P  und  P„_i  für  .r  =  a  nicht  verschwinden,  so  genügt  z  einer 
mit  (A)  zur  selben  Classe  gehörigen  Differentialgleichung,  die  wir  uns 
bei  X  =  a  ebenfalls  in  der  Normalform  geschrieben  denken  wollen: 

(B)    (x-ayQj"'  +  {x-  a)"-^(;>„_,/'-^'  +  .--  +  r^,..  =  (;>u)  =  ö, 

(^  ,  ^  _  ,  •  ■  •  O  sind  ganze  Functionen,  Q^^  für  x  =  <(  von  Null  ver- 
schieden. 

Bilden  wir  den  zusammengesetzten  Diöerentialausdruck 

Qiiiy), 

so  besitzt  derselbe  (Nr.  17,  Bd.  I,  S.  46)  bei  x  =  a  ebenfalls  die  Nor- 
malform und  hat  x  =^  a  zur  Stelle  der  Bestimmtheit.  Es  ist  dann 
(Nr.  164,  S.  HS) 

QB  =  SP, 

wo    S   einen    Differentialausdruck    (n  —  1  )**''    Ordnung    mit    rationalen 
Coefficienten  bedeutet,   der  für  x  =  a  auch  die  Normalform  und  diese 
Stelle  zur  Stelle  der  Bestimmtheit  hat. 
Seien  nun  für  unbestimmtes  q: 


Piix 

Qiyx  —  a)^)  =  (x  —  af^(pJ,Q){x  —  a)\ 

P((a:  -  af)  =  ix  -  af  ^  iP^{q){x  -  aj , 

x  =  0 

je 

S{(x  -  ar)  =  {x  -  af  y  x^{q){x  -  af 


X  =  0 


•22'i.    l)ittfroiiti;il<(leicliuii<,'fMi  oinor  C'lasso.  ,'571 

dm  clmnikteristisi-lioii  l-'unctioncii  ilcr  iJiireivutiiiliiiistlrücke  P,  (^,  Jl,  S, 
HO  haben  wir  iiacli  Nr.  8(3  (Htl.  1,  S.  309 j  die  Glcicbungen: 

^9>,^j9  +  «)'^V-  JP  +  ^)  =  ^Z.-j9  +  ^)f.-jQ  +  ^; 

(»■,^1=0,  1, -',■••). 

Die  beiden  ersten   dieser  Gleicbungssysteme  lauten 

(4)  <pM  h(9)  =  Xo(Q)fo(9)^ 

(i>)  9>,{9  +  ^)^'o^9  +  1)  =  Zo>C  +  l)/;»?  +  l), 

(♦^)     9>,{9)t,{9)  +  <Po^P  +  l)«^!»?)  =  X,(9)foi9)  +  Z,/?  +  l)/"/?)- 
Aus  der  letzten  Gleichung*  folgt  diuiu   mit   Rücksicht  auf  die  zweite 

.7^       r\f>^          /^,/^          ,     ,    ,, /o(g  + i)^i(g)- Vo(9  + i)/-x(g) 
(^)    Zi((>)/o(?)  —  9>ii9)^o(9)  =  Xoi9  +  1) %WTi) 

Sei  nun  r^  eine  A- fache  Wurzel  der  zu  x  =  a  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung 

1«)  /o(?)  =  ^^ 

von  (A),  so  kann  man  im  Allgemeinen,  wie  Herr  Heffter  gezeigt  hat, 
die  Coefficienten  des  Differentialausdruckes  R{y)  so  ein- 
richten, dass  die  zu  x  =  a  gehörige  determinirende  P^unda- 
mentalgleichung 

(^)  %(9)  =  0 

von   (B)   die   A  fache  Wurzel    r^  -f~  1    besitzt    und   ihre   sämmt- 

lichen  n  —  X  übrigen  Wurzeln  mit  (8)  gemein  hat. 

Nehmen  wir  nämlich  R{if)  von  der  A'^"  Ordnung  so,  dass 

^o(^)  =  ^o"^^-  (.9  —  r,f 
ist,  dann   verschwindet  die  linke   Seite   der  Gleichung  (J)   für  q  =  r^ 
von  der  A*""*  Ordnung.     Wenn  nun  nicht  gleichzeitig 

(10)  /o('-i  +  l)  =  '»    ""^1    /'i('-i)  =  o 

sind,  so  kann,  da 

to(r,  +  1)  +  0 

ist,  und  JR(?/)  auch  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass 

t/'iW  +  o 

ist,  die  rechte  Seite  von  (7)  nur  dadurch  für  q  =  r^  von  A*®'  Ordnung 
verschwinden,  dass 

X,(q  +  Ij  =  0 

die  A- fache  Wurzel  r^,  also 

Xo(9)  =  0 

24* 
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die  A-taclu'  \\  iiizel  r^  -f~  ^  besitzt.  Dann  Irni  aber  /Aifolge  der  (ilei- 
chung  (4)  auch 

die  A- fache  Wurzel  r^  -\-  1.  Dass  1?(k/)  überdies  so  eingerichtet  werden 
kann,  dass  die  n  —  /  übrigen  Wurzeln  von  (9)  mit  denen  von  (8), 
und  überhaupt  für  jeden  wesentlich  singulären  Punkt  die  Wurzeln  der 
determinireuden  Fundamentalgleichungen  von  (A)  und  (B)  überein- 
stimmen, ist  evident. 

Was  die  Bedingungen  (10)  anlangt,  so  ist  Folgendes  zu  bemerken. 
Wenn  z.  B.  zur  Wurzel  )\  ein  in  Reihenform  darstellbares  Integral 


l) 


..^c,X^-aY^+\      y,^0, 


gehört,  so  lauten  die  beiden  ersten  Gleichungen  der  für  die  g^  bestehen- 
den Recursionsformel  (Nr.  45,  Bd.  I,  S.  158) 

Wenn  alsdann  z.  B. 

wäre,  so  müsste  nothwendig  auch 

sein;  in  diesem  Falle   wäre   also  die   angegebene  Reduction  nicht  aus- 
führbar. 

Wenn  für  alle  wesentlich  singulären  Stellen  von  (A)  die  zu- 
gehörigen Fundamentalgleichungen  lauter  von  einander  verschiedene 
Wurzeln  haben,  so  können  die  Gleichungen  (10)  für  keine  der  Wurzeln 
der  zu  diesen  Stellen  gehörigen  determinireuden  Fundamentalgleichungen 
bestehen.  Da  wir  ferner  durch  Multiplication  vuu  y  mit  einer  ratio- 
nalen Function  von  der  Form 

wo  die  «j,  «.,,  •  ■  «„  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  bedeuten,  stets 
erreichen  können,  dass  die  realen  Theile  der  Wurzeln  der  determinireu- 
den Fundamentalgleichungen  für  die  im  Endlichen  gelegenen  wesent 
liehen  singulären  Stellen  «j,  a,^,  ■  ■  ■  «^  nicht  positiv  sind,  so  können 
wir  durch  wiederholte  Anwendung  des  für  x  =  a  und  die 
Wurzel  r,  beschriebenen  Verfahrens  stets  von  (A)  zu  einer 
Differentialgleichung  (A')  derselben  Classe  übergehen,  die  so 
beschaffen    ist,    dass    die    realen    Theile    der   W'uizein    der    auf 
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(I  ,a^,--a  bezütfllohen  dctcrmin  i  rcmlfii  Fn  ii(iaraentalfflei- 
chungen  zwischen  Null  und  dvr  uegiitivcn    Kiulicii  liegen. 

Flerr  F'uchs,  der  diese  Kediiction  zuerst  angegeben  hat,  lehrt,  wie 
man  die  Coetticienten  der  Beziehung,  die  zwischen  den  abhängigen 
Variabein  der  Differentialgleichungen  (A)  und  (A')  besteht,  direct 
finden,  also  die  Reduction  mit  einem  Schlage  ausfuhren  kann.  Die 
analoge  Reduction  in  dem  Falle,  wo  für  die  determinirenden  Funda 
mentalgleichungen  von  ( A)  Wurzeln  vorhanden  siiul,  die  sich  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  beruht  auf  dem  folgenden  ebenfalls  von  Herrn 
Fuchs  herrührenden  Satze: 

Man  kann-  stets  eine  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehörige 
Differentialgleichung  (A')  finden,  die  so  beschaffen  ist,  dass, 
wenn  /•. ,  }\,  ■  •  ■  r  die  Wurzeln  der  zu  einem  singulären 
Punkte  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 
von  (A')  bedeuten,  welche  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  von 
einander  unterscheiden,  die  Gesammtheit  der  von  r^  um  ganze 
Zahlen  (die  Null  mit  eingeschlossen)  verschiedenen  Wurzeln 
in  der  Form 

r^ ,    r^  —  1 ,    fj  —  2,  •  •  •  r^  —  v         (v^n  —  i) 

darstellbar  ist. 

Seien  nämlich  für  die  zu  x  =  a  gehörige  determinirende  Glei- 
chung von  (A) 

die  von  r^  um  ganze  Zahlen  verschiedenen  Wurzeln,  und  möge  für 
X  =  0,  l,  ■  •  •  V  die  Wurzel  r^  —  (/,^  eine  A^- fache  sein,  während 
(J^^,  g^,  g^,  •  ■  ■  0^  ganze  Zahlen  bedeuten,  für  welche 

g^  =  ^<g,<u.<--<Oy 

ist;  dann  kann  man  zunächst  zu  einer  Differentialgleichung  übergehen, 
die  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört,  und  für  welche  die  zu  x  =  a 
gehörige  determinirende  Gleichung  die  Wurzeln 

^;    ^— ^1  +  1'    ^1— ^27  •  •  •  ^-^. 

beziehungsweise  A^,  Aj,  A^,  •  ■  ■  A^-fach  besitzt,  wenn  ^j  >  1  ist.  Durch 
Wiederholung  dieses  Processes  gelangt  man  zu  einer  mit  (A)  zur  selben 
Classe  gehörigen  Differentialgleichung,  für  welche 

^^    »"i—  1^    ^  —  ^2^  •  •  •  ^— ^v 

beziehungsweise  X^,  A^,  Ag,  •  •  •  A,,- fache  Wurzeln  der  zu  x  =  a  ge- 
hörigen determinirenden  Gleichung  sind.     Wenn  ^o  >  2,  so  fährt  man 
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in  derselben  Weise   fort,   bis  die   gewünschte  Form   der  Wurzelgruppe 
erreicht  ist. 

Diese  Reduction  ist,  wie  sich  leicht  übersehen  lässt,  für  den 
Punkt  X  =  cc  genau  in  derselben  Weise  durchführbar  wie  für  eine 
im  Endlichen  gelegene  Stelle. 

224.    Sätze  über  DifFerentialgleicliungen,  die  zu  derselben  Classe 

gehören. 

Wir  kehren  zur  allgemeinen  Untersuchung  der  Coefficienteu  der 
Relation  (3)  (Nr.  223,  S.  369)  zurück  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  [z  ]  ein  mit  [i/_  ]  zur  selben  Classe  gehöriges  Functionssystem 
bedeuten. 

Bezeichnen  wir  mit 

^S^iVi:  V,,  ■'■  yj 

die  Determinante,  welche  aus  der  Detenninante 

I  '  (1—1) 

\yi,  Vi,  ■■  Vi 

JD(^„y„---y,)  =  \y^>y^>--^'''' 

I  '  (n  —  1) 

\  "rt  '   '^ n  '  J n 

dadurch  hervorgeht,  dass  man  die  Elemente  der  k^^^  Verticalreihe  durch 
■^i;  ^2?  ■  ■  *  ^n  Gesetzt,  so  ist 

^^^^  0         i>iyi,  2/2- •••2/„) 

In   der  Umgebung  des   wesentlich    singulären    Punktes  a^  ist  (Nr.  43, 
Bd.  I,  S.  152)  die  Determinante  D(y^,  y.,,  ■  ■  •  yj  in  der  Form 

i>{yt,  y,,--  y,)  =  (-^  -  « j'''^  ^.(^  I «) 

darstellbar,   wo  Sß_   eine  gewöhnliche,  für  x  =  a^  nicht  verschwindende 
Potenzreihe  von  x  —  a  bedeutet  und 

^-T  n(n  —  1) 

y.  X ,      XI  2 

1  =  1 

gesetzt  wurde;  ebenso  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  oo 


wenn   wir 


"+1         ^     0  +  1,'     '  2 

1  =  1 
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setzen    und    ^    eine    fjrewöhnlichc,    für    .r  =  -X)    nicht    verschwindende 
Potenzreihe  von  j~     bedeuten  lassen. 

ZufoW    der    zwischen    den    Substitutionen    A.,Ä,,-A      A 

i  '         2'  n  >         <T-j- 1 

bestehenden  Beziehung 

n-\- 1       o  2       1 

ist  (vergl.  Nr.  122,  Bd.  I,  S.  445)  die  Summe 

o  +  l        n 

eine  ganze  Zahl;  es  ist  folglich 

eine  für  alle  endlichen  Werthe  von  x  eindeutige  und  endliche  Function 
die  sich  für  x  =  oo  wie  die  ganzzahlige  Potenz 

«(n  — 1) 


(^) 


r_(a  — 1). 


verhält.  Wäre  der  Exponent  dieser  Potenz  positiv,  so  müsste  das 
Product  (12)  nach  einem  elementaren  Satze  der  Functionentheorie  eine 
Constante  und  zwar,  da  es  für  :c  =  oo  verschwindet,  gleich  Null  sein. 
Dies  ist  aber  ausgeschlossen,  weil  \xjA^  ein  Fundamentalsystem  bedeutet; 
also  ist 

,  _  («  _  1)  !l(!l_zi)  ^  0, 

und  das  Product  (12)  ist  demnach  eine  ganze  rationale  Function  vom 

Grade 

,  ^^  n(n  —  1) 

Wir  können  diese  ganze  Function  auch  sofort  genau  angeben, 
wenn  wir  bemerken,  dass  D{y^,  y^,  ■  ■  •  //„)  und  folglich  auch  das  Pro- 
duct (12)  für  jeden  ausserwesentlichen  singulären  Punkt  x  =  h,  ver- 
schwinden muss  wie 

wo  (vergl.  Nr.  57,  Bd.  I,  S.  201) 

n 

■^^1  n{n  —  1) 

r   =  >  r  . ^r — -        (z  =  i,2,  •o) 

ist  und  r  ,  i"  ,  •  •  •  v  die  Wurzeln  der  zu  x  =  h  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung  bedeuten.  Da  nämlich  zufolge  der 
Fuchs 'sehen  Beziehung  (Nr.  68,  Bd.  I,  S.  241) 
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y=l  1  =  1 
ist,   so  ist,   abgesehen   von   einer  Constanten,   das   Product  (12)   direct 
gleich  der  ganzen  Function 


YJi,^_iy.  =  G{x). 


1 

Wir  haben  also 

n 

(14)  B^rj^,  y.^,  •■•//„)  =  CKx)JJ(x  -  af". 

x  =  l 

Durch  ganz  analoge  Schlüsse  findet  man,  dass  auch 

-JL-  i^) 

ist,   wo  G,  {x)   eine  ganze   rationale   Function  bedeutet,   die   für  keine 
der  Stellen  a^,  a^,  ■  •  •  a^  verschwindet  und  wo  die  Differenzen 

Tj   r.  (;.  =  1,  2,  ■•  ■  O;   z  =  1,  2,  •  •  ■  n) 

ganze  Zahlen  sind. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  wir  den  Factor  y  von  z_^  in  den  Glei- 
chungen (3)  gleich  einem  Producte  von  der  Form 

(j  =  G{x)H{x) 
nehmen  können,  wo  H{x)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,  die 
nur  für  die  Punkte  a^,  a^,  •  •  ■  a^  verschwindet.    Wir  erhalten  also  den 
folgenden  Satz,  der  eine  wichtige  Ergänzung  des  in  der  Nr.  222  (S.  369) 
gefundenen  Ergebnisses  bildet: 

Der  Coefficient  g  von  z,^  in  der  Gleichung  (3)  kann  in 
ausserwesentlichen  singulären  Punkten  der  Differentialglei- 
chung (A)  von  keiner  höheren  Ordnung  verschwinden  wie  die 
Determinante  des  Fundamentalsystems  dieser  Differential- 
gleichung. 

Wir  wollen  sagen,  der  Punkt  h^  sei  ein  ausserwesentlich 
singulärer  Punkt  r.*"  Ordnung  oder  ein  r^-facher  ausser- 
wesentlich  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (A),   wenn 

wie  oben  ^ 

'T-T  n{n  —  1) 

r  =  >  r  . ^i — 

>  =  i 
ist.     Für    r.  =  1    haben    wir    also    einen    einfachen    ausserwesentlich 
singulären    Punkt;  es  ist  dann,   da   alle   r^j,  v^.^,     ••  r^^   von   einander 
verschiedene  ganze  Zahlen  bedeuten,  nothwendig 
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i'..  =  »h    r.o  =  »^  -  2,    r^,  =  n-  3,  •  •  •  i;„  =  0, 
die   eingeführte  Bezeichnung   stimmt  also   in   diesem  Falle   mit  der   in 
der  Nr.  112  (Bd.  I,  S.  401)  benutzten  überein. 

Für  einen  solchen  einfachen  ausserwescntlidi  sing\iliirtMi  Punkt  b^ 
wird  also  (j  im  Allgemeinen  von  erster  Ordnung  verschwinden.  Damit 
dami  die  [zj  mit  den  \yj  zur  selben  Clas.se  gehören,  müssen  die 
ganzen  Functionen  ^'y, /',  ?  •  /'„.^,  ^^  eingerichtet  werden,  dass  die 
[z^]  für  X  =  h^  endlich  bleil)en.  Sei  \)^,  l)^,,  •  •  •  t)^  das  zu  x  ^=h^  ge- 
hörige canonische  Fundamentalsystem,  also  in  der  Umgebung  von 
X  =  h^ 

wo  ^j,  ^27  ■  ■  ■  ^,,  gewöhnliche  Potenzreihen  sind,  die  für  ■'■  =  b^ 
nicht  verschwinden.  Mögen  ferner  hiy  h^y  '  '  '  K  ^^^^  ^^^  ^\'  ^\"  '  '  '  ^a 
entsprechenden  Lösungen  der  Ditierentialgleichung  (B),  und 

g{x)  =  {x-hM^),     KU  +  0 
sein.     Dann  sind  die  Coefficienten  der  ganzen  Functionen 

Ih^ ,    ]b, ,  ■■  ■  h      . 

0  *  1  *  n  —  1 

SO  einzurichten,  dass  die  rechten  Seiten  der  Gleichimgen 

(x  -  h.X9(x)h  =  /^o^i(^  1 K)  +  K^i'i^  I U  +  ■  •  •  +  K-x¥r'\^ !  U 

(x  —  &J^(^)s„_i  =  h^{x  —  hj-''^^_^(x\hj  H 


d 


n  —  l 


+  /'._, -^j=il(.^-*.r"5p,_,(x;6j 


(Ix 


den  Factor  x  —  b^  erhalten;  die  rechte  Seite  der  n'®°  Gleichung 

enthält  den  Factor  x  —  b_   schon  von  selbst.    Also  müssen  entsprechend 
dem   einfachen  ausserwesentlich   singulären  Punkte  x  =  b^   die   in   den 

K,    K^  '  ■  ■  \-i 
auftretenden    Coefficienten    genau    n  —  1     von    einander    unabhängige 
homogene  lineare  Gleichungen  erfüllen.     Ebenso  folgt  allgemein: 

Entsprechend  einem  r. -fachen  ausserwesentlichen  singu- 
lären Punkte  müssen  die  Coefficienten  der  ganzen  Functionen 

^;    ^'p  •  •  ■  ^'«-1 
genau    (u  —  l)r^  von    einander  unabhängige  Bedingungen   er- 
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füllen;  zu  diesen  treten  dann  noch  die  v    Bedi  ni^ungen,  welche 
bewirken,  dass  g  den   Factor 

{x  —  h,y- 

enthält. 


225.    Differentialgleichvingen    mit    nur   einfachen   ausserwesentliehen 

singulären  Stellen.     Constantenzählungen   für  die  homogene 

Monodromiegruppe. 

Wenn  wir  z  gleich  der  h'^'"  Al)leitung  von  y  nehmen,  so  liefern 
uns  die  erlangten  allgemeinen  Resultate  eine  Bestätigung  der  bereits 
im  fünften  Abschnitte  gefundenen  Sätze  über  die  Gestalt  der  Coeffi- 
cienten  einer  Difierentialgleichung  der  Fuchs'schen  Classe. 

In  diesem  Falle  ist  nämlich  (vergl.  Nr.  14,  Bd.  I,  S.  37) 

^.<>'  Vi^y-i,---  y,)  =  (—  ^f^„-,+i(yi,  v^,  •  •  •  !/„), 

und  folglich  haben  die  oben  mit  r^"    bezeichneten    Zahlen   die   Werthe 

r^f    =    >";   +    5<   n  1  (z  =  1,  2,      •  n;    ;.  =  1,  2,  •   ■  a). 

Wir  erhalten  also 

a  a 

(15)  G^x)JJix  -  a,)\f'  =]J(x - a,y-'  G^ (x),/-'^  +  •  •  •  +  GSx)y, 

wo  die  Gj^(x),  ■  ■  ■  G^{x)  ganze  rationale  Functionen  bedeuten,  deren 
Grade  sich  durch  Betrachtung  des  unendlich  fernen  Punktes  ergeben. 
Man  findet  in  Uebereinstimmung  mit  Nr.  t)2  (Bd.  I,  S.  220)  den  Grad 
von    G  (x)  gleich 


^;i+(^— !>• 


Wenn  wir  nebst  dem  Systeme  [^J  noch  die  (« —  1)  Systeme 

betrachten,  .so  gehören  diese  offenbar  auch  mit  []/J  zur  selben  Classe. 
Es  ist  folglich 

G{x)H,{x)zl^'  =h^^y^J^h,^y;+...+h.^_J-''        (.  =  1,2  ...;  .=0,1,    .-1), 

WO   die   H^,  H^,  •■■  i/^_,   ganze    rationale    Functionen    bedeuten,   die 
nur  für  a, ,  «,,  •••  a    verschwinden  können,  und   die 

1  ■         2 '  (1 

Ko^  ^';.i'   ■••   ^.,n-l 


'J25.    Einfache  auBserwesentlich  singulare  Stellen.  370 

ganze  Functionen  sind,  die  sich  aus  den 

und  deren  Ableitungen  sowie  aus  den  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung (A)  nebst  deren  Ableitungen  zusammensetzen.  Nach  dem 
Multiplieationstheoreme  der  Determinanten  haben  wir  demnach 

(16)  [GixiTH^ix)  ■  ■  ■  H^_^{x)D(z^,  z^,---  zj  =  |  A,^  I  D{y^,  y,,    -yj 

{y,  1=0,  1,        71  — 1). 

Die  Coefficienten  /<^,, /',,■• /i,._i  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3j 
müssen  zufolge  der  ausserwesentlich  siugulären  Stellen  r^*"""  Ordnung 

X  =  b  (z  =  1,  2,       o) 

y. 

genau 

z=l 

Bedingungen  erfüllen.  Diese  Bedingungen  können  wir  jetzt  auch 
so  formuliren,  dass  wir  sagen,  es  muss  die  Determinante 

|A.^|  (i,y.=0,l,-     n  —  l) 

durch  die    (w  —  1)'®  Potenz   der    ganzen   Function   G(x)    theil- 

bar  sein. 

Setzen  wir 

h.\ 

^^—:=^K(X)  (i,y.  =  0,l,      -n-l), 

so  lässt  sich  die  Gleichung  (16)  mit  Rücksicht  auf  (14)  in  der  Form 
H,{x)  . . .  H_,(x)D{z^,  z,,.-.  zj  =  K{x)  JJ  {^-  aj-^- 

x  =  l 

schreiben.     Die  Determinante  des  Fundamentalsystems  [^J, 

kann  nur  für  singulare  Stellen  und  muss  für  die  ausserwesentlich  singu- 
lären  Stellen  der  Differentialgleichung  (Bj  verschwinden  (Nr.  11,  Bd.  I, 
S.  30  und  Nr.  57,  Bd.  I,  S.  201);  daraus  folgt,  dass  die  Gleichung 

(17)  .  K{x)  =  0 

durch  ihre  Wurzeln  die  Lage  und  durch  die  Vielfachheit  jeder 
Wurzel  zugleich  die  Ordnungszahl  der  ausserwesentlich   sin- 
gulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (Bi  bestimmt. 
Nun  können  wir  offenbar  die  ganzen  Functionen 

^'o'  ^'i^   •••  ^'«-1 
so  einrichten,  dass  die  Gleichung  (^17)  lauter  einfache  Wurzeln  besitzt, 
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dann  sind  also  alle  ausserwesentlich  singulären  Stellen  der  DifiFerential- 
gleiehung  (B)  einfache,  d.  h.: 

Wir  können  von  (A)  stets  zu  einer  Differentialgleichung 
derselhen    Classe    ühergehen,   die   nur  einfache   ausserwesent 
liehe  singulare  Stellen  besitzt. 

Es  ist  folglich  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir 
im  Folgenden  von  vornherein  annehmen,  dass  die  ausserwesentlichen 
singulären  Stellen  h^,  b„,  •••?'„  der  Differentialgleichung  (A)  einfache 
sind.     Dann  ist  also 

r     =1  (>r=J,2,  •••  o), 

und  die  ganze  Function  G{x)  ist  einfach  vom  Grade  q, 

y  =  l 

Die  Thatsache,  dass  h  einfache  ausserwesentlich  singulare  Stelle  ist, 
legt  den  Coefficienten  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (15)  n — 1  Be- 
dingungen, dem  Coefficienten  der  linken  Seite  eine  Bedingimg  auf, 
so  dass  wir  also  im  Ganzen  für  die  Coefficienten  von  (15)  oder  von  (A) 
genau  7i  Bedingungen  und  für  alle  q  ausserwesentlich  singulären  Stellen 
zusammengenommen 

HQ 

von  einander  unabhängige  Bedingungen  erhalten  (vergl.  Nr.  57,  Bd.  I, 
S.  203). 

Wir  nehmen  nun  an  der  Diiferentialgleichung  (A)  bez.  (15)  eine 
Constantenzählung  vor,  die  der  in  der  Nr.  207  (S.  301)  vorgenommenen 
analog  ist;  so  wie  dort  die  projective  Monodromiegruppe,  wird  aber 
jetzt  die  homogene  lineare  Monodromiegruppe  &  in  Betracht  ge- 
zogen werden. 

Die  ganzen  Functionen  G  (x)  in  (15)  sind  vom  Grade 

wir  haben  also  in  allen 

G(x),  G^{x),  ••.  G^{x)     ^ 
im  Ganzen 

Constanten,  wo  die  ausserwesentlich  singiilären  Stellen  fe^,  6^,  •••  h^  als 
Constanten  von  G{x)  schon  mitgezählt  sind.  Zu  diesen  treten  noch 
die  6  wesentlichen  singulären  Stellen,  die  aber  nur  a  —  2  wesentliche 
Parameter  liefern,   da   wir   durch    lineare   Transformation  des  x,  ohne 
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den  Charakter  des  uiiciKlIicIi  leriien  Punktes  als  wesentlich  singulärer 
Stelle  zu  ändern,  /..   B. 

«,  =  0,   «,,  =  1 

machen  können.  Dagegen  sind  abzuziehen  ein  constanter  Homogenit'ats- 
factor  in  der  Gleichung  (15)  und  die  ng  Bedingungsgleichungen  für 
die  ausserwesentlich  singulären  Stellen,  so  dass  genau 

(n  +  1)  (p  4-  1)  +  (a  -  1)  '^^^  -nQ-l-\-a-2 


verfügbare  Parameter  in  den  Coefficienteu  von  (A)  enthalten  sind. 

Die  Gruppe  0,  die  aus  den  Fundamentalsubstitutionen  J^^,  ^.,,  ■  ■  ■  A^. 
gebildet  ist,  hängt  von  «*"(?  Parametern  ab;  da  wir  aber  ähnliche  Gruppen 
als  nicht  von  einander  verschieden  ansehen  müssen,  d.  h.  also  die  n 
Coefficienteu  einer  willkürlichen  linearen  Transformation,  durch  die  wir 
von  dem  Fundamentalsysteme  [?/  ]  zu  einem  anderen  Fundamentalsysteme 
übergehen,  noch  abziehen  müssen,  bleiben  zunächst 

n  6  —  n' 

Parameter.  Aber  die  Multiplication  aller  [2/J  mit  einem  constanten 
Factor  ändert  nichts  an  der  Gruppe,  es  sind  also  richtig  nicht  n' ,  son- 
dern nur  n'  —  1  Parameter  abzuziehen,  so  dass  &  genau  von 

n{6  —  1)  -f  1 
Parametern  abhängt. 

Denken  wir  uns  die  Gruppe  0,  d.  h.  die  dieselbe  bestimmenden 
n{6  —  1)  -|-  1  Parameter  gegeben  und  fragen,  ob  es  möglich  ist,  die 
lineare  Diöereutialgleichung  (A)  so  einzurichten,  dass  die  gegebene 
Gruppe  die  Monodromiegruppe  derselben  sei,  so  müssen  wir  also  die 
in  den  Coefficienteu  von  (A)  auftretenden  Parameter  in  geeigneter 
Weise  zu  bestimmen  suchen.  Es  muss  also  jedenfalls  die  Anzahl  dieser 
Parameter 

^  _^  ,,  -|_  (<j  _  1)  «iü±l^  _p  <j  _  2  >  m'((?  —  1)  +  1 

sein.  Hieraus  erkennen  wir,  dass  es  für  w  >  2  im  Allgemeinen  nicht 
möglich  ist,  eine  Differentialgleichung  (A)  herzustellen,  die  eine  vor- 
geschriebene Monodromiegruppe  &  und  keinen  ausserwesentlichen  singu- 
lären Punkt  besitzt.  Oder  wie  wir  auch  sagen  können:  Damit  es 
möglich  sei,  eine  zur  Gruppe  &  gehörige  Differentialgleichung  (A)  her- 
zustellen, die  keinen  ausserwesentlich  singulären  Punkt  besitzt,  müssen 
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zwischen   den  ?/'((J  —  D  -|-  1    PafaiiR'tcni   von   fc>  geiniu 

»r (ö  —  1)  +  2  —  (<?  —  1)  — ^.^  ^ w 

Relationen  bestehen. 

Diese  Anzahl  ist  stets  positiv,  wc-nn 
«  >  2 ,     (?  >  1 

ist,  nnr  für  n  =  2  ist  dieselbe  gleich  Xiill.  \\"\v  finden  also  hier  bei 
Betrachtnng  der  Integrale  und  der  zu  denselben  gehörigen  honntgenen 
linearen  Gruppe  gena\i  dasselbe  Ergebniss,  wie  wii-  es  in  der  Nr.  207 
(S.  302)  durch  Betrachtung  der  Integralquotienten  und  der  zugehörigen 
projectiven  Gruppe  abgeleitet  hatten.  Die  daselbst  anfgestellten  Sätze 
bleiben  für  nnsere  gegenwärtige  Untersuchung  bestehen,  wenn  wir  in 
denselben  an  die  Stelle  von  „scheinbaren  singiilären  Punkten"  „ausser 
wesentlich  singulare  Punkte"  setzen.  Es  liefert  uns  also  auch  diese 
Constantenzählung  eine  Bestätigung  dessen,  dass  den  ausserwesentlich 
singulären  Punkten  für  die  Betrachtung  der  Integrale  die  analoge  Rolle 
zufällt  wie  den  scheinbar  singulären  Punkten  für  die  Betrachtung  der 
Integralquotienten,  und  dass  demnach  beim  Studium  der  Integrale  selbst 
die  Differeutialgleichimgen  derselben  Classe  (also  nicht  die  derselben 
Art)  das  Analogon  sind  für  die  beim  Studium  der  Integralquotienten 
auftretenden  Differentialgleichungen  derselben  Familie. 

Wir  wollen  auch  hier,  ähulich  wie  in  der  Nr.  217  (S.  34H),  die 
Constantenzählung  unter  der  Voraus.setzung  vornehmen,  dass  nicht 
nur  die  Parameter  der  Gruppe  &,  sondern  auch  die  wesentlichen  singu- 
lären Stellen 

fest  aber  sonst  willkürlich  gegeben  sind. 

Die  Anzahl  der  in  den  Coefficienten  der  Dift'erentialgleichung  (A) 
verfügbaren  Parameter  reducirt  sich  dann  auf 

.  ,     .  ^  -,  n(n-\-  1) 

Soll  eine  Bestimmung  derselben  möglich  sein,  so  dass  die  Differential- 
gleichung (A)  die  durch  ihre  n{6  —  1)  +  1  l'arameter  gegebene 
Gruppe  &  zur  Monodromiegruppe  hat,  so  muss  also 

Q-\-u^{6—  1)  "^"+^^  —  (ö  -  Ij  n'—  1  ^  0 

sein,  d.  h.: 

Damit  eine  Differentialgleichung  (Aj  gefunden  werden 
kann,  welche  die  vorgeschriebenen  wesentlichen  singulären 
Punkte 
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l)esitzt,  1111(1  (so  di-üfkcii  wir  uns  jetzt  exactcr  aus)  für  welche 
tili  l'uuilamentalsystem  existirt,  welclies  bei  Ueberschreitung 
der  Querschnitte  /^ ,  /.,,  ■••  /  die  vorgeschriebenen  Substitu- 
tionen 

^,,  A.,,  •••  A, 

erfahrt,  muss  die  Anzahl  ()  der  ansserwesentlich  siugulären 
Stellen 

(18;  ?>(<?-  1)  -^^—'  +  1  -  n 

genommen   werden. 

Da  die  Gesammtheit  aller  Differentialgleichungen,  deren  wesentlich 
singulare  Punkte  die 

"l^    «2»    •••    «a^    ."^y 

und  deren  zugehörige  Fundamentalsubstitutionen  die 

1 '        ä'  a'        «+1 

sind,  eine  bestimmte  Classe  ausmacht,  so  schliessen  wir  aus  der  vor- 
genommenen Clonstantenzähliing,  dass  bei  willkürlicher  Wahl  der 
ö, ,  «,,  •••  a  eine  und  nur  eine  Differentialgleichuntj  der  Classe  vor- 
handen  sein  dürfte^  die  <^"enau 

(19)  ,^^  =  («_i)"i'-i)  +  i_„ 

ansserwesentlich  singulare  Stellen  besitzt,  da,  wemi  q  gleich  dieser  An- 
zahl genommen  wird,  in  den  Coefficienten  von  (A)  genau  ebensoviele 
noch  verfügbare  Parameter  auftreten,  wie  in  der  Gruppe  0.  Natürlich 
hat  diese  F'olgerung  aus  der  Constantenzählung  nur  heuristische  Bedeu- 
tung, wir  werden  sehr  bald  sehen,  wie  dieselbe  ]u-äcisirt  werden  muss. 

22G.    DiflFerentialgleicliungen  derselben  Classe,  deren  determinirende 
Fundamentalgleichungen  übereinstimmen. 

Wir  hatten  in  der  Nr.  224  (S.  376)  erkannt,  dass  die  allgemeinste 
Transformation,  durch  welche  man  von  der  Differentialgleichung  (A) 
zu  einer  Differentialgleichung  (B)  derselben  Classe  übergeht,  in  der  Form 

(20)  g^x)z  =  \y  +  A,//'  +  •  •  ■  +  K_J''~"' 
dargestellt  werden  kann,  wo  die  ganze  Function  g{x)  als  ein  Product 

g{x)  =  G{x)H[x) 
von  zwei  Factoren  darstellbar  ist,  deren  einer  H{x)  nur  für  die  wesent- 


384  XI.    Fonnulirung  der  Umkehrprobleme.    Kapitel  8. 

liehen  siuß'ulären  Stellen  ff, ,  ff^,  •••  a  verschwindet,  während  der 
andere  G{x)  für  jeden  ausserwesentliehen  singulären  Punkt  von  (A) 
von  so  hoher  Ordnuni^  verschwindet,  wie  die  Vielfachheit  dieses  au.sser- 
wesentlich  singulären  Punktes  angiebt.  Die  h^,  h^,  ■  ■•  //^^_,  sind  dann 
ganze  rationale  Functionen,  deren  Coefficienten,  entsprechend  jedem 
linearen  Factor  von  G{x),  n  —  1  von  einander  unabhängige  Bedingungen 
zu  erfüllen  haben. 

Wir  stellen  uns  nun  nach  Riemann  die  Aufgabe,  die  Coefficienten 

9,  1>oi  K,  ■■■  ^'„-1 

der  Relation  (20)  so  zu  bestimmen,  dass  die  Differentialgleichung  (B), 
der  -  Genüge  leistet,  nicht  nur  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört,  son- 
dern dass  auch  für  jeden  wesentlichen  singulären  Punkt  die 
Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Dif- 
ferentialgleichungen (A)  und  (B)  übereinstimmen. 

Aus  der  Forderung  folgt  zunächst,  dass  die  Exponenten  r.  ,  zu 
denen  die  Determinanten 

in  Bezug  auf  die  Punkte  a^  gehören,  für  x  =  1,  2,  •  •  •  «  nicht  kleiner 
sind  wie  die  entsprechenden  Exponenten  r.^,  zu  denen 

^(?/i;  y.,  •■■  yj 

ffehört.     Es  ist  nämlich  im  Allgemeinen 

r!^^  =  r^    -\-   X  1  (^  =  1,2,       ö;    x  =  l,i,        n). 

Daraus  schliessen  wir,  dass  wir  H(x)  gleich  einer  Constanten  nehmen 
können,  so  dass  also  einfach 

g{x)  =  G{x) 

ist.  Wir  hatten  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichung  (A)  genau  q  ein- 
fache ausserwesentlich  singulare  Punkte  haben  sollte;  die  Voraussetzung, 
dass  alle  ausserwesentlich  singulären  Punkte  einfache  sind,  ist  zwar 
im  Folgenden  nicht  erforderlich,  wir  halten  aber  der  Bequemlichkeit 
wegen  trotzdem  an  derselben  fest. 

Es  ist  also  g{x)  eine  ganze  Function  ^*''"  Grades,  die  für  keinen 
der  wesentlich  singulären  Punkte  a^ ,  a„ ,  ■  ■  •  ff,,  verschwindet.  Seien 
die  ganzen  Functionen  h^,  li^,  •■•  /<„_i  beziehungsweise  von  den  Gra- 
den r  ,  T, ,  •  •  •  T  , ,  so  handelt  es  sich  zunächst  um  die  Bestim- 
mung  die.ser  Gradzahlen. 

Zu  dem  Ende  betrachten  wir  den  Punkt  x  =  oo  und  das  zu  dem- 
selben gehörige  canonische  Fundamentalsystem  von  (A) 
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'u.,.=a)'"'""*«a)'  *«(-)+ ^^  <•=■•=•"'■ 

Diiiiii  ist,  da  tlio  ('nts])rt'eben(k'n  Intcf^ralc;  von  (B)  zu  denselboii  Ex- 
IxuiL'iiten  gehören  müssen,  in  der  Umgebung  von  x  =  rxj 

wo  die  ^E  ,  '"E  ,  ^  ,  •  •  •  'iJ  ,  «»•ewöbnliche  l\)tenzreihen  bedeuten, 
von  denen  ^  für  x  =  oo  sicher  von  Null  verschieden  ist.  Es  muss 
folglieh 

-^0^9,     T,  ^  p  +  1 ,     r.,<Q-{-2,  ■  ■  ■  t^_^£Q-^n—l 

sein,  wir  können  also  im   Allgemeinen 

(21)  r^  =  9  +  ^ 

nehmen. 

Die  ganzen  Functionen  //„ ,  // , ,  ••  •  //      ,  enthalten  somit 

1     -1  \     1     ''(w  —  1) 

Coefficieuten,  zwischen  denen  zufolge  der  q  ausserwesentlichen  singii- 
lären  Punkte,  für  welche  (/(x)  verschwindet, 

homoccene    lineare    Bedinjjcuntjso'leicbunffen     stattfinden,    so    dass     also 

nur   noch 

.  ,    n{n  —  1) 

«  +  ?  +         2 

dieser  Coefficienten  verfügbar  bleiben.  Wir  haben  jetzt  noch  die  Be- 
dingimgen  dafür  aufzustellen,  dass  auch  für  die  im  Endlichen  gelegenen 
wesentlichen  singulären  Punkte  Uebereinstimmung  der  Wurzeln  der 
determinirenden  Gleichungen  von  (A)  und  (B)  stattfindet. 

Setzen  wir  in  (20)  für  y  die  Elemente  des  zu  x  =  a    gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems  von  (A) 

tj^.  =  {X  —  «/'*•"  ^.  (^i  «J  ('  =  1.2.-") 

ein,  so  erhalten  wir  in  der  Umgebung  von  x  =  <i,^ 
{x-ay'-'%{x\a;)  =  [h^{aj  +  /.;(.0(^  -  «J  +  •  •  -K^  -  ay"%{x\a;^ 

+  VKi^O  +  /'  /(« J  (^  - « J  +  •  •  •]  (^'-  - «.) '"' '  %ii< ''.)  +  ■  •  • 

(/  =  1,2,  •••  »), 
Schlesinger,  Differeiitiulglcichuugen.    II.  25 
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wo  dii'  'iv,  iv,  •  •  •  'iv  ,  ijewühnliclic  Poten/n'ilion  Ixtlcutcii,  die  für 
;/•  =  a  nicht  verschwinden.  Es  müssen  foWlidi  auf  (k'ii  rechten  Seiten 
dieser  Gleiclmiigen  die  Coefficienten  der  Potenzen 

verschwinden.  Dies  giebt  für  jeden  VVerth  von  /  n  —  1  lineare  homo- 
gene Gleichungen  zwischen  den 

M'"'(^J  (/.  =  1,2,-     n  — 1;  /<=0,1,  ■■■;.-l), 

so  dass  wir  also  im  Ganzen  ii(^)i  —  1)  homogene  Gleicliungen  zwischen 

diesen 

n(n  —  1) 

— -^ =  n 

Grössen  erhalten.  Diese  Gleichungen  lassen,  da  sie  homogen  sind,  stets 
eine  Auflösung  zu,  es  kommen  folglidi  mir  n„  von  einander  unabhängige 
derselben  in  Betracht. 

Entsprechend  den  ö  wesentlich  singiilären  Punkten  a^,  <i,,,  ■•■  a^ 
haben   also   die   Coefficienten   der  ganzen   Functionen    //.,  //, ,  ■■■  h 
im  Ganzen 


homogene  lineare  Bedingungsgleichungen  zu  erfüllen.  Es  bleiben  so- 
mit noch 

.  /  ^v  n(n  —  1) 

n-{-Q~(6  —  1)       .^ 

(Jonstanten  verfügbar,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  diese  Anzahl  min- 
destens gleich  Eins  sein  muss,  da  die  Multiplication  von  y  mit  einem 
Constanten  Factor  jederzeit  freisteht.  Es  muss  also,  in  Uebereinstim- 
mung  mit  dem  durch  die  Constantenzählung  in  der  Diiferentialgleichung 
gefundenen  Ivesultate,  die  Anzahl  q  der  einftich  zu  zählenden  ausser- 
wesentlich  singulären  Stelleu 

(22)  Q^l-u  +  (a-r)'^^^  =  Q„ 

sein  (Ungleichung  (18)  S.  383). 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  genau  q^^  -\-  v  einfach  zu 
zählende  ausserwesentlich  singulare  Stellen  besitzt,  so  verl)leiben  also 
in  den  Coefficienten  der  h^^,  h^,  ■  ■  •  //^^_,  noch  v  -\-  1  willkürliche  Con- 
stanten, und  zwar  hängen  die  ll^^,  li^,  •  ■  ■  l\^_^  linear  homogen  von 
diesen  willkürlichen  Parametern  ab. 

Wenn  wir  diese  v  -\-  \  Constanten  unbestimmt  lassen,  so 
stellt  uns  der  Ausdruck  (20)  stets  die  allgemeine  Lösung  einer 
Differentialgleichung  (B)  dar,   die   mit  (A)   zur   selben    Classe 
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gehört  und  \'i\v  wciclic,  wie  vcrlaiigi  wiirdcj  die  Wiir/dii  der 
determiui  iMMidt'ii  l'"ii  iiduiiK'ntal<^l('ichungeii  für  die  wesentlich 
singnliiren  l'uiikte  dieselben  sind  wie  bei  (A),  und  umgekehrt 
erhalten  wir  auf  diese  Weise  auch  alle  Differentialgleichungen 
von  der  gedachten  Beschaffenheit. 

Zufolge  der  Fuclis\s('lien  Beziehung  (vergl.  die  Gleichung  (13) 
S.  .'>70)  ist  bei  p  =  (j^  -(-  j^  einfach  /u  /ühlenden  ausserwesentlich  sin- 
gulären  Stellen 

(23)        r  =2*  i;  ,;,=(«- 1)  '-^-^  - , , 

X—l       1  =  1 

also  mit  Rücksicht  auf  (22) 

(24)  r  =  n  —  1  —  v. 

Hieraus  schliessen   wir  zunächst,   dass    für  Differentialgleichungen  (B) 
die   Anzahl    der   ausserwesentlich    singulären  Stellen   ebenfalls   gleich  q 
sein    muss,    so    lauge    die    v  -\-  1    Constanten   in   den    Ji„,  Ji,,  ■  ■  ■  h 
unbestimmt  bleiben. 

Wir  können  über  diese  v  -\-  1  Constanten  aber  so  disj)oniren, 
dass  in  den  Entwickelungen  gewisser  unter  den  Ausdrücken 

]>  u  .  +  /,  t,' .  +  . . .  +  /,     t/«r^'      ('==;■'•••■"+') 

0   'xi      '         \    'y.i      I  '         n  —  l   'y.i  \/ ^  1, 2,  ■  •  •  n        / 

die  Anfangsglieder  wegfallen.  Dadurch,  dass  wir  in  einem  dieser  Aus- 
drücke ein  Anfangsglied  zum  Verschwinden  bringen,  verringern  wir 
die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  um  Eins  und  vermehren  da- 
gegen die  Summe 

0  +  1  71 

y.  —  l     (  =  1 

der  Wurzeln  aller  zu  wesentlichen  singiilären  Punkten  gfehörigen  deter- 
minirenden  Fundamentalgleichungen  von  (B)  mindestens  um  eine  Einheit. 
Entsprechend  vermindert  sich  dann  die  Anzahl  der  einfach  zu  zählenden 
ausserwesentlich  singulären  Stellen  von  (B)  mindestens  um  eine  Einheit, 
da  die  Summe  >*  -j"  (•  stets  den  unveränderlichen  Wei-th 

behalten  muss.  Indem  wir  über  v  von  den  i^  -f-  1  Constanten  auf 
solche  Weise  disponiren,  erhalten  wir  eine  Difierentialgleichung  (B), 
für  welche  die  Wurzelsumme  s  mindestens  gleich 

s  =  r  -\-  V 

und  die  Anzahl  'q   der  einfach  zu  zählenden  ausserwesentlich  singulären 
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Stellen  höchstens  gleich 

9  =  Co 

geworden    ist.     Diese    Differentialgleicluniu;    iR)    ist    dann    eindeutig 
bestimmt,  d.  h.  wir  haben   den  Satz: 

Unter  den  mit  (A)  zur  selben  Classe  geliT)  rigcn  Diff'eren- 
tialarleichunsren  lassen  sich  stets  solche  aussondern,  die  ein 
gewisses  Minimum  von  ansserwesentlichen  sintjulären  Stellen 
besitzen.  Ist  (B)  eine  solche  Differentialgleichung,  so  giebt 
es  innerhalb  der  Classe  keine  zweite,  die  die  gleiche  Anzahl 
von  einfach  zu  zählenden  ausserwesentlich  singulären  Stellen 
und  dieselben  Wurzeln  der  zu  den  wesentlich  singulären 
Stellen  gehörigen  determinirenden  Gleichungen  hat  wie  (B). 

227.    Formulirung    zweier    verschiedener    Probleme,    die    für    die 
B.ie  mann 'sehe    P- Function   zusammenfallen.     Contigue   Functionen. 

Wenn  die  Gruppe  &  oder   genauer   die   Knndamentalsubstitutionen 

Ay  A^  •••  A, 

gegeben  sind,  und  es  giebt  eine  Differentialgleichung  (A),  die  die  will- 
kürlich vorsfeschri ebenen  Stellen 


und  X  =  cc  zu  wesentlich  singulären  Stellen  und  die  yl^ ,  A,,  ^  •  •  ■  A^^ 
als  zugehörige  Fundamentalsubstitutionen  hat,  so  miiss  q  mindestens 
gleich  (7  —  2  sein.  In  diesem  Falle  wird  also  die  Differentialgleichung 
(B)  mit  dem  Minimum  von  ausserwesentlich  singulären  Stelleu  genau 
Q^  solcher  einfach  zu  zählender  Stellen  haben.  Wenn  die-rtj,  «g,  •••  «^ 
nicht  willkürlich,  sondern  geeignet  gewählt  sind,  so  kann  die  Minimal- 
zahl der  ausserwesentlich  singulären  Stellen  unter  q^  herabsinken,  sie 
kann  nämlich  (vergl.  Nr.  225,  S.  383)  gleich  oder  grösser  wie 

Po  -  ^  +  2 

werden,  so  lange  die  Fundamentidsubstitutionen  'A^^  ^1,,,  •  •  •  A^^  ganz 
willkürlich  gewählt  sind;  sie  kann  sich  endlich  auf  eine  noch  kleinere 
Zahl  bis  Null  einschliesslich  reduciren,  wenn  für  m  >  2  zwischen  den 
Coefficienten  der  Fundamentalsubstitutionen  Beziehungen  bestehen. 

Die  Frage,  ob  Differentialgleichungen  von  der  Form  (A)  angebbar 
sind,  wenn  die  Fundamentalsubstitutionen 

A,  A.  •••  A 
willkürlich    vorgeschrieben    werden,  kommt    im   Wesentlichen    auf   die 
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aiialogü  Existenzfrage  füi-  den  l^'all,  wo  die  projective  Monodromie- 
gruppe  gegeben  ist,  /-uiück.  W'ii-  köiiiicii  dieselbe  also  für  Differential- 
gleicliuiigen  zweiter  Ordnung  ohnt^  ausserwesentlicb  singulare  Stellen  und 
mit  reellen  Wurzeln  der  zu  den  wesentlich  singulären  Stellen  gehörigen 
deterrainirenden  Fundamentalgleichungen  durch  die  Untersuchungen  der 
Nummern  211 — 211)  als  erledigt  ansehen. 

Von  wesentlich  anderer  Natur  ist  die  Frage,  ob  es  Differential- 
gleichungen (A)  giebt,  für  welche  nicht  nur  die  Fundamentalsubstitu- 
tionen, sondern  auch  die  Lage  der  wesentlich  singulären  Stellen 

1'        2'  II '        "  +  1 

willkürlich  gegeben  ist.  Um  dieser  Frage  näher  zu  treten,  muss  man 
die  Art  der  Abhängigkeit  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  (A) 
von  der  Lage  jener  Stellen  (von  denen  man  ein  für  allemal 

nehmen  kann)  eingehend  untersuchen,  insbesondere  wird  dabei  die  Art 
der  Abhängigkeit  der  Coefficienten  der  P^undamentalsubstitutionen  von 
den  rtg,  a^,  •  ■  •  a^  von  hervorragender  Wichtigkeit  sein.  Die  Einsicht, 
die  wir  uns  durch  die  Betrachtungen  des  zweiten  Kapitels  des  siebenten 
Abschnittes  (Bd.  I,  S.  378  ff.)  in  die  Natur  dieser  Abhängigkeit  ver- 
schafft haben,  reicht  zur  Erledicrunjj  der  aufgeworfeneu  Frage  nicht 
hin;  man  wird  vorläufig  nur  durch  geeignete  Specialisining  des  Problems 
eine  Förderung  desselben  erwarten  können. 

Da  ist  es  denn  der  einfachste  Fall,  der  zunächst  in  Betracht  ge- 
zogen werden  muss  und  auf  den  in  den  letzten  Jahren  Herr  Fuchs 
durch  seine  auf  denselben  bezüglichen  tiefen  Untersuchungen  die  Auf- 
merksamkeit gelenkt  hat,  der  Fall  nämlich,  wo  die  Parameter  der 
Monodromiegruppe  unabhängig  sind  von  der  Lage  der  singulären  Punkte. 
Ehe  wir  die  Darlegung  der  Fuchs 'sehen  Untersuchungen  in  ihrer 
voUen  Allgemeinheit  in  Angriff  nehmen,  haben  wir  noch  eines  be- 
sonderen Falles  Erwähnung  zu  thun,  der  uns  schon  vielfach  beschäftigt 
hat  und  noch  vielfach  beschäftigen  wird;  es  ist  der  Fall 

n  =  2,     <5=2. 

Specialisiren  wir  zimächst  auf  n  =  2,  so  ist  in  Uebereinstimmung 
mit  dem  bei  der  Betrachtung  der  projectiven  Monodromiegruppe  ge- 
fundenen Ergebnisse,  im  Sinne  der  Constantenzählung,  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  ohne  ausserwesentlicb  singulären  Punkt 
möglich,  die  a  vorgeschriebene  Fundamentalsubstitutionen  besitzt;  die 
Lage  der  6  —  2  singulären  Punkte 

«a;  «1'  ■■■  % 
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ist  tlauii  vollkommen  festgelegt,  wenn  iiiaii 

wählt.  Das  zweite  Problem,  wo  nebst  den  Fundameutalsubstitutionen 
auch  noch  die  Lage  der  wesentlichen  singnlären  Punkte  willkürlich 
vorgeschrieben  wird,  erfordei-t  das  Auftreten  von  mindestens 

einfach  zu  zählenden  ausserwesentlichen  singulären  Stellen.  Wir  haben 
gezeigt,  dass  innerhalb  der  durch  Angabe  der  Fundamentalsubstitutionen 
und  der  wesentlichen  singulären  Stellen  bestimmten  Classe  die  Diöe- 
rential«;leichun<j  mit  ö  —  2  ausserwesentlich  siny^ulären  Stellen  ein- 
deutig  festgelegt  ist,  wenn  nocli  die,  durch  die  Fundaraentalsubstitutionen 
nur  abgesehen  von  glänzen  Zahlen  bestimmten  Wurzeln  der  determiniren- 
den  Fundamentalgleichungen  genau  gegeben  werden.  Die  Gesammt- 
summe  r  dieser  Wurzeln  ist  dann 

r  =  ö  —  1; 
wenn    mehr  wie   G  —  2    ausserwesentlich    singulare   Stellen   zugelassen 
werden,  so  ist  r  entsprechend  kleiner  als  6  —  1. 

Die  beiden  Probleme,  die  für  ö>2  von  wesentlich  ver- 
schiedener Natur  sind,  fallen  zusammen,  wenn  (?  =  2  ge- 
nommen wird. 

Dieser  Fall  ist  es,  den  Riemann  in  seiner  Abhandlung  „Ueber 
die  durch  die  Gauss'sche  Reihe  F{tt,  ß,  y,  x)  darstellbaren  P\inctionen" 
behandelt.    In  demselben  ist  die  Anzahl  der  Parameter  der  Monodromie- 

gruppe  gleich 

n  {6  —  1 )  +  1  =  5 ; 

wir  können  z.  B.  die  sechs  Wurzeln  der  zu  den  wesentlich  singulären 
Punkten  0,  1,  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 

l,  A';    V,  v-,   ft,  ,u', 
zwischen  denen  dann  noch  die  Beziehung 

k-\-)!-\-vA^v'-\-^^^  =  \  Q 

bestehen  muss,  wenn  p  die  Anzahl  der  ausserwesentlich  singulären 
Stellen  bedeutet,  als  diese  fünf  Parameter  ansehen.  Da  (»^^  =  0  ist,  so 
kann  es  auch  Differentialgleichunffen  der  verlandeten  Art  ohne  ausser- 
wesentlich  singulare  Stellen  geben;  dann  ist  also  die  Wurzelsumme 

A  +  ;;  -f  ,a  -f  .u'  +  7'  +  v'  =  1  , 
und  wir  kommen   zu  der  Riemann'schen  P-Function,  wie  sie   in  der 
Nr.  70  (Bd.  I,  S.  250  ff.)  definirt  worden  ist. 

Die  von  Riemann  für  diese  seine  Function  aufgestellten  Sätze 
ergeben  sich  nun  als  specielle  Fälle  aus  unserer  allgemeinen  Theorie. 
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Riemuiiii     iiciiiit    ilic    l,  A',    a,  u\    v,  v     die    Exponenten    der 
Function 


und  sa<(t  von  den  Elementen  der  zu  den  einzelnen  wesentlich  singii- 
lären  J\inkten  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme,  sie  seien 
die  zu  den  bezüglichen  Exponenten  gehörigen  Bestandtheile  der 
P-Function.  Dann  liaben  wir  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  22t)  (S.  38>fj 
das  von  Riemann  in  der  Nr.  4  seiner  Abhandlung  aufgestellte  Theorem: 

In  zwei  P-Functionen  mit  gleichen  Exponenten  unter- 
scheiden sich  die  zu  denselben  Exponenten  gehörigen  Be- 
standtheile nur  durch  einen  constanten  Factor. 

Aus  dem  Classenbegriffe  folgt  ferner  der  Satz  der  Nr.  7  von  Rie- 
mann's  Arbeit: 

Sämmtliche  P-Functionen,  deren  entsprechende  Ex- 
ponenten sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  lassen  sich 
in  zwei  beliebige  von  ihnen  linear  mit  rationalen  Functionen 
von  X  als  Coefficienten  ausdrücken. 

Aus  diesem  Satze  folgt  bei  Riemann  die  Differentialgleichung 
für  die  P-Functiou  (vergl.  Nr.  70,  Bd.  I,  S.  252),  und  damit  ist  auch 
der  Existenzbeweis  geliefert,  wenn  man,  wie  Riemann  es  thut,  die 
P-Function  nur  durch  ihre  Eigenschaften  definirt,  nämlich  dadurch,  dass 

1)  P  für  alle  AVei-the  von  x,  ausser  0,  1,  oo,  regulär  ist, 

2)  zwischen  je  drei  Zweigen  der  Function  P  eine  homogene  lineare 
Beziehung  mit  constanten  Coefficienten  besteht, 

3)  P   in    der   Umgebung   von    x  =  0,    oo,    1    in    der    Form    dar- 
stellbar ist: 

V  =  cJ%,^{x)-^cJ^^lx), 

=  c^^ix -  ly^^^^ix - 1)  +  c^ -  ly'  %^X  -  1), 

WO  die  c.^  Constanten,  die  ^.  für  verschwindende  Werthe  des  Argu- 
mentes von  Null  verschiedene  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten. 

Die  aus  der  Gauss'schen  Reihe  F[a^  ß,  y,  x)  entspringende 
P-Function  ist  (vergl.  Nr.  70,  71) 

daraus  folgt  sofort,  dass  die  P-Functionen,  welche  aus  den  zu 
F{a,  ß,  y,  x)    contiguen    Reihen    (Nr.  75,  Bd.  I,  S.  268)    entspringen. 
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Exponenten  besitzen,  die  sich  von  denen  der  Function  (I)  nur  um  «^anze 
Zahlen  unterscheiden.  Die  Gauss'schen  Beziehungen  zwischen  je  dreien 
der  zu  einander  coutifruen  Functionen  sind*  also  Specialtalle  der  zu 
Folwe  des  letzterwähnten  Kiemann 'scheu  Satzes  bestehenden  Be 
Ziehungen  zwischen  P- Functionen,  deren  Exponenten  um  ganze  Zahlen 
von  einander  verschieden  sind.  Die  Art,  wie  Riemann  aus  diesen 
Relationen  die  DiÖerentialgleichung  der  P- Function  herstellt,  ist  auch 
nur  eine  Verallgemeinerung  des  Verftihrens,  mit  Hülfe  dessen  Gauss 
in  der  zweiten  (nachgelassenen)  Ai-beit  über  die  Reihe  F{cc,  ß,  y,  x) 
die  DiÖerentialgleichung  für  dieselbe  aus  den  „relationes  inter  func- 
tiones  coutiguas"  ableitet. 

Allgemein  hätte  man  als  das  Analogen  der  contiguen  Functionen 
die  Lösungen  von  Difi'erentialgleichungen  derselben  Classe  und  mit  der 
gleichen  Anzahl  von  einfach  zu  zählenden  ausserwesentlichen  singidären 
Stellen  zu  betrachten. 

Die  Differentialgleichungen,  die  mit  der  Differentialgleichung  der 
Fimctiou 

^  A      (tt      V      / 

zur  selben  Classe  gehören,  können  im  Allgemeinen  noch  beliebig  viele 
ausserwesentlich  singulare  Punkte  enthalten.  Ihre  Lösungen  sind  dann 
P- Functionen  allgemeinerer  Art.  Einen  besonderen  Fall  solcher  ver- 
allgemeinei-ten  P- Functionen  hat  Riemann  gelegentlich  in  der  von 
Hatte ndorf  herausgegebenen  Abhandlung  „über  die  Fläche  vom 
kleinsten  Lihalt  bei  gegebener  Begränzung"  in  Betracht  gezogen.  Es 
ist  dies  eine  Function,  die,  wie  wir  kurz  sagen  können,  mit  der  ge- 
wöhnlichen P- Function 

0   -°-l— -•+'   0 


zur  selben  Classe  gehört,  und  für  welche  die  Exponentensumme  nicht 
Eins,  sondern  —  1  ist.     Riemann  bezeichnet  dieselbe  durch 


a-f  ^-y 


2 

und   zeigt,  dass  sie    sich  durch  die  Function  (II)   und  deren   erste  Ab- 
leitung homogen  linear  mit  ganzen  Coefficienteu  darstellen  lä.sst. 

Die  lineare  Differentialgleichung  mit  den  wesentlichen  singulären 
Stellen  «,  h,  c,  der  die  allgemeine  Riemann'sche  P- Function 


h 

c 

,a 

V 

ß 

V 
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a 

k 

l' 

\fi'\n\\r\.  j  ist  so  bescliaffen,  dass  die  Panimeter  ihrer  Monodromierrruppe 
unabhängig  sind  von  der  Lage  der  l'unkte  «,  h,  c.  Wir  wenden  uns 
nun  zu  den  allgemeinen  Untersuchungen  von  Herrn  Fuchs  über  lineare 
Differentialgleichungen,  deren  Monodromiegruppe  von  gewissen  in  den 
Coefticienten  auftretenden  Parametern  unabhängig  ist-,  bei  denselben 
Averden  die  Untersuchungen  des  zehnten  Abschnittes,  besonders  die  der 
Nr.  175,  in  höchst  merkwürdiger  Weise  zur  Anwendung  kommen. 


Neuntes    Kapitel. 

1^2S.    Dififerentialgleichungen ,    deren    Monodromiegruppe    von    einem 

in   den   Coefflcienten   auftretenden   Parameter   unabhängig   ist. 

Sätze   von  Fuchs. 

Sei  die  lineare  homoorene  Differentialtjleichunor 

dx  dx 

vorgelegt,  deren  Coefflcienten  wir  vorläufig  als  eindeutige  Functionen 
von  X  voraussetzen.  Möge  ferner  t  ein  Parameter  sein,  von  dem  die 
Coefflcienten  ])^,  ■  •  •  p^^  so  abhängen,  dass  sie  innerhalb  eines  gewissen 
Gebietes  von  x,  t  monogene  analytische  Functionen  dieser  beiden 
Variabein  sind. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  ein  Fundamentalsystem 

?/l>    :'/-    ■■■    Vn 

von  (A)  existirt,  welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Coefflcienten 
der  Fundamentalsubstitutionen  und  also  auch  die  jeder  Substitution  der 
Monodromiegruppe  0,  die  zu  jenem  Fundamentalsysteme  gehört,  von 
dem  Parameter  t  unabhängig  sind.  Wir  sagen  dann  kurz,  die  Mono- 
dromiegruppe der  Differentialgleichung  (A)  sei  von  i  un- 
abhängig. 

Wenn  sich  für  einen  geschlossenen  Umlauf  U  von  x  das  Integral 

n 

(1)  0y.=^«.,y,-  (''  =  ^.2.        ») 

(  =  1 

verwandelt,  so  sind  also  die  a  .  von  x  und  von  t  unabhängige  Grössen. 
Nach   den  Ergebnissen   der  Nummern  85  und  106   (Band  I)   sind 
die   Integrale   von  (A)  monogene   analytische  Functionen  von   ^;   wenn 
wir  also  in  den  Coefflcienten  von  (A)  an  Stelle  von  t  setzen 

/  +  ^^ 

wo  (5  f  eine  Grösse  bedeutet,  deren  absoluter  Betrag  eine  gewisse  Grenze 


228.    Sätze  von  Fuchs.  395 

nicht  überschreitet,  su  verwumlelt  .sicli  (A)  iii  eine  Dilierential^'leichung 
(A),  für  welche  die  Ausdrücke 

IJ^ix,   1+  dt)  (x  =  l,2,  •••«) 

ein  I"'ini(liimentalsystem  darstellen.  Lassen  wir  x  wiedernm  den  Um- 
hiiif  U  vollziehen,  so  ist  gemäss  unserer  Voraussetzung 

71 

(2)  ey^(x,  t  +  8t)  =2  «,,!/,(*•,  t  +  öO        (x  =  vv   n), 

also  fol<.(t  durch  Subtraction  der  Gleichungen  (2),  (1)  und  nach  Division 
durcli  ö  t 

ö  r' 8t 1  =Z  ^^.i Tt ' 

und  wenn  wir  hierin  bt  gegen  Null  convergiren  lassen, 

(3)  0  y—^Y-)  =Z  '^x.  —BT-         (=^=^-  V  •  •  ")• 

^  1  =  1 

So  lange  t  innerhalb  gewisser  Grenzen  bleibt,  haben  die  Functionen 

'dt  '     'dt'  '"   dt' 
als  Functionen  von  x  betrachtet,  keine  anderen  Singularitäten,  wie  die 

Hi^  y-z^  '■•  Vn 

selbst.  Dieselben  bilden  folglich  im  Sinne  der  Nr.  163  (S.  112)  ein 
mit  dem  Systeme  [yj  cogredientes  Functionssystem,  und  nach  den 
Ergebnissen  jener  Nummer  besteht  demnach  eine  Gleichimg  von 
der  Form 

(4)  :^  =  7,-„y^+U,£j^'  +  ij/l^'+...+B    ^rl^     ,„,,,.„,, 

V    /  ft  ü'^^     '  1    ras      '  2    ^^2      I  I  n— 1  ^^.71  — 1 

wo  die  H^,  H^,  ■  •  ■  -B„_j  eindeutige  Functionen  von  x  sind. 

Wenn  umgekehrt  von  der  Differentialgleichung  (A)  bekannt  ist, 
dass  ein  Fundamentalsystem  [?/.  ]  derselben  Gleichungen  von  der  Form  (4) 
befriedigt,  so  bestehen  offenbar  für  jeden  Umlauf  U  von  x  die  Glei- 
chungssysteme (1)  und  (3)  gleichzeitig.  Es  ist  dann  leicht  einzu- 
sehen, dass  die  u^.  von  t  unabhängig  sein  müssen. 

In  der  That  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  nach  t 


-<-!iht"..'ii^t'-^y. 


-g|^  =  0  1-^1=     >'«.,..  -^+     y-^V:  {x  =  l,2,..    n), 
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also  durch  Subtractioii  von  (3) 


ca^ 


0  =  ^  -.  ■;-  //.        (X  =--1,2,-   »). 


1  =  1 

Da  aber  die  a^.  von  .t'  unabhängig  sind  und  die  //j,  //., ,  •••  //^^  ein 
Fundamentalsystem  constituiren,  muss,  wie  behauptet  wurde, 

-.-^-=0  (.-,,.  =  1,2,       ,0 

sein.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Das  Bestehen  von  Gleichungen  von  der  Form  (4)  ist 
gleichbedeutend  mit  der  Aussage,  dass  die  zum  Fundamental- 
systeme [y  ]  gehörige  Monodromiegruppe  0  von  dem  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  auftretenden  Para- 
meter t  unabhängig  ist. 

Es  möge  von  nun  ab  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Differential- 
gleichung (A)  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört. 

Die  Functionen 

et  ^     et  '   ' ' '    et  ' 

von  denen  bereits  hervorgehoben  wurde,  dass  ihre  Singularitäten  mit 
denen  der  Integrale  y^,  y.,,  •  ■  ■  y,^  übereinstimmen,  befriedigen  die  nicht 
homogene  lineare  Differentialgleichung  «*®'  Ordnung 

(^     £=(lf)+..iS^(l)H- •+./=' 


dx"  \oi'       ^  r?«"-^  \ci/  '   -"»  et 

'et   fijf-^        '"        'et 


y, 


die  aus  (A)  durch  Differentiation  nach  t  hervorgeht.  Sei  x  =  a  ein 
singulärer  Punkt  von  (A)  und  t)  ein  Element  des  zu  x  =  a  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems,  welches,  wie  wir  der  Einfachheit 
wegen  voraussetzen  wollen,  in  Reibenform 

darstellbar  ist.  Dann  ist,  wenn  wir  in  (5)  t)^  an  die  Stelle  von  y  ein- 
setzen, die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  so  beschaffen,  dass  sich  ihre 
logarithmische  Ableitung  in  der  Umgebung  von  x  =  a  wie  eine  ratio- 
nale Function  verhält,  und  dass  sie  selbst  in  der  Form 

{x  —  ay^(x\a),     ^'(a|ci)4=0 
darstellbar    ist,    wo   u   eine   Constante  bedeutet.     Aus    dem    Satze    der 


•2-2'J.    System  linciirer  Differentialfjleichungon.  397 

Nr.  r).S  (Bd.  I,  S.  2l)7j    folgt  demnach,  dass  der  Punkt   x  =  a    für   die 

Fiiiietioii 

dt 

eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist. 

Wir  sehliessen  hieraus,  dass,  wenn  y  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (A)  bedeutet,  auch  die  Function 

et 
als  Function   von  .r  sich  allenthalben   bestimmt  verhält. 
Es  gehören  folglich  die  Functionssysteme 


\tt\   ""^^   l-'/^J 


zur  selben  Classe  im  Sinne  von  Riemann  (Nr.  222,  S.  368),  die  Coef- 
ficienten  B^,  7?^,  •  •  •  -Zt„_i  in  den  Gleichungen  (4)  sind  also  in  diesem 
Falle  rationale  Functionen  von  x. 


229.    System  von  linearen  Differentialgleichungen,  welches 
rationale  Partieularlösungen  besitzen  muss. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Differentialgleit-hung  (A)  die 
durch  die  Gleichungen  (4)  charakterisirte  Eigenschaft  besitzt,  lassen  sich 
in  folgender  Weise  darstellen. 

Bezeichnen  wir  mit  P(j/)  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
(A)  und  mit  R(ij)  die  rechte  Seite  von  (4),  also 

R(y)  =  E^y  +  li^y'  +  •  •  •  +  J?„_,?/"-^ 
so  lautet  die  Differentialgleichung  (5) 

Sei 

y  =  c^y,  -\-c.y.i  -\ f-^„y„ 

ein   willkürliches  Integi-al  von  (A),  so  können  die   r^,  c,,  •  •  •  c    noch 
als  Functionen  von  t  gewählt  werden.     Es  ist  also 

Tt  ^^  et  y^  "t"^  ^^  TT' 

y.  =  l  x  —  l 

und  da  nach  (4) 
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ist,  SO  timk'ii   wir 

(6)  P  (If)  =  !•  (^  J"  --.TJWJ  =  Pi2{./), 
du  ja  ortenbar 

x  =  l 

eine  Lösung  von  (A)   darstellt. 

Es  besteht  demnai'li  fiii*  ein  willkürliches  Inteji^ral  //  von 
(A)  die  Gleichung 

(7)  Pi;(y)  +  f^,/— '+...+ '-^,,  =  0. 
Bedeuten  ?/,  v  zwei   w  illkürliclit»  Functionen  von  .r,  so  ist 

P(„.)  =^ u^'-^n/''  +  («  -\l_,p, v''-''  +  («  - 2Ui),.'^''-'^^  +  •  •  • 

x=0 

wir  finden  also 

(8)     P{Bjr)  =^.R'r'%^y'^''  +  {n  -  i),_,p,in'-''  +  •  •  • 

/.  =  ü 
Sei  nunmehr 

1 "       2  ■  « 

das  zu  [?/.]  adjungirte  Fundameutalsystem ,  so  erhalten  wir  unter  Be- 
nutzung der  in  der  Nr.  23  (Bd.  I,  S.  03)  eingeführten  Bezeichnungen 
aus  (8),  wenn  wir    in  diese  Gleichung  y.  für  y  einsetzen,  mit 

'^  =  .<■■■' 

multipliciren  und  in  Bezug  auf  i  summiren: 

(9)  ^zfP{Bj-f)  =^K'~''  [>'rV;.„.-  +  0^-  0;.-,i>,  V;._,,+  - 

1  =  1  /  =  0 

+  (,e-A  +  l)i,,_,s^^,  „  +  i>,^V.  1  =  ^^.W- 
Zufolge  des  Appell'-schen  Satzes  sind  (vergl.  Nr.  KIO,  S.  13H  und 
Nr.  23,  Bd.  I,  S.  63)  die  Ausdrücke 

rationale    Functionen    von    x:    die    Q  (Jl^    sind    demnach    lineare 
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Di  t  rt'rt'iitiiiliiusdrückc     dvv    11^     iiiii     in    .'■     rat  i  oiiult'ii     Cot-fTi 
cit'iiten. 

Setzen  wir  iimunehr  in  (l«n-  Gleichung  (7)  an  die  Stelle  von  y  die 
Integrale  //. ,  nuiltiplieinui  mit  /'"'  und  sninniiren  in  liezug  auf  /,  so 
erliiilteii   wir  mit   lUicksicht  auf  (0)  die  Gleieliung 

(10)  Q^XK)  +  Q.iJh)  +  •  •  •  +  QSK-:^  +  ?-/ '.- ...  +  yr 'n-.,,  +  •  •  • 

Diese  Gleichung  liefert  für 

^a  =  (),  1,  2,  ■  •  -n  —  1 
ein  System  von  linearen  Differentialgleichungen  für  die  J/^,  li^,  ■••  -R„_i  • 
Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  die  durch  die  Glei- 
chungen (4)  charakterisirte  Eigenschaft  haben  soll,  so  müssen 
die  Differentialgleichungen  (10)  ein  System  von  Particular- 
intetrralen  besitzen,  die  rationale  Functionen  von  x  sind. 


230.    Dififerentialgleichungen   gerader   (2w/*'''^)  Ordnung.     Satz   von 
Fuchs    über   die   Reductibilität   der   ;</>'"  Assoeiirten. 

Wir  greifen  nunmehr  auf  die  Untersuchungen  der  Nummern  171 
und  175  zurück  und  setzen  demgemäss  im  Folgenden  voraus,  dass  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung  (A)  eine  gerade  Zahl 

n  =  2  m 
sei.     Es   wird    sich    daini   vorwiegend    um    die   Untersuchung   der    w/*^" 
assoeiirten  Differentialgleichung  (A  '  )  von  (A)  handeln,  deren  Ordnung 
V  gleich 

V  =  (2  m) 

\  J  in 

ist,  und  für  welche 

das  dem  Fundamentalsysteme  [?/J  von  (A)  entsprechende  Fundamental- 
system (im  Sinne  der  Nr.  168,  S.  130)  bedeutet. 

Da  die  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (A  '  )  aus  den 
7>i*®°  assoeiirten  Substitutionen  der  Monodromiegruppe  0  von  (A)  ge- 
bildet wird  (Nr.  1G9,  S.  136),  so  schliessen  wir  unmittelbar,  dass,  wenn 
0  von  dem  Parameter  t  unabhängig  ist,  dies  auch  für  (he  Monodromie- 
gruppe von  (A  '  )  der  Fall  sein  wird:  d.  h.  die  Integrale 


befriedigen  die  den  Gleichungen  (4)  analogen  Gleichungen 
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(11)     -^  =  cj<u+f>u-\-- ■  ■  +  (^r-Ar''    (^=M,  .), 

deren  Coefficienten  0,,  C^,  •■■  0._,  rationale  Fnnctionen  von  ,/'  sind. 
Diese  Gleichnngen  lassen  sicL  übrigens  anch  direct  herleiten,  indem 
man  die  Gleiehnngen  (4)  nach  x  differentiirt,  die  Ahleitnngen  höherer 
als  (ji — 1)*'^' Ordnnng  der  y^  wegschafft,  die  so  gefundenen  Werthe  in 
die  Ausdrücke  der 

dt 

einsetzt  und  die  Gleichungen  {«),  (ß)  der  Nr.  IGT  (S.  127,  129)  benutzt. 
Bilden  wir  die  quadratische  Form  (20)  der  Nr.  170  (S.  142) 


-1   1 — 1 


SO  reducirt  sich  dieselbe,  wie  a.  a.  0.  gezeigt  wurde,  auf 

const.  e  , 

wenn  wir  darin  u  gleich  einem  der  Integrale  m^^,  u^^,  •  •  •  u^^,  nehmen. 
Um  die  Ergebnisse  der  Nummer  175  (S.  157  ff.)  unmittelbar  an 
wenden  zu  können,  müssten  wir  von  der  Differentialgleichung  (A)  zu 
der  canonischen  Form  (%),  in  welcher  das  Glied  mit  der  {n  —  1)*"" 
Al)leitung  fehlt,  übergehen.  Es  ist  aber  zweckmässiger,  wenn  wir  die 
Gleichung  (A)  in  ihrer  allgemeinen  Gestalt  beibehalten  und  nur  auf 
die  abhängige  Variable  ii  der  wi*^"  associirten  Differentialgleichung  die 
Transformation 

U  =  C      -  U 

anwenden,  wodurch  dieselbe  in  eine  Differentialgleichung 

(*"')        £::+^='£;=:+--+^'"='' 

übergeht. 

Diese  Differentialgleichung  besitzt  dann  offenbar  aucli  ein  Funda- 
mentaLsystem 

dessen  Monodromiegrnppe   von   dem   Parameter   t  unabhängig   ist    und 
welches  folglicli  ein  System  von  Gleichungen 

(12)    ^  =  s„„„  +  6,„„  +  ---(-e„-,.i;r"  ''=■.=■■■> 

befriedigt.     Die  dei-  Form   Z  analoge  Form 
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1 1       V— 1 


i-t'dui'iit  sicli  »laiin  l'üi-  jedes  Integral  von  ("iH "  )  auf"  eine  (Joiistante, 
oder  genauer  ausgedrückt,  auf  eine  von  ./;  unabhängige  Grösse. 
Wir  haben  also  vollständiifen  Anschhi.ss  an  (he  Voraussetzungen  der 
Nr.  17;")  gewonnen. 

Wir  wollen  nun  die  Form  B(h)  nach  t  difierentiiren. 

Aus  (12)  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  x 


'^'     £(%)-«..."..  +  «,•.,.  +  ■••  +  «,,.-,<-'', 


wo  die  G.„,  (£..,•••(£.       ,   rationale  Functionen  von  x  bedeuten.   Bilden 
wir  also  die  Form 


1—1    I— 1 


^(")=^^"'~|^U^"^l^'^ 


a  =  0     (i=0 
r  — 1     r  — 1 

+22  ^-^iii'^'c^..»  +  ■  ■  ■  +  e...-i""~")  +  «'"'(e.o«  +  ■  ■  • 

u  —  o    ^i  —  0 

so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (13) 

(i-i)  ^("u)  =  |,  [3  (",,)]• 

Da  nun  aber  der  Ausdruck 

von  X  unabhängig  ist,  so  ist  zufolge  der  Gleichung  (14)  auch 

^(llj.)  (;.  =  l,2,.-r) 

von  X  unabhängig. 

Die  Uj^  sind  als  solche  particulare  Integrale  der  Differential- 
gleichung (%''"'^)  ausgezeichnet,  die  der  Gleichung  (12)  Genüge  leisten. 
Dieselbe  Gleichung  wird  auch  befriedigt  durch  ein  Integral  von  (5(  "  ), 
welches  die  Form 

Ci"n  +  c."i2H f-c,",,, 

hat,  wo  c^,  c„,  •  •  ■  c^  von  x  und  f  unabhängige  Grössen  bedeuten. 
Bezeichnen  wir  dagegen  durch  /'  irgend  eine  bloss  von  t  abhängige 
Grösse,  so  ist 

—^J~  =  [^J  +  :a>  "i;.  +  ^i/"i;.  +  •  •  •  +  ^,-itAx      ' 
Setzen  wir  in  X{ü)  an  die  Stelle  von  u  das  Integral  /'il,;,  so  ist 

Schlesinger,  üifferentialgleichungcii.    11.  20 


4()2  XI.    Formulirun«^  der  Umkehrproblerae.    Kaiiitel  9. 

also  auch  der  Ausdruck 

von  u"  unabhängig.     Ebenso  ist  oÖenbar 

5(ii,.  +  II, „)        (;.,,.<  =  !,  2,  •••,) 
von  .r  unabhängig.     Also  ist  auch 


f'U 


u 


von  3'  unabhängig,  da  ja 

gefunden  wird. 

Für  eine  zweite  von  x  unabhängige  Grösse  ff  ist  aber 

also  ist  auch  der  Ausdi'uck 

von  X  unabhängig,  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

Die  Form  X(u)  ist  ebenso  wie  ^(ü)  gleich  einer  von  x 
unabhängigen  Grösse,  wenn  wir  für  u  irgend  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  (w  )  einsetzen. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  Form  X(u)  erschliessen  wir  nun  genau 
ebenso,  wie  in  der  Nr.  175  (S.  158  ff.)  aus  der  analogen  Eigenschaft 
der  daselbst  betrachteten  Form  '^(n),  dass 

einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung  {%  ) ,  d.  h.  also  eine 
Lösung  der  zu  (^^"'')  adjungirten  Differentialgleichung  darstellt,  wenn 
man  für  u  irgend  eine  Lösung  von  {%  )  einsetzt.  Bedeutet  also  il 
irgend  eine  solche  Lösung,  so  haben  wir  in  9}?j(u)  und  in 

jlh  =  ^m 

zwei  Lösungen  der  zu  {%  )  adjungirten  Differentialgleichung,  die  beide 
als  lineare  homogene  Differentialausdrücke  von  hrJchstens  (v  —  1)*" 
Ordnung  von  u  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  dargestellt  sind. 

Auf  Gnmd  des  am  Schlüsse  der  Nr,  175  (S.  103)  bewiesenen 
Satzes  folgt  hieraus,  dass  die  Differentialgleichung  (91 '"')  und   folglich 
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aiu'li   die   w/*"   associirte  Differentialgleiclmiicr   (A^'"')  von  (Aj    reductibel 

st'iii  inuss,  wenn  niclit 

9j;^(u)  =  const.  Ü}i(u) 

ist.  Das  letztere  ist  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall,  wir  haben  also 
den  wunderbaren  von  Herrn  Fuchs  gefundenen  Satz: 

Wenn  die  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung 
2?«*'''  Ordnung  (A)  der  Fuchs'schen  Classe  von  einem  in  den 
Coefficienten  von  (A)  auftretenden  Parameter  t  unabhängig 
ist,  so  ist  die  m*"  associirte  Differentialgleichung  von  (A) 
reductibel. 

Unter  gewissen  besonderen  Voraussetzungen  über  die  Art,  wie  die 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  der  Fuchs'schen  Classe  (A)  von 
dem  Parameter  t  abhängen,  kann  es  sich  ereignen,  dass,  wenn  die 
Mouodromiegruppe  von  (A)  von  t  unabhängig  ist,  die  Coefficienten 
li  .  II  .  ■  •  •  R  ,  der  Relation  (4)  nicht  nur  rationale  Functionen  von  x, 
sondern  rationale  Functionen  von  x  und  t  sind.  Wenn  dies  der  Fall 
ist,  so  lassen  sich  mittelst  der  Gleichungen  (4)  und  der  Differential- 
gleichung (A)  alle  partiellen  Ableitungen  der  Integrale  [yj  nach  den 
beiden  Variabein  x  und  t  als  homogene  lineare  Functionen  der  p^  und 
ihrer  n  —  1   Ableitungen 


mit  in  x   und   t  rationalen  Coefficienten  darstellen,   sofern  die   Coeffi- 
cienten von  (A)  auch  rationale  Functionen  von  t  sind. 
Man  erhält  also  insbesondere 

(II)     ^^'^!=JJ„„j,_,  +  i?,„;§  +  ...  +  B,„_,~^  ,.-i,V..,. 

(,i(  =  1,  2,  ••  •  n) 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Grössen  (I)  eine 
homogene  lineare  Differentialgleichung  von  höchstens  »i*®""  Ordnung,  der 
die  [y  ]  als  Functionen  von  t  genügen,  und  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  von  t  und  dem  jetzt  als  Parameter  fungirenden  x  sind. 
Wenn  die  Determinante 

\B       I  (/,,v=:l,2,--n-l) 

von  Null  verschieden  ist,  so  ist  die  Differentialgleichung,  der  die  [^J 
als  Functionen  von  t  genügen,  wirklich  von  n^^^  Ordnung.  Dann  lassen 
sich  aber  aus  den  Gleichungen  (II)  die  Grössen  (I)  ausrechnen,  d.  h. 
wir  erhalten  insbesondere 

26* 
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und  hienms  iblnft  auf  ünuul  des  Satzes  (Irr  Ni\  22S  (S.  390),  dass  die 
]\rc)iiüdromit'«i,'nippe  der  linearen  Differentialoleielum«^'  mit  der  nnalt- 
liän«^i<^en  Variabein  /,  der  die  [if  |  genüi;vn,  von  dem  in  den  (^xd'ti- 
cienten  dieser  Differentialgleichung  auftretenden  Parameter  x  unabhängig 
ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleicliung  der 
Fuehs'schen  ('lasse  (A)  den  Parameter  t  rational  tnithalten 
und  wenn  für  ein  Fuudamentalsystem  |v/J  die  (Heieliungen  (4) 
bestehen,  deren  Coefficienten  ebenfalls  rational  von  den 
beiden  Variabein  x  und  t  abhängen,  so  befriedigen  die  (//J  als 
Functionen  von  t  auch  eine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung, deren  Ordnung  die  von  (A)  nicht  übertrifft,  und 
es  sind  die  Coefficienten  der  Substitutionen,  welche  die  [y^\ 
bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  von  x  erleiden,  von  t,  und 
die  Coefficienten  der  ebenfalls  linearen  Substitutionen,  die 
die  [y  ]  bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  von  t  erleiden,  von 
X  unabhängig. 

Die  nun  folgenden  Untersuchungen  werden  uns  eine  ausgedehnte 
Classe  von  linearen  Differentialgleichungen  liefern,  die  zu  der  in  dem 
eben  ausgesprochenen  Theoreme  charakterisirten  Kategorie  gehören. 


Zwölfter  Abschnitt. 
Theorie  und  Anwendungen  der  Euler'schen  Transformirten. 

Erstes  Kapitel. 

231.    Neue  Herleitung  der  Laplace 'sehen  Transformirten. 
Anwendung  der  dabei  befolgten  Methode.    Satz  von  der  Vertauschung 
.    von  Parameter  und  Argument. 

Wir  knüpfen  an  die  auf  die  Laplace 'sehe  Transfb  rmirte  bezüg- 
lichen Untersuchungen  (viertes  Kapitel  des  siebenten  Abschnittes,  Bd.  I) 
au  uiul  wollen  zunächst  die  Herleitung  der  Nr.  11  o  (Bd.  I,  S.  407)  in 
etwas  moditicirter  Form  wiedergeben,  um  einerseits  dasjenige,  was  der 
Methode  von  Laplace  eigenthümlich  ist,  und  andererseits  die  Rolle, 
die  der  adjungirten  Differentialgleichung  zufällt,  deutlich  hervortreten 
zu  lassen. 

Die  Differentialgleichung  (A)  werde  in  derselben  Form  angenom- 
men, wie  in  der  Nr.  110  (Bd.  I,  S.  394), 

(A)       ^M-22'-''B-2^^'^^B-'' 

x  =  0  /=0  y.=0 

SO  dass  also  die  Coefficienten 

ganze  rationale  Functionen  m*^**  Grades  (in  der  Nr.  110  war  dieser  Grad 
durch  2)  bezeichnet  worden)  von  x  sind;  es  wird  ferner 

C     =1 

lim 

vorausgesetzt. 

Bilden  wir  nun  den  von  x  imd  einem  Parameter  s  abhängigen 
Ausdruck 

so  lässt  sich  derselbe  umformen,  wenn  man  beachtet,  dass 
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(«)  ^    ^^-^-^ 


ist.     Entwickeln  wir  niimlich  die  Produete 

uach  den  successiven  Ableitungen  von  e"^,  d.  h.  setzen  wir 

1  =  0  «  =  0 

so  ergiebt  sich 

n  III 

(1)  D^in  =^  2"  ^-^'■^''='' = ^»C"")' 

x  =  0    (=0 

wo  ^.(ii)   den  in   der  Nr.  112  (Bd.  I,  S.  400)   mit  ^{u)   bezeichneten 
linearen  liomogeneu  Differeutialausdriick  w*'-'''  Ordnung 

mit    der    unabhängigen    Variabein   z   bedeutet    (vergl.   Nr.  117,   Bd.   I, 
S.  426). 

Bezeichnen  wir  durch 

/  =  0 

den  zu  z/.(r)  adjungirten,  durch 

d\n.(z)(j)  d'-'-^f 


^=(/;^)=22'(-i)'^; 


z"         dz'-'-' 

den  begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck  (Nr.  24,  Bd.  I,  S.  (39), 
so  erhalten  war  für 

aus  der  Beziehung  von  Lagrange   (a.  a.  0.  Bd.  I,  S.  68,  Gleich.  (30)) 

(2)  v^xn  -  ß^^<(^)  =  T,  ^.y^  ^), 

und  da  nach  (1)  für  eine  beliebige  Function  v  von  2 
ist,  so  folgt  aus  (2) 

Integriren  wir  diese  Gleichung  auf  einem  Wege  l  in  Bezug  auf  z,  so 
ergiebt  sich 
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(/)  (0  (') 

wenn  also  v  als  eine  Lösung  der  Diöerentialj^leichung 
(L)  J^'(v)  =  0 

gewählt  wird,  die  nichts  anderes  ist,  wie  die  Laplace'sche  Trans- 
formirte  von  (A)  (vergl.  Nr.  111,  Bd.  I,  8.  400),  so  stellt  in  Ueber- 
einstimmung  mit  der  Nr.  113  (Bd.  I,  S.  408)  der  Ausdruck 

J^^)  =  j  ve'^dz 

(0 

eine  Lösung  von  (A)  dar,  sofern  wir  l  so  einrichten,  dass 


/ 


''  /lXe'=',v)dz  =  0 


dz 
(0 
ist. 

Das  Charakteristische  der  Methode  von  Laplace  besteht 

in  der  Anwendung  der  Function 

zx 

e    . 
Wir  wollen  jetzt  an  die  Stelle  dieser  Function  den  Ausdruck 

treten  lassen,  wo  |  irgend  eine  beliebige  von  z  und  x  unab- 
hängige Grösse  bedeutet.  Die  Function  e*"^  geht  im  Wesentlichen 
aus  diesem  Ausdrucke  hervor,  indem  man  |  in  geeigneter  W^eise  unend- 
lich gross  werden  lässt. 

Setzen   wir  in   die  linke   Seite   der  Differentialgleichung  (A)    den 
Ausdruck 

iz-xf-'- 

an  die  Stelle  von  y,  so  erhalten  wir  im  Wesentlichen  die  zur  Stelle 
x  =  z  gehörige  charakteristische  Function  (Nr.  44,  Bd.  I,  S.  156) 

{s)D^({z-xr-')=^{-irp.,{x){i-m-2y..(^-K){z-xr'-'. 

y.  =  0 

Um  diesen  Ausdruck  in  ähnlicher  Weise  umzuformen  wie  vorhin  den 
Ausdruck 

entwickeln  wir  die  Producte 

pjx){z-xy-' 

nach  den  successiven  Ableitungen  von  (z  —  xy~  ,  d.  h.  wir  entwickeln 
die  ganzen  Functionen  F^{x)  nach  Potenzen  von  z  —  x: 
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1  =  0 

Dann  ist 

n  m 

oder,  wenn  wir  einen  neuen  Summationsindex 

V  =  m  -\-  y,  —  i 

einführen,  der  dann  alle  ganzzaliligen  Werthe  von  0  bis  m  -f-  n  durch- 
läuft und 

W  «P,»,-^;  ^V  a;  (^_}_^„_l)(|^_„i_2)...(^  +  m  — v)  (w  +  x  — 1/)! 
setzen,  so  ist 

1=0 

Führen  wir  nun  durch  die  Formel 

■ii'-\-n  -,, 

r  =  0 

einen  homogenen  linearen  Differentialausdruck  (w  -|-  tif^^  Ordnung  mit 
der  unabhängigen  Variabein  s  und  mit  in  s  ganzen  rationalen  Coefli- 
cienten  ein,  so  finden  wir  die  Gleichung 

(C)  D^{(z  -  xf-')  =  ^A(ß  -  xf^''-'), 

die  wir  als  den  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und 
Argument  bezeichnen  wollen.    Es  ist  nämlich  auf  der  linken  Seite  x 
das  Argument  und  z  der  Parameter,  auf  der  rechten  Seite  z  das  Argu 
ment  und  x  der  Parameter. 


232.    Satz  von  Abel  für  lineare  Differentialgleichungen 
und  Anwendung  desselben  auf  die  hyperelliptischen  Integrale 

dritter  Gattung. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  lassen  sicli  die  P  {z)  durch  die  <p  ,(^) 
und  deren  Ableitungen  ausdrücken.  Die  Kechnung  gestaltet  sich  am 
einfachsten,  wenn  man  q)^,{z)  zunächst  nach  Potenzen  von  z  —  x  ent- 
wickelt. 


232.    Satz  von  Alicl.  409 

1111(1  diese  Eutvvickelungen  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (C)  ein- 
setzt.    Man  erhält  aut"  die.se  Weise 

^  '•^"  ^  (I  +  w  —  1)  (g  +  w  —  2)  •  •  •  (I  +  m  —  v)     a),.,_^.^+,u-y+x-i 

»■=0  ;.=o 

oder  wenn  man 

X  =  V  —  A  —  7n 

als  neuen  Summationsindex  einfuhrt, 

x  =  —  2  in  v=ü 

und  dies  muss  zufolge  des  Vertauschungssatzes  (C)  mit  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (3)  übereinstimmen.  Die  Coefficientenvergleichung 
ergiebt  dann 

{-r,\    v" r—  1 Y r^  +  m-i){^  +  m-2)...(i-\-m-v)  yl'~'"~''^(^) 

(      0       für    x<0, 
^  \P^Xx)    für    x^O. 

In   melir   übersichtlicher  Form   tritt   die   Beziehung  zwischen   den 
beiden  Dilferentialausdrücken 

DM,     ®.W 
durch  die  folgende  Ueberlegung  zu  Tage. 
Setzen  wir 
p         (^)  =  (_  1)'«+^  (g-l)(|-2)...(§-K)  p  (.  =  0,  V  •  «), 

y.  +  m\    J  \  J  (jn,-\-v.)\  xV    / 

P  (a;)  =  0    für    V  <C  ni , 
so  ist  nach  (4)  und  (5) 


x  =  0 

7«  +  n 


Nun  lautet  aber  die  explicite  Form  des  zu  einem  Difi'erentialausdrucke 

p 

2"^ 
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adjungirten  Di  ftbreiitialausdruckes 

x  =  0  x  =  0   v  =  ü 

»=0  x=ü 

Setzen  wir  also 


x  =  ü 


^.00  =2  (- i)"a  +  »^  -  iX.9>..(^) 


(T  i^ 


dx 
»=o 

so  sind  die  beiden  Difl'erentialausdrücke 


V  > 


/  im     \  "'-r«  jx 


und  — 

einander  adjungirt.  Bezeielineu  wir  durch  D^i^iv)  den  zu  D^.{tf) 
adjungirten  Ditferentialauscb-uck,  so  ist  nach  dem  Thoine-Frobenius- 
schen  Reciprocitätssatze  (Nr.  21,  Bd.  I,  S.  59) 

®.(«)  =  £;  [5 '(«)]• 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Gleichung  (C),  die  wir  ein  wenig 
umformen  wollen,  um  einerseits  ihre  Bedeutung  klarer  hervortreten  zu 
lassen  und  um  andererseits  zu  zeigen,  wie  sich  aus  derselben  durch 
Specialisirung  ein  von  Abel  entdeckter  Satz  ergiebt,  der  von  ihm  als 
der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  be- 
zeichnet worden  ist. 

Es  ist  offenbar 

__^  (,-a:)-^        _  1(5  +  1 )  .  .  .  (I  +  ,,,  _  1) _ 

Hieraus  und  aus  der  Gleichung  (4)  ergiebt  sich 

^A'^         ^)  ^—2j  dz*'  2j^       ^     (^-l)...(|-f»)     (x-ft)! 

m  —  1  ^ 

+  2f|  +  m-l).--(H-m-a;)(^-;ry+"-*'-' 

»-=0 


2^  ^      ^^     ■     (44-m— l)---(4  +  wi  — v)  (m-j-x-v)! 

x=0 


232.    Satz  von  Altcl. 


411 


Setzen   wir  nun   ^  =  0,  so   isl  (Icinnafli 
0',)       ^^((z  —  x)'"-') 

Eine  einfache  Rechnung  ergicbt  aber 


7/1  —  1 


v=0  ^=0 

und   nach  einer  bekannten  combinatorischen  Formel  ist 


2"^-^)' 


/l  =  0 


m  -J-  ^        wi(w^  +  1)  ••■(*"  +  ") ' 


wir  finden  also 


S[^^^^]=2'V-^)"-'(-^)"-- 


>Cm— v+z) 


{m  —  1'+'*)     ^ 


(^) 


Hieraus   und  aus  der  Gleichung  (6)   folgt  nunmehr  mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichung  (C) 

z  =  0 

und   dies  ist  die  Form,   auf  welche  Jacob i   den  Abel'schen  Satz  von 
der  Vertauschimg  von  Parameter  und  Argument  gebracht  hat. 
Setzen  wir  die  ganze  rationale  Function  von  z  und  x 

Z  —  X 


y.d' 


m    -2^-'^!? 


u 


^2^o„.'/-, 


SO  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Form  des  zu  D^{y)  adjungirten 
Differentialausdruckes,   dass  c.     nichts  anderes  ist,  wie  der  Coefficieut 

'IX  ' 

von  X   in  dem  Ausdrucke 

oder  der  Coefficient  von  z''  in  dem  Ausdrucke 

Bezeichnen  wir  mit  y{x)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A), 
mit  r^{x^  ein  Integral  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichimg 
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so  ist,  zufolge  der  Lagrange 'sehen  Beziehung, 

Multiplioiren  wir  also  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  r]{.c),  die  zweite 
mit  y{z)  und  addiren,  so  folgt,  wenn  wir  beachten,  dass 

ist,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (C^)  und  (7) 

(^>    l  ^.iBi'  'i w)  -  i  i>.  (?'(^).  iS)  =  uv(^)^i'')  ■ 

Wir  wollen  zeigen,  Avie  sich  aus  dieser  Gleichung  für  »  =  1  der 
Satz  von  der  Vertauschung  des  Parameters  mit  dem  Argumente  für 
die  hyperelliptischen  Integrale  dritter  Gattung  ergiebt. 

Nehmen  wir  also  n  =  1 ,  dann  lautet  die  Differentialgleichung  (A) 

und  ihre  adjimgirte 

(A/)  B;{ri)  =  -  P, ix)  ^  +  [T,{x)  -  P;{x)\n  =  0. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  Differentialgleichung 
(A  )  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  dann  kann  P^ix)  nur  von  ein- 
ander verschiedene  lineare  Factoren  enthalten,  und  Pq(x)  muss  vom 
Grade  m  —  1  sein,  wenn  P^ix)  genau  vom  m*®"  Grade  ist.     Sei 

P^(x)  =  ix  —  «,)  {x  -  ß,)  ■■■{x  —  a^)  (x  —  h^)  (x  —  b.^---{x  —  h^, 

6  -{-  Q  =  m, 

und  möge  in  Partialbrüche  zerlegt 

r  "        r.  "        X. 

sein.     Dabei  denken  wir  uns  die  Bezeichnung  so  gewählt,  dass  die 

ganze  Zahlen  bedeuten,  während  keine  der  Grössen 

eine  ganze  Zahl  ist.     D.  h.  die 

sind  .scheinbar  singulare  Stellen  von  (A^). 


232.    ITyp(3rcllipii.s(lio  Intoijralc. 


4i:5 


Das  all^ffiiiciiu!  Iiitt'^ral   von  (A,)  liuitct,  wenn  wir  di«-  willkürliche 
(Jonstante  «gleich   Eins   lu'liiiicn , 

?/c^•)  =  {^  -  ^)''  •  ■  •  (.'•  -  '0'"(^-  -  ^)''  •  ■  ■  (^  -  ^/^ 

iitiil    (las    riitsprfi'liriHlr    I  iitrural     tl(M*    adjiinu'irlni    I  )itlrrfMitialtirl<M(*liuni£ 
ist  lol«^lirli 

.;(./;)  =  (:^--^r''"'---(a;-rO-'"-^(a:-/>,r^^-' •••(.•- AJ-^v-'. 
Der  Ausdruck  U  ist  iu   niiseinu    Falle 

z  —  X  'dz         z  —  X        ' 

und  der  bilineare  Differentialausdrnck  von  (A^)  i-educirt  sich  auf 

DJf,{/)  =  I\(x)ff/. 

Wir  erhalten  aus  (F)  die  Formel 

(9)      i:iP:(-).(-)^y-i^[p.(^)K^)^] 

dieselbe  soll  nun  weiter  specialisirt  werden. 

Betrachten    wir   nämlich    den    Fall,    wo    die    Differential- 
gleichung (Aj)  mit  ihrer  adjungirten  (A^')  identisch  ist. 

Dann  muss  (vergl.  Nr.  25,  Bd.  I,  S.  70  fi".) 

F,{x)  =  i-  P;{x) 
sein.     E.s  fallen  dann  die  h^,  h„,  ■  •  ■  h^^  weg,  und  in  (8)  ist 


r,  =  r, 


*'»i  ^^   -)  j     '^  =^  '" 


Die  Integrale  y(x)  und  •)j(a;)  reduciren  sich  auf 

und  U  nimmt  die  Form  an 

1   P,'(z)  +  P^(x)        P^{z)-P^{x) 


U  = 


Die  Gleichung  (9)  liefert  demnach 


{z-xf 


(1^0      h 


dz 


ypjß) 


u 


_r,r-r)j/P^{.r)_ 


]/Pj(.r)-)/P,(s)' 
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und  dies  ist  unmittelbar  die  Form,  in  welcher  der  Vertauschimgssatz 
von  Parameter  und  Argument  für  das  hyperelliptische  Integral  dritter 
Gattung 

gewöhnlich  geschrieben  zu  werden  pflegt. 

Die  ausserordentliche  Wichtigkeit  des  Vertauschungssatzes  (10) 
für  die  Theorie  der  hvperelliptischen  Transcendenten  liegt  darin,  dass 
es  Herrn  Weierstrass  gelungen  ist,  aus  diesem  Satze  die  in  der 
Xr.  2^}Ö  (S.  295i  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den  Periodicitäts- 
moduln  der  hvperelliptischen  Integrale  zum  ersten  Male  abzuleiten. 
Die  Entdeckung  dieser  Beziehungen  bildete  eine  Epoche  in  der  Theorie 
der  Abelschen  Functionen,  da  es  nur  auf  Grund  derselben  für  Herrn 
Weierstrass  möglich  ward,  für  die  allgemeinen  hyperelliptischen 
Functionen  das  zu  leisten,  was  im  einfachsten  Falle  der  zu  einer 
Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  sechsten  Grades  gehörigen 
sogenannten  ultraelliptischen  Fimctionen  Göpel  und  Rosenhain  ge- 
leistet hatten,  nämlich  die  Lösung  des  Jacobi'schen  Umkehrproblems 
mit  Hülfe  der  Transcendenten  0.  Wir  werden  auf  das  von  Herrn 
Weierstrass  in  seiner  Braunsberger  Programmarbeit  vom  Jahre 
184^49  angewandte  Verfahren  an  späterer  Stelle  einzugehen  haben 
und  daselbst  auch  die  analogen,  jedoch  viel  allgemeineren  Folgerungen 
kennen  lernen,  die  Herr  Fuchs  aus  dem  Vertauschungssatze  (r)  für 
die   Integrale    beliebiger    linearer  Diöerentialgleichungen   gezogen   hat. 


'Jdd.    Definition  der  Eul  er 'sehen  Transformirten  einer  linearen 

homogenen   Differentialgleichung.      Beeiprocität.      Integration    dtirch 

Quadraturen.     Doppelsehleifen. 

Jetzt  wollen  wir  auf  die  den  Vertauschungssatz  darstellende  Glei- 
chung (C)  iNr.  231,  S.  408)  ein  ähnliches  Verfahren  anwenden,  wie 
für  den  Fall  der  Laplace'schen  Transformirten  auf  die  Gleichung  (1) 
(S.  406). 

Bezeichnen  wir  mit 

den  adjungirten  linearen,  beziehungswei.se  den  begleitenden  bilinearen 
Differentialausdruck  von  X.(m;,  so  ergiebt  sich  aus  der  Beziehung  von 
Lagrange  und  aus  der  Gleichung  (C)  für  eine  beliebige  Function  v 
von  z  und  einen  Integrationsweg  L  die  Gleichung 


^'U 


233.    Die  Kuler'sche  Trans tomiirte.  41.' 

ii>  vi) 

+  /l---xv+-'r 

BeJeutet  also  r  eiue  Lösung  der  Differ^ntialgleiehung 

und  deukeu  wir  uns  den  lutegrationsweg  L  ^^  gewühlt,  doss 

ist,  so  besitzen  wir  in 

Oo>  (f  =  fr'r  —  xy~^d: 

eine  Lö>uiig  vuii  ^A  . 

Euler  w^iT  der  erste,  der  die  Losung  einer  gewissen  speciellen 
linearen  Difterentialgleiehung  zweiter  Ordnimg  ^^die  im  Weseuüiohen 
auf  die  Ditferentialgleiohimg  der  Gaussschen  Reihe  hinauskommt)  in 
der  Form  eines  bestimmten  Integrales,  oder  wie  sieh  die  älteren  Ana- 
lysten auszudrücken  ptlegteii.  durch  eine  Quadratur  von  der  Art 


darstellte,  wo  k.  ß  von  j:  unabhängig  sind  imd  r  eine  blosse  Function 
von  j:  bedeutet;  wir  wollen  darum  die  Differentialgleichung  ^11) 
i^nach  Analogie  der  von  Herrn  Poincare  eingetuhrten  Bezeichnung 
.Xaplacesche  Transformirte**  tur  die  Gleichung  \^L^  S.  407'  die 
Euler'sche  Transformirte  von  (^A)  neimen. 
Offenbar  ist  aber  auch  umgekehrt 

eine  Lösung  der  Differentialgleichimg  (w  -f-  w^*^  Ordnung 

wenn  tc  eine  Lösimg  der  zu  (Ä'i  adjimgirten  Differentialgleichung 

und  ./  einen  Integratiousweg  bedeutet,  für  welchen 
(15)  f^D^^s-x'-\w)^x  =  0 
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ist.  AVir  halx'ii  also  ilt-ii  Sat/,,  dor  dvu\  in  der  Nr.  117  (IM.  1,  S.  42(5) 
für  Jit'   La|»lai'e'si'ho  Traiisfnriiiii-to  ^^'crumlciicn  Sal/c  ^-aii/,  analog  ist: 

Die  adjungirte  Difforentialo-leicbun«'-  (§tj  der  Euler'scben 
Transformirten  der  Differon  tiali^loichnng  (A)  ist  so  be- 
schaffen, dass  ihre  Euler'sche  Trausforinirte  die  Adjnngirte 
dei-  nr.spriinn-lii-bon  Differentialj^^leichung  (A)  ist.  Die  Diffe 
rentialgleic'liungen  ("?!)  und  (A)  integriren  sieb  gegenseitig 
durch  Quadraturen  nacli  der  Methode  von  Euler. 

Es  bandelt  sich  jetzt  noch  darum,  die  Integrationswege  L  be- 
ziehungsweise A  in  geeigneter  Weise  zu  wählen.  Offenbar  hängt  diese 
Wahl  wesentlich  ab  von  der  Lage  der  sinj^ulären  Stellen  der  uutei- 
den  InteyTalzeichen  auftretenden  Functionen,  d.  h.  also  von  den  sin«>,-ii- 
lären  Punkten  der  beiden  Differentialgleichungen  (A)  und  (^H).  Da 
aber  zufolge  der  Gleichungen  (4)  (S.  408) 

v..+.x^) = (-  ir+"p  w 

ist,  so  sind  für  die  Differentialgleichungen  (A)  und  (J}V)  die  singulären 
Stellen  dieselben,  und  wir  können  uns  demnach  darauf  beschränken, 
etwa  die  Bestimmung  der  Integrationswege  A  zu  unserer  Aufgabe  zu 
machen. 

Zufolge  der  Gleichung  (15)  muss  der  Integrationsweg  A  so  be- 
schaffen sein,  dass  im  Anfangs-  und  Endpunkte  desselben  der  Ausdruck 

(16)  D^i{,-xf-\w) 

denselben  Werth  annimmt,  dass  aber  trotzdem  das  auf  diesem  Wege 
erstreckte  Integral  (14)  nicht  identisch  verschwindet.  Wir  werden  also 
ähnliche  Integrationswege  zu  benutzen  haben,  wie  im  vierten  Kapitel 
des  siebenten  Abschnittes  (Bd.  I),  d.  h.  entweder  geschlossene  Wege, 
welche  die  singulären  Punkte  des  Ausdruckes  (16)  in  geeigneter  Weise 
umschlingen,  oder  aber  solche,  die  in  einem  dieser  singulären  Punkte 
beginnen  und  endigen  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  ersten  und  letzten 
Wegelemente  ganz  bestimmte  Richtungen  einhalten,  die  so  gewählt 
werden  müssen,  dass  die  Bedingung  (15)  erfüllt  wird  (vergl.  Nr.  114, 
Bd.  I,  S.  411,  Nr.  116,  ebenda  S.  418).  Die  letztere  Art  von  Integra- 
tionswegen ist  nur  bei  solchen  singulären  Punkten  anwendbar,  die 
Unbestimmtheitsstellen  der  Integrale  tv  sind;  da  wir  im  Folgenden  die 
Untersuchung  von  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe  im 
Auge  haben,  so  lassen  wir  diese  Art  von  Wegen  bei  Seite. 

Wir  erhalten  geschlossene  Wege,  die  nicht  von  singulären  Punkten 
ausgehen  und  der  Bedingung  (15)  Genüge  leisten,  auf  folgende  Weise. 
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Seien 

die  von  einander  verschiedt-ncn  NulLstelli-ii  dtr  tfaii/.t'ii  rationalen 
Function 

und  tixiren  wii-  nebst  diesen  in  der  a'-Ebene  uocli  die  Stelle  z. 
Denken  wir  uns  liann   von  den   i'unkten 

«,,    a.,,  ■  ■  ■  a^,    z 
aus  die  Querschnitte 

nach  dem  Unendlichen  liin  gelegt,  so  sind  in  der  so  zerschnittenen 
a;-Ebene 

10,    (z  —  xf~ 

eindeutig,  also  auch  (16)  eindeutig.  Bedeute  nun  t,  irgend  einen  regu- 
lären Punkt  der  a"  Ebene,  sei  /  ein  von  t,  ausgehender  geschlossener  Weg, 
der  die  Querschnitte  /^ ,  /., ,  •  •  •  l^^  beliebig  oft  und  in  beliebiger  Auf- 
einanderfolge überschreitet,  und  möge  das  allgemeine  Integral  w  der  zu 
(A)  adjungirten  Differentialgleichung,  wenn  x  den  Umlauf  l  vollzieht, 
in  Qw  übergehen.  Ferner  sei  s^^  eine  von  t,  aus  um  den  Punkt  z 
herum  gelegte  einfache  Schleife,  die  den  Querschnitt  /^,  einmal  in  posi- 
tiver Richtung  überschreitet. 

Integriren  wir  nun  von  ^  ausgehend  längs  ?,  dann  längs  s^^,  dann 
längs  /  aber  im  entgegengesetzten  Sinne  und  endlich  längs  s^  ebenfalls 
im  entgegengesetzten  Sinne,  d.  h.  also  auf  dem  Wege: 

so  ist  die  Function  (16)  zu  ihrem  Ausgangswerthe  zurückgekehrt,  und 
es  ist  folglich 

(17)  l'w{s  —  xy+"'~-\lx 

(/,  r-i,-n 

V    0  0      / 

eine  Lösung  der  Difi'erentialgleichung  (51).     Beachten  wir,  dass 

I   l\c(z  —  xy'^"'~\jx  -f-  feiv(z  —  xf+"'~''(ix  =  0, 


(17a) 


(') 


/;t.(^  _  xy+'"~\]x  +  fw(r'''^^^{z  -  xf+"'-\l.c  =  0 

(.'0)  (^1) 


ist,  so  erkennen  wir,  dass  sich  das  Integral  (17)  in  die  Form  setzen  lasst 

Schlesinger,  Difi°t;rentialgleichung<;u.    II.  27 
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(18)       rw(0  -  xy+"'-\h:  =  (l  -  e'"'^^)   jwi^  —  s:f+"'-\Jx 

\    0  0     / 

—    Hw  —  Qw)(2  —  xy-^"'~'dx . 

Der  Weg  l  lässt  sich  zusammensetzen  aus  den  vom  1 'unkte  ^  aus 
um  die  Punkte  «^.  herum  gelegten  einfachen  Schleifen  s.,  die  so  be- 
schaffen sind,  dass  sie  nur  den  Querschnitt  l.  einmal  in  positivem  Sinne 
überschreiten.  Da  ferner  nach  Vollzug  der  Integration  über  eine  solche 
Schleife  s.  das  Integral  tv  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung 
in  ein  anderes  Integral  derselben  Diff"erentialgleichung  übergegangen 
ist,  so  können  wir  sagen: 

Bedeutet  tv^,  n\^,  ■  •  ■  ic^  ein  Fundamentalsystem  der  zu  (A) 
adjungirten  Differentialgleichung,  so  lassen  sich  die  über 
Wege  von  der  Art 


1  — 1 


ISJ       5, 


erstreckten  Integrale  (17)  linear,  homogen  und  mit  constanten 
Coefficienten  zusammensetzen  aus  den  Integralen 

(19)  j\{z-xy^"-\u      (:::;:;::;:) . 

Nehmen  wir  z.  B.  l  =  s^,  betrachten  also  den  Weg 

so  ist  das  über  denselben  hin  erstreckte  Integral  (17)  jedenfalls  eine 
Lösung  von  (21);  einen  solchen  Weg  bezeichnet  man  gewöhnlich  als 
eine  um  die  beiden  Punkte  a  ,  z  henimgelegte  Doppelschleife 
(Fig.  10).  Solche  Doppelschleifen  hatten  wir  auch  schon  in  der  Nr.  114 
(Bd.  I,   S.  410)    bei    Gelegenheit    der    Integration    der   Laplace 'sehen 

Differentialgleichung  angewandt,  wir  bemerken 
jedoch,  dass  die  um  zwei  Punkte 

herum  gelegte  Doppelschleife 


y.    I 


im   Allgemeinen   nicht  einen   Weg  A    liefert,    für    welchen    die   Be- 
dingung (15)  erfüllt  i.st,  sondern  dass  dies  dann  und  nur  diiun  der  Fall 
ist,   wenn  die  Werthändei-unt;,   die  das  Intes;ral  ir  auf  dem  Wejre  .s\s 
erfährt,   dieselbe  ist,  wie  die  auf  dem   Wege   .s  s.. 
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Wir  wollen  allgemein  die   Fraj^e  so  f'orniuliren: 

1.  Wie  müssen  die  constanten  (Joefficienten  der  linearen  homo- 
•ronen  Verbindunj^en  der  Integrale  (19)  bestimmt  werden,  damit  diese 
Verbindungen   Lösungen  der  Differentialgleichung  (%)  darstellen? 

2.  Lässt  sich  ans  solchen  Verbindungen  ein  Fuiidamentalsystem 
von  (?l)  zusammensetzen? 


2li4.    DiflFerentialgleichungen,  deren  Integrale  im  Unendlichen  nicht 

unbestimmt   sind.     Vereinfachung   der   Euler'schen   Transformirten 

und  des  Vertauschungssatzes. 

Indem  wir  die  allgemeine  Discussion  der  am  Schlüsse  der  vorigen 
Nummer  aufgestellten  l^robleme  bei  Seite  lassen,  beschränken  wir  uns 
auf  den  Fall,  wo  die  Diö'erentialgleichung  (A)  der  Fuchs 'sehen  Classe 
angehört. 

Zunächst  schliessen  wir  aus  den  in  der  Nr.  232  (S.  409)  dar- 
gelegten Beziehungen  zwischen  den  Dijfferentialgleichungen  (A)  und  (91), 
am  einfachsten  wohl  daraus,  dass  die  Diä'erentialausdrücke 

m+n y  

einander  adjungirt  sind,  dass  eine  singulare  Stelle,  die  für  die  eine  der 
beiden  Differentialgleichungen  (A)  und  (21)  eine  Stelle  der  Bestimmtheit 
ist,  auch  für  die  andere  denselben  Charakter  besitzen  muss.  Insbeson- 
dere folsrt  also  hieraus  der  Satz: 

Wenn  von  den  beiden  Differentialgleichungen  (A),  (W) 
die  eine  der  Fuchs'schen  Classe  angehört,  so  ist  dasselbe 
auch  für  die  andere  der  Fall. 

Wir  machen  vorläufig  nur  die  allgemeinere  Voraussetzung,  dass 
der  unendlich  ferne  Punkt  x  =  oo  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit für  die  Differentialgleichung  (A)  sein  möge;  es  werden 
dann  die  oben  abgeleiteten  Formeln  einer  wesentlichen  Vereinfachung 
fähig,  indem  sich  nämlich  die  Differentialgleichung  (w -}-»)'*'' 
Ordnung  (§1)  durch  eine  solche  von  der  w'^"  Ordnung  ersetzen 
lässt. 

In  der  That  ist,  damit  sich  die  sämmtlichen  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung ( A)  im  Punkte  x  =  oo  bestimmt  verhalten ,  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr.  110  (Bd.  I,  S.  394)  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  die  Grade  der  Coefficienten 

«7  II  —  1  '  0 
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abnelimen.  Wenn  also  m  der  wirkliche  Grad  von  P,U')  ist,  so  kann 
man  m^n  voraussetzen,  und  P  (x-)  darf  liöclistens  vom  (u-adc  m  —  n-\-}t 
sein.     Also  ist  für  v  <  n 

P<"'+''-'\a;)=0, 

d.  li.  es  sind  nach  Gleichung  (4)  (Nr.  231,  S.  40!^)  die 

sämmtlich  gleich  Null,  so  dass  sich  die  Ditferentialgleichung  (§t)  in 
der  Form 

als  Differentialgleichung  m^^'^  Ordnung  für  die  n^^  Ableitung  von  u 
schreiben  lässt. 

Setzen  wir  also 

=  (I  +  m  -  1)  (1  +  m  -  2)  .  •  •  (1  +  m  -  ^0  <P„+X'), 
woraus  sich  gemäss  den  Gleichungen  (4),  (5)  umgekehrt 

/91 X        'ST'  r—  n"  (^  +  "^ ~n  —  l)--{^-\-m  —  n  —  v)    Qy     '"     "     "  (x) 

^"^      ^^       ^  (^  — 1)(|  — 2)---(4  — k)  {v  —  m -\- n  —  7i)\ 

0        fü]-    X  <  0, 


P,^(:f)    für    x>0 
ergiebt,  so  kann  die  Differentialgleichung  «/*"  Ordnung 

m 

an  die  Stelle  von  (51)  treten. 

Denn  aus  den  Formeln  der  Nummern  231,  232  (S.  408  ff.)  ergiebt 
sich  zunächst  die  Gleichung 

(C)  Dß,  -  xf-')  =  E^((ß  -  xT+"—'), 

und  wenn 

e:(v),  ESf,fi) 

den  adjungirten   linearen,  beziehungsweise  den   begleitenden  bilinearen 
Differentialausdruck  von  K,{^)  bedeuten,  so  haben   wir 
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(23)  e(  i\v{::  —  xf+"'-''-\lx\  =  I)^({z  —  x)'-\  w) 

+    i\z  —  xy~'D;{w)dx. 


^-1  7- 


Es  stellt  folglich 

(24)  .7=  l'v{z  —  x) 

eine  Lösung  von  (A)  dar,  wenn 

(E')  e;{v)  =  () 

und 

(20)  f;l^  E^iiz  -  xf+"-"-\  v)dz  =  0 

d) 
ist,  und  umgekehrt  haben  wir  in 

(26)  u  =  j\v{z  —  xy+"'-"-\lx 

eine  Lösung  von  (E),  wenn 

(A')  B^iiv)  =  0 

und 

(27)  f^l)^({z-xf-\w)dx  =  0 

(^) 
ist. 

Wir  können  dann  (E')  als  die  Euler'sche  Transfoiinirte  von  (A) 
und  umgekehrt  (A')  als  die  Euler'sche  Transformirte  von  (E)  be- 
zeichnen, s 

Die  Differentialgleichung  (F,)  hat  die  besondere  Eigen- 
schaft, dass  ihre  Ordnung  mit  dem  Grade  des  Coefficienten 
der  höchsten  Ableitung  übereinstimmt. 

Die  Form  der  Gleichungen  (20)  lus  (27)  lässt  erkennen,  dass  der 
Fall  eine  besondere  Beachtung  verdient,  wo  auch  in  der  Differential- 
gleichung (A)  die  Ordnungszahl  n  dieselbe  ist,  wie  die  Gradzahl  m 
des  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung,  denn  alsdann  ist  die  Reci- 
procität  zwischen  den  Difierentialgleichungen  (A)  und  (E)  eine  voll- 
kommene.    Es  ist  nämlich  für 

m  =  u 

der  Coefficient  P^(.r)  der  jc*^"  Ableitung  von  y  in  D  (y)  vom  x*®°  Grade, 
und  wir  können  demnach  die  Beziehung  zwischen  den  Differential- 
gleichungen (A)  und  (E)  in  elegantester  Weise  dadurch  zum  Ausdrucke 
bringen,  dass  wir  sagen:   Wenn 
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PJ,r)  =  (-  1)'  '^~",,'^~"'  P.O^O, 

\  (X,  V  =  0,  1,        m) 

g„(.)  -  (- ly  <1^-Ü:,r^i^  «..W  I 

gesetzt  wird,  so  ist 

tu 

X=0 
in 

)=0 

d.  h.  die  beiden  Differentialgleichungen 


x=0 


2'«.«^=^ 


1=0 


sind  einander  adjnngirt. 

Der  durch  die  Gleichung  (C)  dargestellte  Vertauschungssatz  nimmt 
die  einfache  Form  an 
(C")  D^({z  -  xT-')  =  EX^z  -  xf-') . 

Falls  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  (A)  m  grösser  wie  n 
sein  sollte,  so  können  wir  z.  B.  dadurch,  dass  wir  ?/  gleich  der  (m  —  w)*^"* 
Ableitung  einer  neuen  unabhängigen  Variabeln  setzen,  eine  Differential- 
gleichung herstellen,  deren  Ordnungszahl  gleich  m  ist  und  die  nebst 
einer  ganzen  rationalen  Function  (m  —  n)»*=°  Grades  von  x  mit  willkür- 
lichen Coefficienten  noch  n  Lösungen  besitzt,  deren  (m  —  «)*«  Alilei- 
tungen  ein  Fundamentalsystem  der  gegebenen  Differentialgleichung 
bilden.     Wir  wollen   darum   im   Folgenden   voraussetzen,   dass   für  die 

Differentialgleichung  (A) 

m  =  n 

sei  und  dann  nachher  besonders  auf  den  Fall  eingehen,  wo  in  der 
gegebenen  Differentialgleichung  (A)  die  Coefficienten  gewisser  erster 
Ableitungen  verschwinden. 


235.    Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe,  deren  Ordnung 
mit  dem  Grade  des  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  übereinstimmt. 

Wir    gehen   also    von   einer   Differentialgleichung  (Aj    aus,    deren 
Ordnung  mit  dem  Grade  m   des  Coefficienten   der  höchsten  Ableitung 
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übereinstimmt  und  setzen  jetzt  überdies  voraus,   dass  (Aj  zur  Fuchs- 
schen  Classe  gehört. 

Sei   dann   der  Coefficient  -P,„(a:)   der  höchsten  Ableitung   in   seine 
linearen  Factoren  zerlegt: 

(1)  PJx)  =  (X  -  a,r{x  -  a,r  ---(x-  aj' , 


2' 


a,  =  m 

so  muss,  damit  der  singulare  Punkt  x  =  a.  eine  Stelle  der  Bestimmt 
heit  für  die  Lösungen  von  (A)  sei,  der  Factor  x  —  a.  in  P^^_^(x) 
mindestens  zur  ('«. —  ly"",  in  P,^_<,(a;)  mindestens  zur  {a.  —  2)**°  u.  s.  w., 
in  P  ,  ,  (x)  mindestens  zur  ersten  Potenz  enthalten  sein.    Bezeichnen 

wir  durch 

die  Wurzeln  der  zu  x  =  a.  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, so  sind  (vergl.  für  diese  Verhältnisse  Nr.  112,  Bd.  I,  S.  405) 
m  —  «.  derselben  mit  den  Zahlen 

0,  1,  2,  •  •  •  m  -  a.—  l 

identisch,  und  die  zu  diesen  Wurzeln  als  Exponenten  gehörigen  Ele- 
mente des  canonischen  Fundamentalsystems  verhalten  sich  in  der  Um- 
gebung von  x  =  a.  regulär,  wenn  keine  der  cc.  übrigen  Wurzeln  eine 
positive  ganze  Zahl  und  grösser  als  m  —  a.  —  1  ist.  Um  Complicationen 
aus  dem  Wege  zu  gehen,  die  das  Wesen  der  hier  anzustellenden  Unter- 
suchung nicht  berühren,  wollen  wir  überhaupt  annehmen,  dass  für  alle 
singulären  Punkte  a.  die  Grössen 

weder  ganzzahlig  noch  auch  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden 
seien.     Dann  enthalten  die  Entwickelungen  der  Elemente 

des  zu  X  =  a.  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems  in  der  Um- 
gebung von  X  =  a.  keinen  Logarithmus  und  haben  also  die  Form 

(2)  y,.^  =  {x-  a,f "  %S^ !  «,.) ,     %^  (a,  |  a.)  +  0         («  =  i.  2,  •  •  •  „,, . 

wo  die  ^.  ^(a;!rt.)  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a.  fort- 
schreitende Reihen  bedeuten.  Die  Bezeichnung  ist  dabei  so  gewählt 
worden,  dass 

(3)  p.     _L,  =  0,     p.      ,  .,  =  1 ,  •  •  •  P-    =  /«  —  cc.  —  1 
ist. 
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Multipliciren  wir  die  linke  Seite  von  (A)  mit  tlem  Fiu'tor 

1  =  1 

so  lauten  die  Wurzeln  der  zu  x  =  a^  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung für  die  adjungirte  Differentialgleichung  von 

(ö)  x('^)DM  =  ^\ 

nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  109  (Bd.  I,  S.  391), 

O.        1  («  =  1,  2,  ■  •  •    7?l)  . 

Die    adjungirte    Differentialgleichung    von    (5)    lautet    aber    nach    dem 
Reciprocitätssatze  (Nr.  21,  Bd.  I,  S.  Ö9) 

(6)  JD;(x(a;)lü)  =  0, 

die   zu  .K  =  a.  gehörige   determinirende   Fundamentalgleichung  der   zu 
(A)  adjungirten  Differentialgleichung  (A')  hat  also  die  Wurzeln 

(7)  6.    =m  —  a.  —  o.    —  1         («  =  1,2,  ■ -»0, 

und    die    zugehörigen    Elemente    des    canonischen    Fundamentalsystems 
haben  die  Form 

(8)  w;,„  =  (x-  a.)"'"f,.„(^I«.),      f;,X^,>,)  +  0        («  =  1,2,. ..„0, 

wo  die  ":)>.  (x\a^)  nach  x  —  a.  fortschreitende  gewöhnliche  Potenzreihen 
bedeuten.     Insbesondere  sind  die 

tV.         1  (x  =  l,2,  •••  Hj  — «,) 

in  der  Umgebung  von  x  =  a.  regulär  und  gehören  zu  den  Exponenten 

6.         ,       =7)1  CC.  X. 

Es  sei  nun  w  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (A'). 
Wir  betrachten,  wie  in  der  vorhergehenden  Nummer,  die  über  die  von 
X  =  ^  ausgehenden  Schleifen 

^0'     ^"l>     *"l"    '   '    '    ^n 

erstreckten  Integrale 

/  iv(2  —  xy~^dx  (/  =  0,  1,  2,        o). 

Bedeute  b.  einen  Punkt  in  der  Umgel>ung  von  a.,  d.  h.  einen 
Punkt,  für  welchen  die  Entwickelungen  der  Integrale  unserer  Differential- 
gleichungen nach  Potenzen  von  x  —  a.  convergiren,  und  bezeichnen  wir 
mit  s.  die  von  h.  aus  um  a.  heramgelegte  Schleife,  dann  ist 


'j;i5.    Die  Schleifenintcgnile.  425 

/  IV {z  —  xy  ~ '  dx  ==    /  (iv  —  0 . w) {s  —  xf~^ (Ix  -\-   I IV (2  —  x)"  ^\lx, 

wo  wir  durch  0jr  (lasjeuif^c  Intofi^ral  von  (A')  bezeichnet  haben,  in 
welclies  sich  ir  vcrwanih'lt ,  wenn  x  einen  einfaclicn  Utnhiiif  ijn  posi- 
tiven Sinne  um  a.  vollzo;^-«'!!  (d.  li.  (h'U  Schnitt  /.  ciuitial  iu  positiver 
Richtung  überschritten)  hat,  und  wo  das  Integral  von  t,  nadi  h.  in  der 
durch  die  Linien  J,,l,,--l  zerschnittenen  x  Ebene,  d.  h.  auf  directem 
Wege,  zu  nelimen  ist. 

Sei  das  Integral  ic   (hiivli  die  Elemente   des  zu  x  =  a.  gehörigen 
canonischen  Fundamentulsystems  dargestellt 

m 
a  =  l 

dann  ist  in  der  Umgebung  von   a^ 

a  j 

(10)  et;=^c^.(;,^  +  ^(:ria,), 

a  =  l 

WO  '!|5(icla.)  eine  gewöhnliche  nach  x  —  a.  fortschreitende  Potenzreihe 
bedeutet.     Also  haben  wir 


i\v{z  -  xJ-Ux  =  V c'J   ftvjz  -  xf-\ 


dx 


und  ferner 

(in  iv  —  Qw  =  ^c^'\w.    —Q.w). 


Setzen  wir  also 


so  ist 


a  =  l 


A.    =   \w.  \z  —  it'V    ^ dx . 

I  a  f        ta^  ' 


(12)  liv{z-xy-'dx  =  yc^''A^^. 

Wir  können  uns  folglich,  was  die  über  die  Schleifen 
erstreckten  Integrale  anlangt,  auf  die  Betrachtung  der  Ausdrücke 

A  (j  =  1,  2,  •  •  •  o  ;  a  =  1,  2,  •  ■  •  a.)  , 

I  a  ' 

deren  Anzahl  gleich  m  ist,  beschränken.     Beachten  wir,  dass 
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ist,  wenn 


Q.iv.    =  s    IV. 

i      lu  Hl      ta 


,.      _  ,.2-".„]/-l 


gesetzt  wird,  so  kann  ^-1^.^  in  der  Form 

(13)         X„  =  a  -  ^, J  /k„(--  -  4~'äx  +   fivjz  -  xf-'dx 

geschrieben  werden. 

Um  die  über  die  Scli leite  .s^  erstreckten  Integrale  darzustellen, 
nehmen  wir  irgend  ein  Fundamentalsystem  ff^,  iv^,  •  ■  •  iv^^^  der  Diffe- 
rentialgleichung (A')  und  setzen 

Z^=     110^(2  Xy~^dx  (,i  =  l,2,--m); 

dann  sind  auch  die  m  Integrale 

Z    =   I  w.  iz  —  x\~^ dx         ('"^!'!'      '^') 

ta  f        ia\  J  \a  =  1,  2,  ■  •  •  a,- / 

durch  Zj,  Z^,  •  •  •  Z^^  linear,  homogen  und  mit  constanten  Coefficienten 
darstellbar. 


I 


Zweites  Kapitel. 

236.  Die  Fuchs'sche  Methode  der  veränderlichen  Integrationswege. 
Aenderung    der    Integrationsschleifen    bei    geschlossenen    Umläufen 

des  Parameters. 

Wir  fragen  nunmehr  nach  den  Aenderungeu,  welche  die  als  Func- 
tionen von  z  aufgefassten  Schleifenintegrale 

erleiden,  wenn  die  unabhängige  Variable  geschlossene  Wege  in  ihrer 
Ebene  beschreibt.  Singulare  Stellen  dieser  Integrale  können  ausser 
den  Punkten 

nur  noch  die  Punkte  z  =  t,  und  z  =  (x>  sein;  wir  haben  also  nur  das 
Verhalten  der  in  Rede  stehenden  Integrale  bei  einfachen  geschlossenen 
Umläufen  von  z  um  die  Punkte 

«17  «27  •■•  ^K^  ^ 
zu  untersuchen. 

Bei  dieser  Untersuchung  kann  man  sich  mit  Vortheil  einer  von 
Herrn  Fuchs  beginindeten  Methode  bedienen,  die  wir  als  die  Methode 
der  veränderlichen  Integrationswege  bezeichnen  wollen  und  die 
auf  der  folgenden  Erwägung  beniht.  Denkt  man  sich  in  der  Ebene 
der  Integrationsvariabein  x  die  Pimkte 

«i;  »2'  ■  •  ■  «-T'  ^^  i 
nebst  den  von  ^  ausgehenden  Integrationsschleifen 

fixirt,  so  müssen  diese  Schleifen  so  beschafiFen  sein,  dass  sie  durch 
keinen  der  singulären  Punkte  rtj,  ff.,,  ■  •  •  «„,  z  des  Integranden  hin- 
durchgehen. Wenn  nun  z  sich  verändert,  so  werden  sich  demzufolge 
auch  die  Integrationsschleifen  verändern  müssen,  so  wie  z  auf  seinem 
Wege    eine    derselben    trifft.     Stellt    man    sich   etwa    die    Integrations- 
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schleifen  als  biegsame  und  ausdehnbare  Fäden  vor,  die  im  Punkte  ^ 
befestigt  und  um  die  singulliren  Stellen  a^,  (i„,  ■■■  a  ,  z  lierumge- 
selilungen  sind,  so  "wird  ^,  wenn  es  eine  Bahn  ])eschreibt,  diese  Fäden 
immer  vor  sich  lier  treiben.  Ist  die  Bahn  von  2  ins])esondere  eine 
geschlossene,  so  wäliit  die  Veränderung  jener  Schleifen  so  lange,  bis 
-■  ungehindert  in  seine  Ausgangslage  zurückkehren  kann.  Eis  darf  natür- 
lich keine  der  Schleifen  währeiul  ihrer  Aenderung  einen  der  Punkte 
"j,  (i.,j  ■  ■  •  ff,,  passiren,  dagegen  bildet  der  Punkt  ^  während  seiner 
Bewegimg  nur  in  seiner  augenblicklichen  Lage  ein  für  die  Schleifen 
nicht  passirbares  Hinderniss,  so  dass  also  die  Schleifen  z.  B.  über  die 
Ausgangslage  von  z  hinweg  ungehindert  gehen  können,  ehe  der  Punkt 
diese  Lage  wieder  erreicht  hat. 

Will  man  also  die  Aenderung  untersuchen,  die  ein  Litegral 

erfährt,  wenn  2  eine  bestimmte  Bahn  beschreibt,  so  hat  man  zu  be- 
achten, dass  dieses  Integral  in  zwiefacher  Weise  von  2  abhängt.  Einmal 
dadurch,  dass  der  Integrand  eine  Function  von  2  ist,  das  andere  Mal 
dadurch,  dass  die  Curve,  über  welche  das  Integral  zu  erstrecken  ist, 
sich  ebenfalls  mit  2  ändert.  Nach  den  Principien  der  Integralrech- 
nung werden  wir  also  das  veränderte  Integral  erhalten,  wenn  wir  den 
veränderfen  Integranden  längs  des  veränderten  Integrationsweges  inte- 
griren. 

Wenn  2  einen  geschlossenen  L^mlauf  vollzieht,  so  kann  eine 
Aenderung  des  Integranden  nur  dann  eintreten,  wenn  sich  gewisse 
Theile  des  Integratiousweges  iiuierhalb  jenes  Umlaufes  befinden;  dann 
multiplicirt  sich  nämlicli  in  den  diesen  Theilen  des  Integrationsweges 
entsprechenden  Elementen  dos  Integrales  der  Factor 

(2  —  xf~' 

des  Integranden  mit  der  Einheitswurzel 

£  =  e 
Wir  untersuchen   zunächst  die  Aenderung  der  Integrationsschleifen  bei 
geschlossenen  Umläufen  von  2. 

In  der  a;-Ebene  haben  wir  die  Stellen  a^,  «.,,  •  •■  «^  und  die  von 
denselben  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegten  Querschnitte  l^,  ?.,,  •••  ?^, 
ferner  den  Punkt  2,  von  dem  aus  der  Querschnitt  /,,  und  den  Punkt  ^, 
von  dem  aus  der  Querschnitt  l  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegt  sein 
möge.  Denken  wir  uns  überdies  noch  die  Integrationsschleifen 
Sq,  .Sj,  s.,,  •  •  •  s^,  so  zerfallt   die  a;-Ebene  in  a  Parzellen,    die  wir  der 
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Reihe  nach  ihurh  ilir  Zaldcii  1,  2,  •■•  C  bezoichiion  wollen,  so  dass 
die  i'"  l*ai/.clh'  von  den  Querschnitten  /,  ,  ,,  l;  niid  den  Integrations- 
schh'it'en  .s'.,  ,s"  l)('ii;n'nzt  wird.  Die  La<^e  von  ^  denken  wir  uns  so, 
dass  bei  einer  Ünikreisun«^  von  ^  in  ])0sitiveiu  Sinne  zuerst  die  Schleife 
5.,,  Sj   und  endlich  der  Querschnitt  l  getroften  werden 


,s'  .   dann   .s' 


.)     P 


(vergl.   Fig.  11).     Wir  wollen   ferner  annehmen,  dass  sich   der   Punkt  z 


Fig    11. 


innerhalb  der  Parzelle  i  belinde,  und  lassen  jetzt  z  einen  einfachen  Um- 
lauf in  positivem  Sinne  um  einen  der  singulären  Punkte  a^ ,  a., ,  •  •  •  a^ 
vollziehen. 

Dabei  unterscheiden  wir  nun  zunächst  zwei  Fälle,  jenachdem  näm- 
lich der  Umlauf  um  einen   J^unkt  a^   erfolgt,  für  welchen 


h 


1,2, 


ist,  oder  um  einen  Punkt  a  ,  wo 

X  ^  i  -\-  l,    i  -f-  2,  •  •  •  (7. 

Von  den  Punkten  (i^^  sagen  wir,  sie  befänden  sich  in  Bezug  auf  z  und  ^ 
in  der  Lage  I;  das  Dreieck  (^,  z,  a^)  wird  in  der  durch  die  angegebene 
Reihenfolge  der  Ecken  bestimmten  Richtung  so  durchlaufen,  dass  die 
von  demselben  eingeschlossene  Fläche  zur  Linken  bleibt.  Entsprechend 
bezeichnen  wir  die  Lage  der  Punkte  a^  zu  z  und  ^  als  die  Lage  IL 
Wir   könnten   nun    die   Umläufe   von  z   um   die  Punkte  a^^  und  ff^ 
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HO  «'inrichton,  (Ijihh  dio  Schleifen  s^,  für  vvclclic  j'  weder  0  mdcIi  //  he 
/iehiinj^HweiHe  x  iwt,  gftii/  nnherillirt  Ideibeii  (vergl.  den  punktirten 
llrnhiiif  von  z  um  o^  in  der  l<"i^.  llj,  es  ist  }il)er  '/Wf-ckinÜHHi^er,  .solche 
[Imlüiif«'  von  z  /n  hetruchten,  die  nur  «iinen  der  (^uerHchnitle  1^^  /.,,  •••  /^ ,  / 
einmal  in  ixtsitivem  Sinn*;  üherHchn-ifcri  ( verjrl.  den  iiunküilcn  IJm- 
l.iiif  um   r/     in   <ler   Fig.  1  1  ). 

Nehmen  wir  also  /unilchst,  einen  llnduur  von  z,  der  den  C^uer- 
.sehnitt  /^  fiinmal  in  positivem  Sinne  durchkreuzt,  so  reisst  der  l'unkt  z 
Hilf'  H«;in«;m    Wegr;   die   Sehleifen 

mit   si(di,  so   dass   di«!selhen    in    die    |']iidhigcn 


■  /,    >     I,  I  I 


s.    ,  s 


nhergehcMi.  l)ie  An/ahlen,  wie  oft  dir-se  Mndliigcm  die  (Querschnitte 
/j  ,  l.,  '  ■  I,,  11  her.s(th reiten,  und  die  li'i(dd,ung(!n,  in  wcthdien  diese  (Jelier- 
schreitungen    erfolgen,    heMtiirinien    die    AufeiMiiriderfolge    von    einfiudien 


KlK     12 


Schleifen,  durch  welche  j(!n<!  I']ndlag(!n  (ufiet/t  werden  krnuien.  In  der 
Kig.  12  siiul  die  l'lndhigftn  .s^''* ,  .s'''' ,  h^^^  der  Schleifen  >>'/,,•'<',,•'<„  ver- 
zeichnet, die  dem  |»iinU.irten  llndiuife  von  ,';  um  a ^^  entsprechen;  wir 
sehen,  dass  die   iolgenden    (ilei(diungen    hestehen: 
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(A)  —  1     —  1 

(/l)  —1-1  —1—1 

Die    übrigen    Schleifen   s^,  •••  •s^_,,    *',ii,  •••  ■*>„    bleiben    urit^eilndert. 
Beschreibt  Jagegen  s  einen  Umlnuf,  der  den  Querschnitt  /    einmal 
in  positivem  Sinne  durchkreuzt,  so  verwandeln  sich  (vergl.  Fig.  Di)  die 
Schleifen  .s*  ,  5  ,  .s    beziehungsweise  in 

(*)  —1 

0  X    0    X      ' 


(IIl 


*  X    0    X        0         »0x0        X 

(x)  —  1    —  1 

X  X   0   X   U        X      ' 


(»  =  i-f  1,  .•4--',        x-1), 


Fig.   13. 


während  die  übrigen  ungeändert  bleiben.  Bemerken  wir  gleich,  dass 
wir  uns  den  geschlos.senen  Weg,  den  z  vollzieht,  .so  gelegt  denken 
können,  dass  sich  nur  unendlich  kleine  Theile  der  Schleifen  innerhalb 
desselben  befinden;  wir  werden  demgemä.ss  bei  der  Untersuchung  der 
Aenderung,  welche  die  Schleifen  integrale  erleiden,  wenn  z  Umläufe 
um  die  Punkte  a^,  a.,,  •  •  •  a^  vollzieht,  von  den  Aenderungen  des  Inte 
granden  absehen  können. 


432  XII.    Theorie  der  Eulor 'sehen  Transformirten.    Kapitel  2. 

237.    Aenderting  der  Schleifenintegrale  bei  geschlossenen  Uniläufen 

der  im  Integranden  als  Parameter  auftretenden  Variabein. 

Bestimmung  der  Coefficienten  der  Substitutionen,  welche  die  Lösungen 

der  linearen  Differentialgleichung  erfahren. 

Bezeichnen  wir  dureh  ein  vorgesetztes  0.  dasjenige,  was  aus  einer 
Function  wird,  wenn  die  unabhängige  Variabk'  einen  geschlos.senen 
Weg  besehreibt,  der  den  Querschnitt  l.  eiumal  in  ])ositivem  Sinne 
überschreitet,  so  gelten  nach  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer 
die  folgenden  Formeln. 

Für  h  ^  i  ist 

Q,Z^=  j\v^^{^-a^'-\lx-j-s  /V^(._.i-)'-V?a:-hf  fQ,n-^^{z-xi-'dx 

(s^y)  U,,)  («o) 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (17a)  der  Nr.  233  (S.  417) 
0/,  Z^  =  Z^-\-  (s  —  £" )  /  w^^{s  —  xy~^  dx  —  sj  {^ir^  —  e^n-.^)  {s—xf~^  dx. 

Denken  wir  uns  also  das  Integral  ic^  auf  einem  in  der  zerschnittenen 
.r-Ebeue  verlaufenden  Wege  nach  der  Umifebunff  von  a,  fortgesetzt 
und  durch  die  Elemente  n',,,  ?r, ...  •  •  •  «*,  des  zu  rr  gehöricren  canoni- 
sehen  Fundamentalsystems  dargestellt, 

m 
W^=   ^  C*''!  IV,  ,  (,^  =  1,  2,  •  •  ■  m) , 

X  =  l 

SO  ist  (vergl.  die  Gleichungen    11)  und    12    Nr.  235,  S.  425) 


''i'     -A-v-^- 


<»a) 
und  wir  haben  folglich 

ÖA^, = ^, + ^  J;^;;'U' 1  -  f)A;.  -  a  -  f,,)z,j 

Gemäss  der  Gleichung  (IS)  Nr.  233  (ö.  418)  ist  aber 
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(1^)  %x  =j  "Va(^  —  ^)'     '^^^  =  (1  —  0  Aa  -  (1  —  ^;.)^/, 

\   b   0   h       0     J 

es  crtriebt  sioli  also  endlich 


;. ' 


«/, 


Ferner  haben  wir 

(1(*>)  Q,Ä        =  yl  (/,  =  1,2,-      A-l,  /+!,•    -ff;  a=l,2,- ••«„), 

also  nach  einfacher  Reduction 

(17)  Q,A,       =SA,       4-(l  —  £,)Z,  («  =  1,2,...  a,,). 


Dagegen   ist  für  h  <  ?',  wenn  v  eine  der  Zahlen  h  -\-  1,  h  -\-  2,  ■  ■  -  i 
bedeutet, 

{*r^)  (« )  {*.) 

/(  V  A 

'       va  1        h      vu\  J  '       va      f        /i      va\  / 

/  *  t 

4-s    siw    (z — xy'^dx. 

'       va      f        va \  / 


(s-^) 


Bezeichnen  wir  also  mit  c    '    die  Coefficienten  der  Ueberffanffssubstitu- 
tion,  die  zu  einem  zwischen  den  Punkten  a    und  a,  innerhalb  der  zer- 

/  !■  A 

schnittenen  a;- Ebene  verlaufenden  Wege  gehört  (vergl.  Nr.  122,  Bd.  I, 
S.  443),  d.  h.  setzen  wir 


(18)  «V.=2'<"'"' 

so  foljjt  ähnlich  wie  oben  für  Z 


(«  =  1,2,  •  ..  m), 


i 

"h 


(19)  QA        =Ä       —  (1—  f      )yC^'*^t,,  (v  =  A  +  l,A  +  2,. ..,•). 

V        /  A       » «  V «  V  va      /  ,      al       hl 

1  =  1 
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Wenn   wir  mit  Hülfe  der   m  Schleifenintegrale  A  ^  luul   di-i-  ent- 
sprechenden Z      die  ni  Ausdrücke 

(20)  H     ^(\—a)A     —  (1— f    ')Z  (''  =  ;'!'■■''•) 

V       /  int  \  /      fta  \  ita       fia  \a  =  1,  2,  ■  ■  ■  a^^f 

bilden,  so  sind  diese  nichts  anderes  als  die  Doppelschleifenintegrale 
(20a)  tt^^  =  I  w^^^{z  —  xf-'dx, 

\^i  Q  1^     0  J 

und  stellen  folglich  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  234  (S.  421  ff.) 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (E)  dar.  Wir  wollen  gleich  die 
Aenderungen  zusammenstellen,  welche  diese  Lösungen  erfahren,  wenn  z 
geschlossene  Wege  beschreibt,  die  den  Querschnitt  /^  einmal  in  posi- 
tivem Sinne  überschreiten. 

Zufolge  der  Gleichungen  (15)  ist 
"h 

(21)  e,Z       =Z       -f   «y  C^"/''«.;  (,.  =  1,-.',        ai«=l,2,        aj, 

X=l 

wenn  wir  mit 

rn 

(22)  IV     =y  c^^Sv, ,  (« =  1, 2, . . .  «0 

/.  =  1 

die  Uebergangssubstitution  der  Difterentialgleichung  (A')  bezeichnen, 
die  zu  einem  die  Punkte  «,,"/,  verbindenden,  die  Querschnitte  nicht 
überschreitenden  Wege  gehört.  Es  ist  demnach  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (16),  (17)  und  (19) 

0,W,       =  £f,     H,  (a  =  l,2,        ß,,), 

h     ha  haha 


(«) 


0    M         =  U         (1    £      )     >     C    3  '  2/,  ,  (  '  .,  )  , 

h     ya  »■«  V  ru''   x  ,      al       hl  \      a  =  1,  2,  •      a,,       /' 


Qu        =  U        £(1   £       )    >    C,  'U,.  '  \'  '    '    '  ) 

h     fta  fia  ^  fta''    /  ,      al         h /.  \  er  =  1,  2,  ■  •  •  cr^^  / 


Wir  wenden  uns  zur  Aufstellung  der  analogen  Formeln  für  einen 
geschlossenen  Umlauf  von  z,  der  einen  der  Querschnitte  l^  für  x  >  ? 
einmal  in  positivem  Sinne  überschreitet.  Aus  den  Gleichungen  (II) 
(S.  431)  ergeben  sich  in  die.sem  Falle  durch  ganz  ähnliche  Rechnungen 
wie  die,  welche  wir  vorhin  diirchzufüliren  hatten,  die  folgenden  Glei- 
chungen.    Zunäch.st  ist 

(23)  0^z,  =  z,-f2'.;;;«^,     (,.=i.v  «o. 

>.  =  ! 

wenn  wir  setzen 


2iJ7.    Aeuderungen  »It-r  Schleifeuiutegrale. 


435 


luul  insbesondere 

(24)         QZ      ^-^Z      -j-Vr-'^^M, 

wenn  wiederum 
(25) 


ft  a  y^  I      al  y.i. 


(/i  =  l,2,        a;  a  =  l,  2,    .    a    ), 


(a=l,2,  ■•  •  wij 


die  zwischen  den  Pnnkten  a  ,  rf^  vermittelnde  Uebergangssubstitution 
der  Dift'erentialgleichung  (A')  bedeutet.  Dabei  möge  gleich  bemerkt 
werden,  dass  die  beiden  Substitutionen 

ZU  einander  invers  sind. 
Ferner  haben  wir 

2 


(26) 


(Q    A        =  (1    —  f        +£f      )^        +  <'f        ~i      )Z           (a=l,2,...c.J, 

z      xa            ^                 ztr      '           xu^       XU     '  XU             y.u'       y.u                                 x" 

X       lu                 ra     I     V                 1«/^^      «;.  x^.      \                   a=l,2,    •ay                  /> 

^  /«  =  X  +  1,  •  •  ■  ff,  1,  2,  •    •  i,\ 


0  A 

X       II  u 


und  für  die  m  Lösungen  u  ^^   von  (E)  ergiebt  sich  endlich 

Qu         :=   ££       U  (a  =  l,  2,      -a  ), 


(^) 


0«        =U        -(1-f      )yc^7^<;  /..=x+V..a,1.2,....A 


l  =  \ 


Qu      =u      -a(l-s    )yc^"fn,       /- '-fi; .  =/  +  i,...x-i,x 

X     ra  va  \  v  u'    X  ,      ixl       x/.  \  a  =  l,  2,  •••a^  / 

Es  erübrigt  nun  noch^  die  Aenderungen  der  Schleifenintegi*ale 
anzugeben,  die  einem  Umlaufe  von  is  um  den  Punkt  ^  entsprechen, 
d.  h.  einem  Umlaufe  (dem  punktirten  in  der  Fig.  14,  S.  436),  der  den 
Querschnitt  l  einmal  in  positiver  Richtung  durchkreuzt.  In  der  Fig.  14 
sind  die  Endlagen  der  Schleifen  s^,  s^  und  s^^  nach  einem  solchen  Um- 
laufe verzeichnet;  man  erkennt,  dass  s^  übergeht  in 

^/<=V'^/,-^^0  ('■  =  1,2,...  ff), 

dass  dagegen  s^^  in  seine  Au.sgangslage  zurückkehrt.  Ueberdies  ist  aber 
noch  zu  beachten,  dass  der  Integrand  der  Schleifenintegrale  den  Factor 
f    bekommt,    weil   der   Ausgangspunkt   ^    der    Schleifen    innerhalb    des 

28* 
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von  z  beschriebenen  Umlaufes  lieji^t.  Bezeichnen  wir  also  duifli  ein 
vorgesetztes  0  die  Aenderung,  die  unsere  Schleifenintegrale  erfahren 
haben,  so  ist 


Fig.  14. 

oder  nach  einfacher  Reduction 

(27)  0^,,„  =  ^,„-(l-f,J^,,„  (/,  =  !,  2,. ...;a  =  1.2,. ..«„). 

und  ferner 

(28)  0Z/,^^  =  £Z/,„  (/,  =  l,2,.-.a;a  =  l,2,..a/,). 

Die  Intetrrale   u,     von  (E)   bleiben   bei    diesem  Umlaufe   natürlich   un- 

>->  hu  ^      ■' 

geändert,  wie  man  auch   mit  Hülfe   der   Gleichungen   (20),  (27),  (28) 
direct  verificiren  kann. 


23'^.  Lineare  Combinationen  der  Schleifenintegrale,  die  Lösungen  der 
Differentialgleichung  liefern.    Herstellung  eines  Fundamentalsystems. 

Wir  haben  in  den  m  Ausdrücken  (20)  (S.  434)  Integrale  unserer 
Differentialgleichung  (E)  kennen  gelernt,  die  als  homogene  lineare  Ver- 
bindungen der  Schleifenintegrale 

A.^,       Z^  (.•  =  l,2,-    -a;  a  =  l,2,-a,.;/i(  =  l,2,    ■•7/,) 


238,    Lösungen  der  DiüV'rential^'leichunfj.  437 

dui|(L'sti'llt  siiul.  \\  ir  wollen  min  allf^oiufin  die  Anf'trjibe  behandeln, 
Systeme  von  '2m  Constanten  y.^^,  y^  zu  bestimmen,  für  welche  die 
Summe 

ff         "/  in 

(29)  „=2'2'-^.."^.'-+2'^^''.^ 

eine  Lösung  der  Differentialf(leichun((  (E)  darstellt. 

Zu  dem  Ende  beachten  wir,  dass  zufolge  der  Gleichung  (23) 
(Nr.  234,  S.  421),  wenn  w  eine  Lösung  der  zu  (A)  adjungirten  Diffe- 
rentialgleichung (A')  bedeutet, 

(30)  E^  f  rtv(2  —  xy-\lx\  =  fdDJ(2  —  xf-\  iv) 

ist.  Der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  auftretende  bilineare 
Differentialausdnick 

hat  die  Gestalt 

in  V 

D^iSZ  -  xf-\  IV)  =  {z-  xf-'^^iz  -  xy^P^,^(x)w^'\x), 

v=Q  ;.=ü 

wo  die  -P,.;  (a:)  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  die  sich 
aus  den  Coefficienten  PJx)  der  Differentialgleichung  (A)  und  aus  deren 
Ableitungen  zusammensetzen,  und  ^v'^''\x)  den  Werth  der  A*^""  Ableitung 
des  Integrals  w  im  Punkte  x  darstellt.     Es  ist  folglich  nach  (30) 


/;( —  1  j- 

=  (,-  ff-'-^h  -  ff  ^  P„(9(X.„  -  !)«■«' (ö, 

E^iZ^^)=  fcW^i^ß  -  xr\  iv^) 

1=0  -1  =  0 

und  daher 

EAii)  =  (.  -  tr-'"  '^\,  -  ty  ^  p,,(0 

v  =  0  ;.  =  0 

/       a        "i  tu  . 
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Soll  dieser  Ausdruck  identisch,   d.  Ii.  für  jetkii  Wertli  von  z   ver- 
schwinden, so  muss 

(/.  =0,  1,  2,  •  •     »1—  I) 

sein.     Dieses  System   von  m   linearen  homogenen  Gleicliungen   für  die 
2m  Unbekannten  y.^,  y^  ist  vom  Range  m,  weil  die  Determinante 

1  (f    —   \)W^^\^)\  {,i=  1,2,  ■■■„.;  X  =  0,1,-       m-X) 

als  Determinante  eines  Fundamentalsystems  in  dem  regulären  Punkte 
X  =  ^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  sofern  |  keine  ganze 
Zahl,  also  f  4=  1  i^^-  ^^^  System  (31)  besitzt  also  (vergl.  Nr.  34, 
Bd.  I  S.  113)  genau  7h  linear  unabhängige  Lösungssysteme;  die  mittelst 
derselben  gebildeten  Ausdrücke  u  stellen  folglich  ein  System  linear 
unabhängiger  Lösungen  der  Differentialgleichung  (E)  dar  (vergl.  die 
analoge    Betrachtung    in    der  Nr.  115,   Bd.  I,  S.  416),    wenn    die    2m 

Schleifenintegrale 

Ä.   ,    Z^ 

von  einander  linear  unabhängig  sind.  Dies  ist  im  Allgemeinen  (nämlich 
allemal,  wenn  die  Difierentialgleichung  (E)  irreductibel  ist)  der  Fall, 
wie  wir  hier  nicht  näher  ausführen  wollen;  wir  haben  also  in  der 
That  aus  den  gedachten  Schleifenintegralen  ein  Fundamentalsystem  von 
(E)  zusammengesetzt. 

Denken  wir  uns   die  Integrale  w.^   durch   das  Fimdamentalsystem 


von  (A')  dargestellt. 


w^,     IV.,,   ■  ■  ■   IV ^^ 


W.      ='^d^'"\v.  (.  =  1,2,  •••«;  «  =  1,2,  •■•«,-) 

und  nehmen  in  den  Gleichungen  (31) 

y_^  =  j/dj^"''^  (^  =  1,L',    ..»0, 

WO  X  eine  bestimmte  der  Zahlen  l,2,--0,  v  eine  bestimmte  der 
Zahlen  1,  2,  •  •  •  «  ,  y  eine  Constante  bedeutet,  dann  erhält  das  System 
(31)  die  Form 

1=1  «=1 

und  diese  Gleichungen  werden  offenbar  durcli  die  Werthe 


I 
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y/a  =  "     ^"^''     ^"4=^;     «4=*'; 

erfüllt,  denen  das  Integral 

u      =(l—6)Ä      —  (1  —  £     )Z 

der   Differentialgleichung  (E)   entspricht.     Es   kommen    also   auf  diese 

Weise  für 

x=  1,  2,  ■  •  •  (J;     v=\,2,--a,^ 

die  über  die  6  Doppelschleifen 

/         \  —1—1 

(a  ,  z)  =  s  s„s     s,, 

\    X'      y  X    0    X        0 

erstreckten  Integrale  zum  Vorschein. 

Wenn    £=|=1,    d.  h.   ^   keine   ganze   Zahl   ist,   so   sind   diese 
m  Integrale  u      auch  linear  unabhänf^if^.    Es  bilden   nämlich  die 

n  xf  n    n 

m  Coefticientensysteme  y.^^,  y^,  die  zu  denselben  führen,  ein  System 
von  m-  2m  Grössen,  in  welchem  die  aus  den  m  Grössen  y.^  gebildete 
Determinante  den  Werth 

hat;  diese  m  Systeme  y._^,  y^  sind  also  (vergl.  Nr.  34,  Bd.  I,  S.  113) 
für  £  ^=  1  linear  unabhängig. 

Ist  £  =  1  und  ^  eine  negative  ganze  Zahl  oder  Null,  so  sind  in 
(31)  die  7j,  y.,,  ■  •  ■  y^    willkürlich,  d.  h.  wir  haben  in 

z,,  z,,       z 

ein  Fundamentalsystem  von  (E).  Für  |  =  0  i.st  (E)  nichts  anderes 
als  die  mit  der  unabhängigen  Variabein  2  geschriebene  adjungirte 
Differentialgleichung  von  (A)  (Nr.  234,  S.  422).  In  diesem  Falle  sind 
die  Z^  einfach  die  Darstellungen  der  tv^(z)  durch  das  Cauchy'sche 
Integral 

tv.(2)  =     ~ Z,  =  — ~ I  wjx)(z  —  x)~^dx . 

(*o) 
Wenn  |  gleich  der  negativen  ganzen  Zahl  —  v  ist,  so  haben  wir 

*  Co) 

und  (E)  ist  demnach  die  mit  der  unabhängigen  Variabein  z  geschriebene 
Differentialgleichung,  der  die  i»*""  Ableitungen  der  Integrale  der  zu  (A) 
adjungirten  Differentialgleichung  genügen. 

Die  letztere  Bemerkung  ist  noch  einer  wesentlichen  Verallgemeine- 
rung fähig,  die  uns  zu  wichtigen  Folgerungen  Veranlassung  geben  wird. 
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Bedeutet  A  einen  Integrationsweg,  für  wt'lclien  die  Gleichung  (27) 
der  Nr.  234  (S.  421)  erfüllt  ist,  und  w  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung (A'),  so  ist 

H  =   I  w  {z  —  xj  ~  ^  dx 

eine  Lösung  von  (EY    Diöerentiiren  wir  dieselbe  v-mal  nach  ,:,  indem 
wir  unter  dem  Integralzeichen  diöerentiiren,  so  kommt 

^^  =   i\v{l  -  1)(^  -  2)  •  •  .  (^  -  v){z  -  xf—Ux^ 
dz         ,/ 
(^) 

es  ist  folglich  die  r*"  Ableitung  der  Lösung  ii  von  (E)  eine 
Lösung  derjenigen  Differentialgleichung  m'^''  Ordnung,  die 
wir  erhalten,  wenn  wir  in  (E)  an  die  Stelle  von  l  setzen  |  —  v. 
Wir  wollen  im  Folgenden,  wenn  es  sich  als  nöthig  erweist,  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  (E)  noch  das  zweite  Argument 
I  hinzufügen  und  statt  (E)  auch  (E;)  schreiben,  so  dass  also  die  Be- 
zeichnung 
(E.)  E^{n-  I)  =  Q,,X^,  ^)  |-^  +  .  .  .  +  Q^{,,  ^)tc  =  0 

zu  gelten  hat.  Es  lässt  sich  dann  direct  zeigen,  dass  die  Differential- 
gleichung 

so  beschaffen  ist,  dass  die  Ableitungen  ihrer  Lösungen 

(32)  "  =  ^f 

die  Differentialgleichung  (E.)  befriedigen.  In  der  That  folgt,  wenn  wir 
(Ev)  nach  z  diÖ'erentiiren  und  beachten,  dass  ^„(.s,  ^)  eine  von  2  un- 
abhängige Grösse  ist,  für  U  die  Gleichung 

tu  1  j|.    jT 

1  =0 

und  diese  ist  mit  (E^  ,  ^)  identisch,  wie  man  mit  Hülfe  der  Formeln 
/  ^  n^^   ^\-f^^y\^ (g-i)(^-2)- ■ -(l-x)  P':~"\^) 

W  S!A^>i)  —  K        ^^  ^  (I  — l)(g  — 2).-.(|  — v)     {vi  —  v)l 

sofort  erkennt. 
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21V.K    Differentialgleichungen,  die  zu  derselben  Ciasso  gehören. 

Betrachtet  man  ullgemein  diu  Difierentiulgleichung 

(E,+.)  EA\,^  +  v)  =  (), 

wo  V  eine  positive  gaJizo  Zalil  l)e(leutet,  so  sind  ihre  Lösungen  in  der 
Form 

11  ^    /  ?f  (^  —  x)      '~ '  dx 
M) 
darstellbar,    und    die    v'*""   Ableitungen    dieser    Lösungen    genügen    der 
Differentialgleichung  (E;),  d.  h.  es  ist 

d'U 

u  = 

dz'' 

Daraus  folgt,  dass  alle  Differentialgleichungen  (E.),  fEJ,  in 
denen  sich  ^  und  rj  nur  durch  ganze  Zahlen  unterscheiden, 
nothwendig  zur  selben  Classe  gehören. 

Von  der  Thatsache  ausgehend,  dass  die  m  Integrale  u.^  ein  Funda- 
mentalsystem von  (E;)  darstellen,  kann  man  dies  auch  aus  den  For- 
meln ( «)  und  (ß)  der  Nr.  2o7  ( S.  434,  435j  erschliessen.  In  der  That 
hat  die  Differentialgleichung  (E;)  für  jedes  |  die  singulären  Stellen 
a^,  rt.,,  •  •  •  «^,  3o.  Die  Formeln  (a),  (/3),  welche  die  Substitutionen 
darstellen,  die  ein  Fundamentalsystem  von  (E;)  erfährt,  wenn  2  Um- 
läufe um  diese  singulären  Stellen  beschreibt,  bleiben  ungeäudert,  wenn 
man  h,  um  ganze  Zahlen  vermehrt  oder  vermindert,  da  sie  das  |  nur 
in  der  Form 

s  =  e 

enthalten.  Da  (E.)  überdies  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört,  so  folgt 
hieraus  gemäss  den  Sätzen  der  Nr.  222  (S.  366)  die  Richtigkeit  unserer 
Behauptung. 

Die  Beziehung  zwischen  den  abhängigen  Variabein  der  Differential- 
gleichungen iE;j  und  (E;  ,  j)  kann  man  auch  leicht  in  der  Fonn  dar- 
stellen, dass  U  durch  u  und  seine  Ableitungen  ausgedi-ückt  erscheint. 
Es  ist  nämlich  nach  (32) 

d"'-^u       d"'U 


dz^-^        dz"'' 
also  mit  Benutzung  der  Differentialgleichung  (E;  ,  J 

dz'"-'  1  <?„.(^,  4-M)    d/'^-  "•         ^  Q,M  §+1)  "*  "^  ^„.(^J+i)  ^j ' 
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und  liionius  folgt,  wenn  wir  den  constanten  Factor  Q^^{z,  ^ -\-  i) 
unterdrücken, 

(33)    -u=  Q,S', i  + 1) ,^:  +  «,„_, (^-, I  +  n ^^'^  +  ■■■ 

Gehen  wir  statt  von  der  Differentialgleichung  (A)  von  einer  mit 
(A)  zur  selben  Art  gehörigen  Differentialgleichung  (B)  aus,  so  ge- 
hören (Nr.  174,  S.  154)  auch  die  adjungirten  Differentialgleichungen  (A') 
und  (B')  zu  einer  und  derselben  Art.  Die  abhängige  Variable  tu  der 
Diff'erentialgleichung  (B')  wird  also  durch  iv  und  dessen  Al)leitungen 
in  der  Form 

(34)  ui  =  (j,  a-  +9,,i^  +  ---\-  //„._i  ^^^^;:^, 

dargestellt,  wo  die  r/^,,  (J^,  ■  •  ■  9,„_i  (von  2  unabhängige)  rationale  Func- 
tionen von  X  bedeuten.  Wir  fragen  nun:  wie  müssen  diese  rationalen 
Functionen  beschaffnen  sein,  damit  auch  die  Differentialgleichung  (E), 
deren  Eni  er 'sehe  Transformirte  (A')  ist,  mit  der  Diff'erentialgleichung 
(F)  F^in)  =  0, 

deren  Euler 'sehe  Transformirte  durch  (B')  dargestellt  wird,  zur  selben 
Art  gehöre?    Es  handelt  sich  dann  um  die  Untersuchung  der  Ausdrücke 

I  \v{z  —  xy~^dx, 

(^) 
wo  in  durch  die  Gleichung  (34)  gegeben  und  die  Differenz  ■»;  —  |  eine 
positive  ganze  Zahl  ist. 

Bezeichnen  wir  die  den  w.^,  tv^  entsprechenden  Integrale  von  (B') 
durch  Ui.  ,  tt> .  und  setzen 


u.    =   I  \v.  (z  —  xY    ^dx, 

tu  f  IU\  '  ' 


i        0     ' 


so  befriedigen  diese  Ausdrücke  bei  geeigneter  Wahl  von  ti  die  Diff'e- 
rentialgleichung (F),  und  es  werden  die  Substitutionen,  welche  die  ii.^^ 
bei  Umläufen  von  z  um  die  Punkte  ri^,  a^,  •  •  •  a^  erleiden,  mit  den 
entsprechenden  Substitutionen  der  n,.^  übereinstimmen,  wenn 

1)  die  Diff'erentialgleichungen  (A')  und  (B')  nicht  nur  zur  selben 
Art,  sondern  zur  selben  C lasse  gehören, 

2)  die  den  Integralen 

W .  (a=a,-|-l,  •••  m;  1  =  1,2,  ■•■  <7) 

von  (A')  entsprechenden  Integrale  tv>^.^  von  (B')  in  der  Umgebung  von 
X  =  a.  auch  regulär  sind. 


2iJ0.    L)iflVTfnti;ilf,'Ii'iiliiiiif,'cii  «'int-r  ClasHO.  44.'^ 

In   (licstni   Falle   iii.süt   .sich    iilimlicli   ziiiiäciist  jedes   über   einen   Ije- 
liebigen  geschlossenen  Weg  J  erstreckte  Integnil 


dx 
ans  Integralen  von   der  Form 

l\\>.^{z  —  xf-'dx,    /  u)^u  —  x)'^~'dx     ('!^1;  2,  .'.■','/ ) 

znsanimensetzen.  Wir  bemerken  gleich,  dass  dies  im  Allgemeinen  nicht 
m()glich  wäre,  weini  die  Ditferentialgleichung(B')  ausser  den  a^,  «.,,  •  •  •  «^ 
noch  singulare  Stellen  enthielte,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  XO 
zwar  eindeutig  wären,  aber  wie  rationale  Functionen  unendlich  würden, 
denn  dann  wäre  das  über  einen  geschlossenen  Weg,  der  einen  solchen 
Unendlichkeitspunkt  umsehliesst,  erstreckte  Integral 

xy^~  dx 


im  Allgemeinen  von  Null  verschieden.  Es  würde  nur  dann  verschwin- 
den, wenn  das  Cauchy'sche  Kesidu  von 

lüU  — a-f-' 
in  Bezug  auf  jene  Unendlichkeitsstelle  gleich  Null  wäre.    Dann  könnte 
aber  im   Allgemeinen  lu   nicht  mehr  von  z  unabhängig   sein-,  wir  be- 
schränken   uns    deshalb   auf   den    Fall,    wo    (B')    und  (A')   zur   selben 
Classe  gehören. 

Ferner  sind,  wenn  die  Bedingungen  1),  2)  erfüllt  sind,  die  Ueber- 
gangssubstitutionen,  welche  die  Integralsysteme 

mit  einander  verbinden,  dieselben,  wie  die  für  die  entsprechenden 
Lösungen  von  (A')  bestehenden,  so  dass  also  in  der  That  die  Formeln 
(a),  (ß)  der  Nr.  237  (S.  434,  435)  die  Aenderungen  der  ii.^^  bei  Um- 
läufen von  0  wiedergeben.  Da  endlich  die  wesentlich  singulären  Stellen 
von  (F)  keine  anderen  sein  können  wie  eben  die  «,,«,,•••«,  cx),  so 

V.  1'2'fj'' 

gehören,  wenn  die  Bedingungen  1),  2)  erfüllt  sind,  (E)  und 
(F)  zur  selben  Classe. 

Dazu  ist  jedoch  noch  Folgendes  zu  bemerken. 

Im  Allgemeinen  wird  die  Differentialgleichung  (B')  ausser  den 
wesentlich  singulären  Stellen  a^,  n.,,  ■  ■  ■  a^^,  cv)  noch  gewisse  ausser- 
wesentlich  singulare  Punkte  J)^,  h_,,  ■  ■  ■  b^^  enthalten.  Für  ( A)  und  ( A') 
hatten  wir  durch  die  den  singulären  Punkten  a^,  rt.,,  •  •  •  a^  auferlegten 
Bedingimgen   das  Auftreten    von   ausserwesentlichen  singulären   Stellen 


444  ^^11-    Tlieorie  tler  EuK'i'scheu  'I'ransformirten.    Kapitel  2. 

ausgeschlossen.  Der  Coefficient  der  w/**°  Ableitung  in  (B')  wird  also 
im  Allgemeinen  von  höherem  als  dem  m^'^^  Grade,  etwa  vom  Grade 

m  >  )H 

sein;  entsprechend  wird  also  die  Diö'erentialgleichung  (F),  deren 
Enler'sche  Transformirte  (B')  ist,  nicht  von  der  w'^°,  sondern  von  der 
/</'"'  Ordnung  und  in  den  ii^.^^  für  7;  der  Werth  t,-\-m  —  i)t  zu  nehmen  sein. 
Aber  die  m  Integrale  it.  von  (F)  sind  so  beschaffen,  dass  sie  sich 
bei  allen  Umläufen  von  s  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst 
verwandeln;  sie  genügen  folglich  nach  einem  wiederholt  angewandten 
Principe  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  w**"^  Ordnung 
der  Fuchs 'sehen  Classe 

(F)  FJii)  =  0, 

die  ihre  sämmtlichen  Integrale  mit  (F)  gemein  hat.  Die  linke  Seite 
von  (F)  ist  demnach  in  der  Form 

FAü)  =  GF^{ü) 

darstellbar,  wo  G  einen  homogenen  linearen  Differentialausdruck  von 
der  Ordnung  ni  —  m  mit  rationalen  Coefficienten  bedeutet;  in  diesem 
Falle  ist  also  (F)  reductibel. 

Aehnliches  gilt  offenbar,  wenn  die  Differentialgleichung  (A), 
von  der  wir  ausgingen,  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  adjungirte  (A') 
ausserwesentliche  singiiläre  Stellen  besitzt.  In  diesen  Fällen  werden 
wir  dann  nicht  (F)  selbst,  sondern  die  Differentialgleichung  m^"  Ord- 
nung (F)  als  diejenige  ansehen,  deren  Euler'sche  Transformirte  durch 
(B')  gegeben  wird.  Man  erkennt  auch  leicht,  dass  die  Art  und  Weise, 
wie  wir  in  dem  Falle,  wo  der  unendlich  ferne  Punkt  keine  Unbestimmt- 
heitsstelle der  Differentialgleichung  (A)  war,  die  Differentialgleichung 
(51)  der  Nr.  233  (S.  415 j  durch  (Ej  ersetzten,  sich  in  den  hier  dar- 
gelegten Gedankengang  einfügt.  Unter  Festhaltung  der  bisherigen 
Annahmen  über  die  Beschaffenheit  von  (A)  w^ird  stets,  wenn  die  Be- 
dingungen 1),  2)  erfüllt  sind,  (F)  mit  (E)  zur  selben  Classe  gehören. 


240.    Besondere  Fälle   von  Differentialgleichungen   derselben  Classe. 

Die  Bedingungen  1),  2)  sind  offenbar  erfüllt,  wenn  in  der  Be- 
ziehung (34)  die  (/^,  g^,  ■  ■  •  g^_y  ganze  rationale  Functionen  bedeuten; 
wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  in  diesem  besonderen  Falle  aus 
der  als  gegeben  zu  betrachtenden  Beziehung  (34)  die  Beziehung  zwischen 
den  abhängigen  Variabein  u  und  u  von  (Ej  und  (Fj  herzuleiten. 
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Sei  V    der  Grud  der  «(anzcii  l^'unctioii  //  ,  daiin   i.st^   wenn  wir  nach 
Potenzen  von  x  —  z  entwickeln, 

9ni^)  =2j~ir  ^^  ~  ^^  (x  =  0,l,...m-i), 

1=0 

also  ergiebt  sich,  indem  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  (34)  mit 

{z  —  xy'~  dx 

ranltipliciren  und  auf  einem  Wege  A,  für  den  die  Gleichung  (27)  der 
Nr.  2:54  (S.  421 )  erfüllt  ist,  integriren, 

fj)  ''="  '="  U) 

Nun    folgt    aber    aus    der    partiellen    Integrationsformel    (Nr.  20, 
Bd.  I,  S.  54)  für  ein  beliebiges  t, 

ni^  (,  _  off-'  dx  =  fd  y  (- 1)"  ^(fzi|)iz!  ^ 


+  {-irJw£^[(z-xf-']dx; 


wenn   also,   wie  wir  voraussetzen  können,    der  Integrationsweg   yl  so 
gewählt  ist,  dass  längs  desselben  fortgesetzt  sowohl  iv  als  auch 

(z  —  xf-"- 

zu  ihren  Ausgangs werthen  zurückkehren  (dies  ist  z.  B.  für  die  Doppel- 
schleifen 

S.S^S7^S7^  ((  =  1,  2,    •a) 

I    0    >         0 

stets  der  Fall),  so  fällt   das  erste  Integral  auf  der   rechten  Seite  weg, 
und  wir  erhalten 


f  0'  ^'  ~  '^~''^''  =  (e  - 1)  (e  -  2)  •  • .  (e  -  x)  ftv(z  -  xv^"-'  d, 

Es  ist  folglich 
(35)  rxo{^s  —  af-\ 


=2  2'-'y^'^'~i-2:^^'~^^"^  Uz-xf^'—^dx, 

x=0     .=0  (*j) 

bezeichnen  wir  also  den  grössten  Werth,  den  die  ganze  Zahl 
71  —  I  +  '  —  X         ('"=0. 1,  •■  »"x;  "  =0, 1,    • "'  —  1) 


446  XII.    Theorio  der  Euler'schen  Trausfonuirt«n.    Kapital  2. 

anzunehmen  vermag,  durch  v  und  setzen  wie  ohen  (S.  441) 

d 

so  erhalten  wir  aus  (35\  wenn  wir  rechter  Hand  zusammenziehen  und 
mit   Hülfe   der  Differentialgleichung  (E;  ,  ^\    der    U    genügt,    die    Ab 
leitungen  höherer  als  (^ni  —  1  )•*"■  Ordnung  wegschaffen, 

(36)  fm(f  -  T)^-'d^  =  lt,ll  +  B/^  +  -.  +  J?,„_,  ^l, 

WO  jR  .  i?, ,  •••  i?  ,  rationale  Functionen  von  2  bedeuten,  deren 
Neimer  nur  für  a^,  a^^  ■  ■  ■  a^^  verschwinden  können,  und  die  sieh  aus 
den  g''^{B)f  aus  den  Coefficienten 

Q.(z,^-{-v)         (.-=0,1,  ■••«,) 

der  Differentialgleichung  (E^  ,  ^,)  und  deren  Ableitungen  in  einfacher 
Weise  zusammensetzen-,  besonders  zu  bemerken  ist,  dass  diese 
J?^j,  jRj,  ■••  J?„,_,  von  der  speciellen  Wahl  des  Integrationsweges  A 
unabhäncriff  sind. 

Nun  können  wir  durch  wiederholte  Anwendung  der  Formel  (33) 
U  und  seine  Ableitungen  durch  das  entsprechende  Integral 

«  =    1  w  {z  —  Ol)"  ~ '  dx 

von  (E)  dai-stellen;  dies  in  (36)  eingesetzt  giebt  dann  die  explicite 
Darstellung  von 

u  =   ixo{z  —  xf~'^dx 

durch  u  und  dessen  m  —  1  erste  Ableitungen,  und  damit  zugleich  die 
gesuchte  Beziehung,    die  den  Uebergang  von  (E)  zu  (Fi  vermittelt. 

Die  eben  angedeutete  Rechnunff  kann  in  »enau  derselben  Weise 
durchgeführt  werden,  wenn  tj  gleich  einer  von  ^  um  eine  beliebige 
ganze  Zahl  verechiedeneu  Grösse  genommen  wird.  Die  Ausdrücke  ii 
befriedigen  dann  eine  mit  (F)  zu  derselben  Classe  gehörige  Differential- 
gleichung m^^^  Ordimng. 

Mit  Rücksicht  auf  eine  spätere  Anwendung  betrachten  wir  noch 
den  besonderen  Fall 

(37)  ro  =  g^(x)tv, 

wo  //y(x)  eine  ganze  rationale  Function  von  höchstens  (ff — l)tem  Grade 
ist.     Setzen  wir 
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(38)  l'wiz  —  xf'^''-^dx  =  U  ■'"'', 


so  ist 


j\,,z-xf+"     ••     ^/x=,g_^^_,)../(^^^_,_^) 


,^U(«T-1) 


also  haben  wir,   wenn  wir  in    U  einfach  |   an    die  Stelle  von  t;  setzen, 

(a  —  iy. 


,39)        11=  ß,ixHv(z  -  xf-'dx  =  C—  1 )"-'  ^",      !'!  n^"-'^ 

„-•>  9o         (^)         dz  ,  , 

hierin  sind  dann  noch  für  U  "''   und  seine  Ableitungen  die  Ausdrücke 
derselben  durch  n  und  dessen  Ableitungen  zu  setzen. 


Drittes  Kapitel. 

241.    Behandlung  einer  beliebigen  Differentialgleichung  der  Fuchs- 

schen  Classe.     Die  Coeffieienten  der  Uebergangssubstitutionen. 

Reihenentwickelungen  der  Integrale. 

Wir  wollen  jetzt  von  einer  Differentialgleichung  «*•"■  Ordnung  mit 
ganzen  rationalen  Coeffieienten 

(1)  U^)  -J^i^««  0  =  0 

ausgehen,  in  welcher  der  Coefficient  der  ?i*®°  Ableitung  p  (x)  eine 
ganze  rationale  Function  vom  Grade  in  >  n  sein  möge.  Wir  gehen 
von  derselben  zu  einer  Differentialgleichung:  w/*^'  Ordnun«;  über,  indem 
wir  z.  B.  setzen 

(2)  ''  =  £=^--'    ^M-iM, 

dann  sei 

(A)  D,(y)=2'^.W5>-  =  0 

x=0 

eine  Differentialgleichung  von  der  in  den  vorhergehenden  Nummern 
vorausgesetzten  Beschaffenheit.     Wir  haben  jetzt 

P     ,  (x)  =  p    (x)  (x  =  0,  I,  •■•71), 

Die  Differentialgleichungen  (1)  und  (A)  gehören  offenbar  gleichzeitig 
zur  Fuchs 'sehen  Classe;  wir  nehmen  an,  dass  dies  der  Fall  sei. 

Zufolge  des  Reciprocitätssatzes  fNr.  21,  Bd.  I,  S.  59)  hat  man 
dann  zwischen  den  adjungirten  Diff'erentialausdrücken  von  (JX^)  und 
D^(y)  die  Beziehung 

(3)  D;,'«,)  =  (-ir-"^l »;(«,), 

und  die  Beziehung  von  Lagrange  nimmt  die  Gestalt  an 

ft  ('^"'~1P.)  _  (_  iy"-"n   '^— ^  ^'(y-)  =   1  j)  (g   /•). 
^\lx"'~"/         ^         ^  dx"'~"     ""  (i^      x'-Jy  I  .' 
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Du  nun  direct,  wenn  cUt  zu  ^^.(Q)  gehörige  begleitende  bilineare  Difi'e- 
rentialausdruck  durch  d^{(j,  f)  bezeichnet  wird, 

f,  (-n-j)  _  £111.  i  '(f)  ==  f  a  (£z:i ,  /•) 

'    '\dx"'-''/         dx'"-"     ^      '        dx    ^Vda;'"-"  '     / 

ist,   so  haben  wir,   wenn  wir  /"  durch    eine   willkürliche  Lösung  ic   der 

Differentialgleichung 

(A')  DJ(w)  =  0 

ersetzen, 

im  —  n 

,    TO — »    VO'l  '  'in  —  n  —  1  /' 

•WO  r^,  c,  ■  ■  •  c  ,    Integrationsconstanten  bedeuten,   die  sämmtlich 

gleich  Null  zu  nehmen  sind,   wenn  die  Function  tv  auch  der  Differen- 
tialgleichung 
(5)  dj(w)  =  0 

Genüge  leistet. 

Sei  wie  in  den  vorhergehenden  Nummern 

a  o 

Pn  (^)   =   -P,«  (^)  =  JJ(^  —  "/'  '  2""'^  "'  ' 

(  =  1  »  =  1 

und  mögen 

r., ,  r  ,,  •  •  ■  r.    ,  0,  1,  ■  ■  ■  n  —  a.  —  1 

die  Wurzeln   der  z\x    x  =  u.   gehöricjen   determinirenden   Fundamental- 
gleichung  von  (1)  bedeuten;  dann  sind  die  nicht  noth wendig  ganzzahligen 
Wurzeln  der  entsprechenden  determinirenden  Fundamentalgleichung  für 
die  adjungirten  Differentialgleichungen  von  (1)  und  (A) 
a     =  —  r.    -\- n  —  a. —  1         (« =  i, 2, ••  «,) , 

ZU    denen    für    die    Differentialgleichung    (5)    noch    die    ganzzahligen 
Wurzeln 

0,  1,  ■  •  •  n  —  u.  —  1 , 

für  die  Differentialgleichung  (A')  ausser  diesen  noch 

n  —  a,--ni  —  u.  —  1 
hinzutreten.     Diejenigen  Elemente 

«*',«  =  (^  -  «,)"'■" %a (^ :  «/)        («  = '.  2,  •  •  • «,) 
des  zum  Punkte  x  =  a.  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems, die  zu  den  Wurzeln 
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.1  ,-2  ;  .r  • 

der  detorminirenden  Fundainentalgleichuug  als  Exponenten 
gehören,  sind  für  die  Dift'erentialgloicliungen  (A')  und  (5) 
dieselben. 

Diese  Bemerkungen  in  Verbindung  mit  der  aus  der  Gleichung  (2) 
und  aus  dem  Satze  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argu- 
ment folgenden  Gleichung 

D^{{2  -  xf-')  =  (g  _  1)  .  . .  (i  +  n  -  m)  (-  iy-"'d^{(ß  -  x)^+"-') 

genügen,  um  zu  zeigen,  dass  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (A) 
im  Wesentlichen  auf  dieselbe  Differentialgleichung  (E)  führen,  d,  h. 
also,  dass  (5)  und  (A')  beide  die  Integration  von  (E)  nach  der  Methode 
von  Euler  bewirken. 

Die  Ueberffangssubstitution,  die  zu  einem  die  Punkte  a  ,  a  ver- 
bindenden  ganz  in  der  zerschnittenen  ic- Ebene  verlaufenden  Wege  in 
Bezug  auf  die  Differentialgleichung  (A')  gehört,  sei  (vergl.  Nr.  237, 
Gleichung  (25),  S.  435) 

x=l 
dann  müssen    die    den  Wei-then  k  =  1,  2,  •  •  •  w    entsprechenden   Glei- 
chungen des  Systems  ( 6 )  die  zu  demselben  Wege  gehörige  Uebergangs- 
substitution  von  (5)  darstellen.  Es  sind  folglich  für  a  ^n  die 

Ji"x)  (fty.)  _        _       (nx) 

a,  n-{-l  ^       a,  w  -j-  2  '  or,  7?j 

gleich  Null.  In  den  Formeln  («),  (ß)  der  Nr.  237  (S.  434,  435),  die  uns 
die  Fundamentalsubstitutionen  des  Fundameutalsystems  ii.^  von  (E) 
liefern,  kommen  nur  diejenigen  Coefficienten  der  Uebergangssubstitu- 
tionen  vor,  für  welche  a  <  o;  ,  A  <  a    ist,  d.  h.  nur  die 

C^^"^  (a  =  l,  2,  •••«„;  /.  =  1,  2,  ...«y), 

a  /.  • 

diese  sind  also  als  bekannt  anzusehen,  wenn  man   die  Ueber- 
gangssubstitutionen  der  Differentialgleichung  (5)  kennt. 
Da  zufolge  der  Formeln  (cc),  (ß) 

Qu        =  6£       t(  (a  =  1,  2,  •  •  ■  a   ) 

X     xa  y.uy.a  * 

ist,  SO  sind  die 

X 1  ■         X  2 '  xuj^ 

Elemente  des  zum  singulären  Punkte  z  =  a  gehörigen  canonischen 
Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (E).  Nehmen  wir  für  t, 
die  in  der  Umgebung  von  n  gelegene  Stelle  h  und  beschränken  z 
ebenfalls  auf  die  Umgebung  des  Punktes  «  ,  bezeichnen  wir  ferner  durch 
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/  ,  —  1    —  1 

(a  ,  z)  =  s  s^s      .s- 

die  von  h    ans  iiiii  dio  I*unkte  a    und  z  liernm  gelegte  Doppelschleife, 
so  können  wir  in 

u     =   i  w     (z  —  xy~^  dx 


für   w  ^   seine    in    der  Umgebung   von   x  =  o,    gültige   Entwickelung 
einsetzen  und  gliedweise  integriren.     Wenn 

v  =  0 

ist,  so  finden  wir  demgemäss 

(8)  ^„  =  y  ^.  A^  -  aj^--'{z  -  xf-Ux. 

Machen  wir  in  dem  unter  dem  Summenzeichen  auftretenden  Inte- 
grale die  Substitution 

X  —  a   =  (z  —  a)t , 

so  ergiebt  sich,  da  für  x  =  a^,  ^  =  0  und  für  x  =  z,  f  =  1  wird, 

(9)  j\x  —  aj"^''''"(z  -  xf-'dx 

=  {2  —  a/+'^-+'  rf+''-(i  -  ty-'df, 

(0,1) 

wo  (0,  1)  eine  um  die  Punkte  0,  1  der  ^- Ebene  herum  gelegte  Doppel- 
schleife bedeutet. 


242.     Euler'sche    Integrale    erster    Gattung.      Die    determinirenden 

Fundamentalgleichungen  der  Differentialgleichung  (E).    Beziehungen 

zwischen  den  Coefficienten  der  Uebergangssubstitutionen. 

Als  wir  in  der  Nr.  116  (Bd.  I,  S.  420  ff.)  die  analoge  Betrachtung 
für  die  Laplace'sche  Transformirte  einer  linearen  Differentialgleichung 
durchführten,  ergab  sich  an  Stelle  des  hier  auftretenden  Integrales 

(10)  /V+"'="(l  —ff  "'dt 

(0,1) 

das  Integral  (a.  a.  0.  Gleichung  (53)) 

29* 
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erstreckt  über  eine  von  /  =  cx)  ausgehende,  längs  der  realen  t-Axe 
verlaufende,  um  f  =  0  herum  gelegte  Schleife,  und  wir  sahen,  dass 
sich  dieses  Integral  durch  das  sogenannte  Euler'sche  Integral  zweiter 
Gattung,  welches  für  Werthe  von  p,  deren  realer  Theil  positiv  ist, 
durch  die  Formel 

re~'f~'(U=r{Q) 
definirt  wird,  darstellen  lässt  in  der  Form 

Aehnlich  können  wir  hier  das  Integral  (10)  darstellen  durch  das 
Euler'sche  Integral  erster  Gattuncr 


1 
Jt'-\l-ty-'dt=B{p,q) 


In  dieser  Fonnel  muss,  damit  das  Integral  einen  Sinn  habe,  sowohl  j; 
als  auch  q  einen  positiven  realen  Theil  besitzen.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung lässt  sich  nämlich  das  Integral  über  die  Doppelschleife  (0,  1) 


h  1) 


dt 


als  ein  Aggregat  von  geradlinigen,  zwischen  den  Punkten  0  und  1  er- 
.  streckten  Integralen  darstellen,  wenn  wir  uns  den  Punkt  t,  von  welchem 
aus  die  um  die  Punkte  0,  1  herum  zu  legenden  Schleifen  ausgehen, 
auf  der  realen  Axe  der  ^- Ebene  zwischen  0  und  1  angenommen  und 
die  Schleifenwege  selbst  längs  der  realen  Axe  verlaufend  denken. 
Es  ist  dann  offenbar 

0  1 


(0,1) 


0  1 

1  0 

d.  h.  also,  w^enn  wir  zusammenziehen  und  voraussetzen,  dass  in  dem 
ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Integrand  real  positiv  an- 
genommen werde, 

(11;  A'~'(l  -  tf-'dt  =  -  (1  —  e'""")  {l  -  e'^'V  BU>,  i)  ■ 

(0,1) 

Diese  Gleichung  kann  dann  als  Definition  der  Function  B(^>,  q)  für 
willkürliche  Werthenpaare  ^),  q  angesehen  werden. 
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Das  IritcfTral  (10)  erhält  also  den  Werth 

Miitl  wir  Hiuleii  tU'innai'h  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (8)  und  (9) 
für  i(      die  Entwickelung 


(12)      «,„  =  ^  ^„(1  -  sj  (>  -  1 )  B((T^.^  +  ,.  +  1 J)  r,  _  «J"x«- 


1=0 

Hieraus  folgt,  dass  »^^  zum  Exponenten  <J  ^^  -f-  |  gehört;  die  zum 
Punkte  z  =  a^  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  der 
Differentialgleichung  (E)  besitzt  demnach  die  Wurzeln 

(13)  ^xu   +   ^  («  =  1,2,...«^). 

Femer  muss  diese  Gleichung  durch  die  ganzen  Zahlen 

0,  1,  •  •  •  w  —  a   —  1 

befriedigt  werden,  da  der  Coefficient  der  w*''"  Ableitung  in  (E)  den 
linearen  Factor  z  —  «^  nur  zur  «^*^°  Potenz  enthält;  es  sind  also  auf 
diese  Weise  die  sämmtlichen  Lösungen  der  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen von  (E ),  soweit  dieselben  sich  auf  die  im  Endlichen 
gelegenen  singulären  Punkte  beziehen,  bekannt. 
Wir  bezeichnen  mit 

X,  ay-\-\.>  y.  iH 

die  zu  den  Exponenten  0,  1,  •  •  •  m  —  «.  —  1  gehörigen  Elemente  des 
dem   Punkte  z  =  a_^   entsprechenden   canonischen  Fundamentalsystems, 

und  es  möge 

»1 

(1-1)  ^'x.=^rL?^^,  («  =  i,V-.;x4=.) 

;.  =  ! 

die  Uebergangssubstitution  darstellen,  welche  einem  zwischen  den 
singulären  Punkten  a_^,  a^  ganz  innerhalb  der  durch  die  Querschnitte 
K^  ^-jy  '  '  '  K  zerschnittenen  ^-Ebene  verlaufenden  Wege  entspricht. 
Dann  ist 

^H\^='\;i  (^  =  a,  +  l,...m). 

also  haben  wir 

(15)       «^.^  -  0,.^^  =^y::;M  -  S8^,)u^,    (.+^). 

;.=i 

Vergleichen  wir  diese  Gleichungen  für  a  =  \,  2,  ■  ■  ■  a  mit  den  aus 
den  Umlaufssubstitutionen  (a),  (^ß)  der  Nr.  237  (S.  434,  435)  sich  er- 
gebenden Formeln. 
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Um  die  Vorstellim«,^  zu  fixireu,  wollen  wir  annehmen,  der  Punkt 
z  belinde  sicli  bei  der  durch  die  Fig.  11  (S.  429)  dargestellten  Lage 
ausserhalb  des  durch  /j,  s,,  s„,  /„  begrenzten  Ebenentheiles,  so  dass 
also  /  =  (7  zu  nehmen  ist.     Dann  ist  zufolge  der  Formeln  \a) 

(a  =  l,2,-      a/,), 

"A 

Qu        =U        —      (1  —   £      )   'Vc'^"'''».  ,    (x==A+l,-a;  a  =  l,2,      ..v), 
h     xa  X  a  \  xit      X   ,      ai.       h  /. 


ac.) 


h     hu  h  t(     11  a 


Q^U        =U        —  f (1  —  £      ")   'y  C^^'^'«A3     (x=l,2,...A-l;  a  =  l,2,-.-o^), 
h     xa  XU  V  xa    ^^      al       hl  * 

,1  =  1 

und  folglich 

0  ;f  =  (1  — 5  )yc^'":^ih 

h     y.a  \  XU''    /  ,      ai       h 


(17) 


hX 


(x>h). 


X=l 

"h 


xa  h     xa  ^  y.a'  ^^      a/.       hi. 


X  =  l 


Wir  finden  also  durch  Vergleichung  mit  (15),  wenn  wir  beachten,  dass  die 
linear  unabhängig  sind, 

(18) 


(x>A), 


>*) 


(xh) 


(a  =  l,  2,  ••■  «^;  ^  =  1,  2,  •  ■•  ö/,). 


(X  <  /,) 


Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  diejenigen  Coefficienten  der 
Uebergangssubstitution  (14)  berechnen,  für  welche 

«  =  1,  2,  •  •  •  •  a/,     A  =  1,  2,  •  •  •  «^ 
ist:  die  Anzahl  derselben   ist  also   a.a  . 

1  11       X 

Betrachtet  man  die  zur  Substitution  (14)  inverse 


a  =  l 


(/l  =  l,2,  -    •  m), 


(A<x) 


SO  ergiebt  sich  genau  ebenso 

(19)  M(i-oC  =  'i-"JC' 

l  (;.  =  1,  2,  ••    a/i;  o  =  l,  2,    ■  •  a^)i 

beachtet  man  dann,  dass  ebenso  wie  die  Systeme 
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auch   die  Systeme 


('•::;'),  (C) 


(((, ;  =  1, 2,  •  ■  •  j/i) 


zu  einander  inverse  Substitutionen  darstellen,  so  erkennt  man,  dass  die 
Gleichungssy steine  (18),  (19)  eigenthümliche  Relationen  zwischen  den 
Coefficienten  der  Uebergangssubstitutionen  liefern.  Wir  werden  auf 
diese  Relationen  in  einem  sogleich  näher  zu  bezeichnenden  speciellen 
Falle  zurückzukommen  haben. 


243.    Die  Tissot-Pochhammer'sche  Differentialgleichung. 
Substitutionen,  die  Umläufen  um  die  singulären  Punkte  entsprechen. 
Differentialgleichungen,  die  zur  selben  Classe  gehören.     Die  Funda- 
mentalsubstitutionen sind  von  den  singulären  Punkten  unabhängig. 

Der  besondere  Fall,  auf  dessen  genauere  Discussion  wir  jetzt  ein- 
gehen wollen,  steht  zu  den  hier  durchgeführten  allgemeinen  Betrach- 
tungen in  einer  ähnlichen  Beziehung,  wie  die  in  der  Nr.  114  (Bd.  I, 
S.  409 ff.)  behandelte  Laplace'sche  Differentialgleichung  zu  der  all- 
gemeinen Theorie   der  Laplace'scheu  Transformirten. 

Wir  nehmen  nämlich  die  Ordnung  n  der  Differentialgleichung  (1) 
(Nr.  241,  S.  448)  gleich  Eins,  dann  muss,  damit  diese  Gleichung 

(I)  i>x(^)^+Po(^)^  =  0 

der    Fuchs'schen    Classe    angehöi-t,    die    ganze    Function   i'j(.i)    lauter 
einfache  lineare  Factoren  enthalten.     Wir  haben  also 

6  =  m,     a,  =  a,-,  =  ■  ■  ■  =  a    =1 
und  folglich 

(1)  ^nX-^)  =  Pi  (^)  =  (^  —  «i)  (-^  —  «o)  ■••(x  —  aj . 

Die  ganze  Function 

ist  vom  (m  —  1)*^"*  Grade;  sei  in  Partialbrüche  zerlegt 


ie  =  l 

dauu  lautet  die  allgemeine  Lösung  der  zu  (!)   adjungirten  Differential 
gleichung 

(I')  -^JP,J^''+P...-r"='>, 

wenn   wir  von   einer  multiplicativen  willkürlichen  Constanten  absehen, 

(^3)     w.^  =  {x  —  a^Y^~\x  —  ay''~^  ■  ■  ■  u  — «J'^'«"^  =  tt\  (-=1,2,...«.), 
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und  es  ist  folglich 

Die  Coeffieienten  der  Differentialgleichung  (E),  deren  Euler'sche 
Transfbrmirte  durch  (!')  dargestellt  wird,  ergeben  sich  aus  den  For- 
meln [y)  der  Xr.  2.')S  (S.  440)  nach  leichten  Umformungen  in  der 
Gestalt 

Cf"        V.'-')=(s_i)...(s  _„.+  !) 

wir  nennen  die  Differentialgleichung  (E),  deren  Coeffieienten  durch 
diese  Ausdrücke  gegeben  werden,  die  Tissot- Pochhamm  er 'sehe 
Differentialgleichung,  weil  sie  zuerst  von  Herrn  Pochhammer  auf- 
gestellt worden  ist,  nachdem  Tissot  bereits  früher  eine  Differential- 
gleichung von  ähnlicher  Gestalt  untersucht  hatte. 

Auf  Gnmd  der  vorhergehenden  allgemeinen  Betrachtungen  können 
wir  die  Integration  der  Tissot-Pochhammer'schen  Differentialglei- 
chung als  vollzogen  ansehen;  wir  stellen  zunächst  die  Resultate  für 
dieselbe  zusammen. 

Jeder  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  «i,«o,  •••«„ 
von  (E)  ist  ein  einfacher  singulärer  Punkt  im  Sinne  der  Nr.  112 
(Bd.  L  S.  401);  die  zu  2  =  a^  gehörige  determinirende  Fundamental- 
crleichunj?  hat  die  Wurzeln 


/3^  +  |-l,  0,  1, 


ni 


9 


AVir  setzen   der  Einfachheit   wegen  voraus,   dass  weder   die   ß^  noch  | 
ganze  Zahlen  sind.     Dann  ist 

w^ ^  =  u^  =   I  iV^{2  —  x)" ~ ^ dx 

( s    X    s     ^  s        1 

\x  0  X     0    y 
das  zum  Exponenten  ß.^-\-  i  —  1  gehörige  Element  des  zu  ^  =  a.^  ge- 
hörigen canonischen  Fundamentalsystems,  und  die 

1  /         2 '  II' 

constitniren   ein  Fnndamentalsj'stem    für  die  Differentialgleichung  (E). 
Wenn  wir  die  Fundamentalsubstitutiouen  der  Integrale 

'S;    ^o  •  •  •  «„. 
aufstellen  wollen,  so  müssen  wir  die  Uebergangssubstitutionen  von  (I') 
kennen.     Diese    sind    aber   in  unserem   Falle   die   denkbar  einfachsten; 
wir  haben  nämlich 
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Demnach  lautet  zufolge  der  Gleichungen  (10)  der  Nr.  242  (S.  454  j  die 
dem  Umlaufe  um  a^^  entsprechende  Substitution 


'ö,,«,,  =  ff,«,,, 


(6) 


©/,  n.^  =  i(^_  —  (1  —  £^)  n,,        (x=A  + 1,  •  •  •  m) , 
Bezeichnet  wie  im  allgremeinen  Falle 


die  zwischen  den  singulären  Punkten  a  und  n,  vermittelnde  Ueber- 
gangssubstitution  von  (E),  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (18),  (19) 
der  Nr.  242  (S.  454) 

dies  sind  in  unserem  besonderen  Falle  die  a.  a.  0.  erwähnten  Relationen. 
Aus  den  allgemeinen  Erörterungen  der  Nr.  239  (S.  442  ff.  i  folgt 
ebenso  wie  aus  dem  blossen  Anblicke  der  Umlaufssubstitutionen  (6), 
dass  wir  Differentialgleichungen  (E)  erhalten,  die  zu  einer  und  der- 
selben Classe  gehören,  wenn  wir  die 

/^i.    ih,  ■  ■  ■  ß,.,  i 
um  ganze  Zahlen  vermehren  oder  vermindern.    Multipliciren  wir  femer 
ii\   mit    einer   willkürlichen    (von  z    unabhängigen)    ganzen    rationalen 
P\mction  g^ioc),  so  genügen  die 


fi 


g^ix^w^iz  —  xf    ^dx         (x  =  1,2,  •■•»,) 

\x    {)    X        0     J 

ebenfalls  einer  Differentialgleichung  m^"  Ordnung,  die  mit  der  zu  iv^^ 
gehörigen  Differentialgleichung  (E)  zur  selben  Classe  gehört. 

Mit  anderen  Worten:  Bedeutet  r(x).  irgend  eine  rationale 
Function,  die,  abgesehen  von  einer  ganzzahligen  Potenz  von 
z  —  X  als  Factor,  von  z  unabhängig  ist  und  nur  für  Punkte 
aus  der  Reihe  a,,  a,,,  ■  ■  ■  a  ,  z,  cc  unendlich  wird,  so  be- 
friedigen  die  Ausdrücke 

U^  =     i  r  (x)  W^  {Z  —  xf  ~^  dx  (X  =  1,  2,  ••  •  m) 

V  X  0  X      0    / 

eine  Differentialgleichung  w''^''  Ordnung,  die  mit  der  Diffe- 
rentialgleichung (E),  deren  Lösungen  die  u^,  u^,  •  ■■  u  sind, 
zur  selben  Classe  gehört. 
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Bedeutet  rix)  eine  beliebige  rationale  Function,  die,  abgesolien 
von  einer  ganzzahligen  Potenz  von  (s  —  x)  als  Factor  von  £  unabhängig 
ist  und  noch  in  den  von  a^,  ((„,  ■  •  ■  n^^^,  z,  oo  verschiedenen  Punkten 
h  (x  =  i,2,  T)  unendlich  wird,  so  ist  die  entsprechende  Tissot-Poch 
ha  mm  er 'sehe  Differentialgleichung  von  höherer  als  der  w*""  Ordnung 
aber  reductibel,  denn  sie  besitzt  neben  den  Uj,  •  ••  u,,^  noch  die  Integrale 
zu  Lösungen,  welche  über  einfache  die  h  umschliessende  Schleifen  er- 
streckt, also  in  der  Form 

{z  —  hj~^''(].^{z)  (x  =  l,2,...r), 

wo  die  y    ganze  positive  Zahlen,  die  O^iß)  ganze  rationale  Functionen 
bedeuten,  darstellbar  sind. 

Die  Gleichungen  (0)  lehren  ferner,  dass  das  Fundamentalsystem 
u  ,  u,,  ■  ■  ■  ü  der  Differentialgleichung  (E)  so  beschaffen  ist,  dass  seine 
Fundamentalsubstitutionen  von  den  in  den  Coefticienten  von  (E)  auf- 
tretenden Parametern  «, ,  «.,»•••  '^     unabhängig  sind.    Nach  den  Fuchs- 

1  '       2 '  m  OD 

sehen  Sätzen  der  Nr.  228  (S.  397)  müssen  sich  folglich  die  Ableitungen 
der  ;< j ,  «., ,  •  •  •  «,„  nach  irgend  einem  der  a^  in  der  Form 


ga  0    t    I        i  dz     '  '        "'  —  1  dz^~^ 


^-'dx 


(X)  (X)  (X) 

darstellen  lassen,  wo  die  i?,, ,  jB,  ,  ■  ••  jR  ,  rationale  Functionen  von  s 
bedeuten.  Dies  lässt  sich  nach  den  oben  gemachten  Bemerkungen 
sofort  bestätigen,  wenn  man  bedenkt,  dass 

ist,  wo  (A)  irgend  eine  der  Doppelschleifen 

SiS^^T^ s-"- =  {a.,  z) 
bedeutet  und 

ß,=ß,     für     A  +  x,     /3,  =  /3,-l 

gesetzt  wurde.     Aus  (8j  folgt  nämlich,  dass  die 

du. 

—  (.  =  1,2,  •••;/.) 

eine   Differentialgleichung   w**""  Ordnung  befriedigen,    die  mit  (E)   zur 
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selben  Classc  gebort.  Wir  werden  aus  dieser  Eigenschaft  von  (E)  in 
einem  wichtigen  Specialfalle,  der  uns  sehr  bald  beschäftigen  wird, 
weitere  Folgeningen  zu  ziehen  haben. 

-44.    Besondere  Fälle  der  Tissot-Pochhamm  er 'sehen  Differential- 
gleichung.    Gauss'sche  DiflFerentialgleichung.     Darstellung  ihrer 
Lösungen  durch  bestimmte  Integrale.     Beziehungen  zu  der 
Darstellung  durch  Gauss'sche  Reihen. 

Wenn  die  Grössen 

ßr^    ß.^   ■  ■  ■  ß.,>  ^ 
positive  reale  Theile  haben,  so  ist 


f 


in  den  «Punkten  «, ,  a,,  •  ■  •  a  ,  z  endlich.  Wir  können  dann  die  über 
die  Doppelschleifen  erstreckten  Integrale  durch  andere  Integrale  dar- 
stellen, die  zwischen  den  Punkten  «^  und  z  auf  directem  Wege  er- 
streckt sind;  wir  verstehen  dabei  unter  einem  „directen  Wege"  einen 
Weg,  der  in  der  durch  die  Querschnitte 

zerschnittenen  ic- Ebene  verläuft.     Es  ist  nämlich 


i  w^{z  —  xy    ^dx  =   l  iL\[z  —  xY    ^  dx  -\-  £.  I  w^{z  —  xf    ^dx 

a,- ,  z)  i  a,- 

''i  z 

-\-  ES.  I  w^(z  —  xy~^dx  +  *   /  ^<^i(^  —  xj'~^ dx, 


also  haben  wir 

(9)  l\i\{z  -  xy~\Jx  =  (1  —  £)(1  —  f.)  ru\{z  —  xf-'dx. 

Diese  Umformung  ist  derjenigen  ganz  analog,  die  wir  in  der  Xr.  242 
(S.  452)  für  das  Euler 'sehe  Integral  erster  Gattung  ausgeführt  haben; 
in  der  That  geht  ja  auch  das  Euler 'sehe  Integral  erster  Gattung 
aus  unserem  allgemeinen  Integrale 

1  IV  ^(z  —  xy~^dx 
hervor,  wenn  wir  m  =1,  a^  =  0  und  z  =  1  wählen. 
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Wir  köimen  also,  ^yelln  die  realen  Theile  der  ß^,  ß^,  ■  •  •  ß^^^,  i 
positiv  sind,  die  m  direeton  Intotfrale 

(10)  /  «'j  (3  —  xf  ~  ^  dx  =  [z ,  aji         (X  =  1, 2,  •  •  ■  m) 

als  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (E)  ansehen.  Die 
diesem  Fundamentalsysteme  entsprechenden  Fundamentalsubstitutionen 
lauten  dann 

(11)  eji-,  rtj  =  lA  ^J  -  (1  —  h ' fA  "J      '^>''>' 

0„[~^  «J  =  [^,  ^ü  -  Hl  -  ^>)  [^,  ^J     (''<*)• 

Es  mögen  mm  einige  besonders  wichtige  Specialfälle  der  Tissot- 
Pochhammer 'sehen   Differentialgleichung   genauer  betrachtet  werden. 

Der  Fall  m  =  1  bietet  kein  weiteres  Interesse  dar;  dagegen  führt 
der  Fall  m  =  2  auf  eine  uns  wohlbekannte  Gleichung,  nämlich  auf 
die  Differentialgleichung  der  Gauss 'sehen  Reihe. 

Setzen  wir  nämlich  für  )ii  =  2 

(12)  a^  =  0,  a.^  =  l,  «=1-|,  ß  =  2-^-ß^-ß,,  y  =  2-l~ß^, 

so  liefern  die  Formeln  (5)  (S.  456)  nach  Unterdrückung  des  constanten 
Factors  (I  —  1)~\ 

(13)  Q^_  =  ,(l-z),     Q^  =  y-(a  +  ß^^\',      Q,^-c<ß, 

so  dass  sich  also  in  der  That  die  Differentialgleichung  (G)  der  Nr.  70 
(Bd.  I,  S.  252)  ergiebt;  nur  haben  wir  hier  z  als  unabhängige  und  u 
als  abhängige  Variable. 

Wir  gewinnen  hierdurch  sofort  ein  für  die  Theorie  der  Differential- 
gleichung (G)  bedeutsames  Resultat.  Es  stellen  nämlich  die  beiden 
bestimmten  Integrale 

U^  =     fx^-^ix  -  iy-''-'(2  -  x)-"dx, 

(0,  -8) 

u^  =   Cx"-\x  —  \.Y-^-\z  —  x)-\lx 

ein  Fundamentalsystem  von 

(G)  z{l  -  z)  f !:  +  Ly  _  (a  +  /3  +  1).-1  '^^  -  aßu  =  0 

dz'  ""^ 

dar. 

Wenn  die  realen  Theile  von  «  —  7+1  "nd  1  —  cc  positiv  sind, 
so  ist 
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0 


(14)  «,  =  (1  -  0(1  -  £,)   Cx^-'ix  —  \y-^-\x  —  z)-" iL-, 

und   wenn   die    realen   Tlieile   von    y  — -  ß   und    1  —  u  positiv   sind,    so 
haben  wir 

(15)  «,  =  (1  -  s){\  —  i^)  jV-'ix  —  \f-^-\z  —  x)-\lx, 
dabei  ist  jetzt 

Machen  wir  in  diesen  directen  Integralen  noch  die  Substitution 

(16)  ^  =  4-, 

so  erhaltefi  wir  dieselben  in  der  gewöhnlichen  Form 

0  z 

Cx^'-^x  -  \y-^-\z  -  x)-\ix  =  /V-\i  -  tf-p-\zt-\)-\u, 

1 

1  T 

l^'x''-\x  -  lf-''-\z  -  x)-"  dx  ^   fif-\l-tf-^-\zt-\)-"dt, 

z  1 

wie  sie  im  Wesentlichen  schon  von  Euler  aufgestellt  worden  sind. 
Da  das  Integral  u^  in  der  Umgebung  von  z  =  0  z.um  Exponenten 

^1  +  1-1  =  1-7 
und  das  Integral  n,^  in  der  Umgebung  von  ^  =  1  zum  Exponenten 
ß,  +  l  —  l  =  y  —  ß-a 

gehört,  so  schliessen  wir,  dass  u^  mit  dem  zum  Exponenten  1  —  y 
gehörigen  Elemente  (Nr.  71,  Bd.  I,  S.  255,  Gleich.  (19;) 

u,,  =  z'-'Fia  +  1  -  y,  /3  4-  1  -  7,  2  -  7,  ;.), 

des  canonischen  Fundamentalsystems  für  z  =  0  und  it.,  mit  dem  zum 
Exponenten  y  —  a  —  ß  gehörigen  Elemente  (Nr.  72,  Bd.  I,  S.  259) 

"i.  =  (1  -  ^y~"'''F(y  -ß,y-a,  y-a-ß -^1,1- z) 

des  canonischen  Fundamentalsystems  für  z  =  1,  abgesehen  von  je  einem 
Constanten  Factor,  übereinstimmen  muss,  vorausgesetzt  natürlich,  dass 
die  Reihen,  welche  die  Integrale  tt^^.,,  u^,^  in  der  Umgebung  von  z  =  0 
beziehungsweise  ^  =  1  darstellen,  einen  Sinn  haben.  Um  diese  con- 
stanten    Factoren    zu    bestimmen,    bilden    wir    nach    Nr.  242   (S.  453) 
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die  Keilienent Wickelungen  von  u^  beziehungsweise  u„  in  der  Umgebung 
von  ^  ==  0  beziehungsweise  2=1. 

Es  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  0 

a:"-y^x  -  ly-''-'  =  (-  lY-''-'x"-'\i  -^y-ß-l)x -{-■■-), 
also  haben  wir  nach  Gleichung  (12)  der  Nr.  242  (S.  453) 

^  =  J;(-  ir''+'-'(y  -  ß  -  i),(i  -  s,)is  - 1) 

1=0 

•  B(a  —  7  4-  V  +  1,  1  —  a)z'~''^\ 
und  da  nach  einer  bekannten  Formel 

ist,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Definition  von  Fia^  ß,  y,  z)  (Nr.  71, 
Bd.  I,  S.  254), 

n,  =  (-  l)'-''-\l  -  s,){s  _  l)B(a  -  y  +  1,  1  -  «) 

.F{a-i-l-y,ß-{-l-r,2-y,  zV'', 

d.  h.  es  ist 

(18)         u^  =  {-  iy-''''\l  -  5j(f  -  l)B(a  _  7  +  1,  1  -  a)u^^. 

Analog  ergiebt  sich 

(19)  Mg  =  (1  -  ^2)(^  -  ^)^^.y  -  ^;  1  -  «)^2- 

245.    Euler's  Darstellung  der  Gauss 'sehen  Reihe  durch  ein 
bestimmtes  Integral.     Uebergangssubstitutionen  für  die  Gauss 'sehe 
DifFerentialgleiehung ;   Relationen   zwischen   den   Coeffleienten   dieser 

Substitutionen. 

Aus  den  Integralen  u^,  u,^  lassen  sich  andere  Integrale  zusammen- 
setzen, welche  die  übrigen  der  in  der  Nr.  74  (Bd.  I,  S.  265  ff.)  angegebenen 
vierundzwanzig  Lösungen  der  Differentialgleichung  (G)  darstellen.  Wir 
wollen  des  historischen  Interesses  wegen  dasjenige  bestimmte  Integral 
aufzufinden  suchen,  welches  die  in  der  Umgebung  von  z  =  0  durch 
die  Gau  SS 'sehe  Reihe 

F{cc,  /3,  y,  z) 
dargestellte  Lösung  liefert. 

Die  Lage  der  Punkte 

«j   =   0,         a.,   =    1  ,         Ö3   :=   Oi^,     z 

in  der  a:-Ebene  werde  durch  die  Fig.  15  veranschaulicht;   dann  lauten 
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die  Fundamentalsubstitutionen,  welche  das  Integi-alsystem  u^,  «^  erfährt, 
wenn  s  die  Querschnitte  l^,  /.,  je  lininal  in  positivem  Sinne  überschreitet, 


(20) 


l0jM,  =  «/.,  — (1  — £,)m^-, 

Es  handelt  sich  um  die  Auf- 
stellung eines  Integi-als 

für  welches,  wie  für 


Fig.  15. 


die  Gleichung 


%i  =  F(u,  ß,  r,z), 


Q^u  ==  u 


besteht.     Es  muss  also  nach  (20) 

c^es^u^  +  ^0^2  —  ^2(1  —  £2)^1  =  c^Uy  +  c^u.^ 
sein,  und  hieraus  folgt,   da  m^,  h.,  ein  Fundamentalsystem   constituiren, 

d.  h.  wenn  wir  durch  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnen, 

(21a)  ü  =  c((£2  —  l)^tl  +  (1  —  ££1)^.2) . 

Um  diese  Lösung  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrals  zu  erhalten, 
müssen  wir  ausser  den  von  einem  Punkte  ^  um  «^,  a.,  henim  gelegten 
Schleifen  s^,  Sg  noch  die  von  t,  aus  um  a^  =  00  henim  gelegte  Schleife 
Sg  betrachten  (in  der  Figur  punktirt).     Es  ist  dann 

(22)  l\v^{z  —  xy~\lx  =   Cwdx 

(*3)  (*3) 


(•'o) 


(■«.) 


(*2) 


wenn  wir  setzen 

(23j  W  =  ii\ {z  —  xf-'  =  x'-'(x  -  iy-''-\z  —  x)-\ 

Femer  ist  das  über  die  Doppelschleife 

^3  ^2  ^a  ^2         ' 

die  in  unserem  Falle,  wo  die  Fundamentalsubstitutionen  von  ic^  mit 
einander  vertauschbar  sind  (vergl.  Nr.  233,  S.  418),  einen  brauchbaren 
Integrationsweg  darstellt,  erstreckte  Integral 
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(24)  fwdx  =  (1  —  O   IWif^-  —  (1  —  e~'e7'f7')  f^Vd^-, 

/'.t_^  »_,  .«-1  ..7I j  (.3)  (io) 

denn  wir  haben  oöenbar  für  einen  Umlauf  um  a .  =  cx) 


1 


Setzt  man  in  (24)  für  das  über  ^'^  erstreckte  Integral  seinen  Werth 
aus  (22)  ein,  so  folgt  nach  einfacher  Reduction  mit  Ivüeksieht  auf  die 
Definition  von  u^^,  «<., 

l,  3    2   3        -2    J 

wir  können  folglich  nach  (21a) 

(25)  fwdx  =  IC 

setzen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  realen  Theile  der  Grössen 
ß  und  y  —  ß  positiv  sind,  besitzt  das  Integral 

JWdx 

in  den  Punkten  x  =  co  und  x  =  1  endliche  Werthe;  es  ist  also  in 
diesem  Falle 

ü  =  (l  —  r'a-'£-')U.^  —  1)   Cwdx, 

00 

und  wenn  wir  wieder  durch  die  Gleichung  (ICy)  eine  neue  Integrations- 
variable einführen , 

1 

(26)  w  =  (l  — £-'f7'£7')(£2  — 1)   Ct'~\\  —  tf-^'\zt—\)-"dt. 

ü 

Dieses  Integral  kann  sich  von  11^^  nur  durch  einen  constanten  Factor 
unterscheiden;  um  diesen  zu  bestimmen,  bilden  wir  den  Werth  von  ü 
für  s  =  0.     Es  ist 

■  1  —1  —1 , 


I 


und  da  u^^^    für  2  ^^  0   den  Werth    1    annimmt,    liuben    wir   folglich 
der  Umgebung  von  2  =  0 

1 
(27)       A'"Vl  —  tf-'^-'d  —  zt)-"dt  =  E{ß,  r  —  ß)F{a,  ß,  y,  z). 
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Diese  Gleichung  ist  bereits  von  Euler  (in  den  Institutiones  caleuli 
integralisl  gegeben  worden  (^vergl.  Nr.  233,  S.  415),  und  gewöhnlich 
wird  auch  das  auf  der  linken  Seite  stehende  be.stimmte  Integi-al  zum 
Ausgangspunkte  für  die  Integration  der  Diöerentialgleichung  i  Gr j  durcli 
Quadraturen  gewählt.  Auf  die  Darstellung  der  übrigen  Lösungen  von 
(G)  durch  bestimmte  Integrale  gehen  wir  nicht  näher  ein,  sie  kann 
auf  ähnlichem  Wege  erhalten  werden,  wie  die  von  w^^,  u^^^,  w^.,,  die  wir 
kennen  gelernt  haben. 

Die  Integrale  tt^,  m^  und  die  durch  die  Formeln  (20),  (21)  ge- 
gebenen Fundamentalsubstitutionen  der.selben  haben  unbeschränkte 
Gültigkeit  auch  in  allen  denjenigen  Fällen,  wo  einzelne  der  Keihen- 
entwickelungen  der  Nr.  74  versagen.  Mit  Hülfe  derselben  lassen  sich 
die  Uebergangssubstitutionen,  die  in  der  Nr.  129  (Bd.  I)  nur  unter 
der  Annahme,  dass  keine  der  Grössen 

1  —  y,     Y  —  <^  —  ß,     ^  —  ß 
eine  ganze  Zahl  sei,  aufgestellt  worden  sind,  auch  in  diesen  Ausnahme- 
fällen bestimmen.     Um   die  Formeln   der  Nr.  129   zu   verificiren,   hat 
man    die    Darstellung    der    Function    B(p,  q)    durch    das    Euler'sche 
Integral  zweiter  Gattung 

r{p)  =  n{p-i) 

zu  berücksichtigen;  es  ist  nämlich 

Wir  begnügen  uns  damit,  auf  die  Bedeutung  der  Relation  (7) 
(Nr.  243,  S.  457)  dadurch  hinzuweisen,  dass  wir  dieselbe  mit  Hülfe 
jener  Formeln  in  dem  Falle  der  Differentialgleichung  (G)  in  expliciter 
Form  aufschreiben. 

Es  kommen  dabei  die  zwischen  den  Punkten  2  =  0  und  .2=1 
vermittelnden  Uebergangssubstitutionen  in  Betracht,  die  in  der  Nr.  129 
(Bd.  I,  S.  481,  Gleich.  (6),  (7)  und  S.  483)  aufgestellt  worden  sind.  Es 
ist  zufolge  derselben 

H^,_  =  /■(!  -a,l-ßr/-cc-ß+  l)u^^  +  ^:ß^{z  -  1), 
H^.^  =  f{l  -  a,  1  -  ^,  2  -  y)u^.^  +  ^(z), 

wo  ^jU  —  1),  '^{^)  in  der  Umgebung  von  s  =  1  beziehungsweise 
^  =  0  reguläre  Functionen  bedeuten.    Also  ist  in  der  Bezeichnunor  der 

"--7  O 

vorhergehenden  Nummern 

'Y[T  =  cf(l-a,l-ß,2-y), 


(29) 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    IL  30 


yn^=  y/'U  —  «;  1  — /^;  7  — «  — Z^  +  l;, 
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wo  gemäss  den  Gleichungen  (18),  (19) 

_  y_^_i      il-B,)B{Y-ß,l-a) 

^■  —  y        ^'  (i_f^)B(a-y  +  l,l-«) 

zu  nehmen  ist.     Zufolge  der  Relation  (7)  (S.  457)  muss  sein 

(12)    (21)  ^   f(l  — ti)(i-f2) 
^11   J^ii  ^i_ee,){l-ss^y 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 

ausgerechnet, 

/QA\  J12)    (21)  ^ sin7r(y  — K)siii7r(y  — p) 

^      >*  '11    'u  sinn;(l  — y)- sin7r(y  — a  — ß) 

Zufolge  der  Definitionsgleichung  (Nr.  12!),  Bd.  I,  S.  479) 

I  \y-,  P:  7)         r{y  —  Dc)r{y  —  ^) 
ist  aber  nach  (29) 

(12)    (21)  ^  r(2  -y)  r(y  -  1)  r(y  -  g  —  p  + 1)  r(a  +  P  -  y) 
?'ll    J'll  r(a-y+l)r(y-a)r(p-y  +  l)rcy-ß)      ' 

und  dies  mit  (30)  verglichen  führt  auf  die  bekannte  Relation 

(31)  ni-,)nv)  =  ^^^. 

Die  Beziehungen  (7)  (S.  457)  und  allgemein  die  sich  aus  den 
Gleichungen  (18),  (^19)  der  Nr.  242  (S.  454)  ergebenden  Rela- 
tionen können  also  gleichsam  als  eine  Verallgemeinerung  der 
Relation  (31)  angesehen  werden. 


Viertes  Kapitel. 

240.    Fälle,  wo  die  Euler'sche  Transformirte  der  Tissot- 

Pochhammer'schen  Differentialgleichung  ein  algebraisches  Integral 

besitzt.     Differentialgleichung   für   die   Periodieitätsmoduln   gewisser 

specieller  und  der  allgemeinen  Abel 'sehen  Integrale. 

Schon  Euler  selbst,  nach  ihm  besonders  Pfaff  und  ebenso  fast 
alle  Analysten,  die  sich  mit  dem  Stadium  der  Differentialgleichung  (G) 
uiul  ihrer  Lösungen  beschäftigt  haben,  wandten  der  Frage  ein  beson- 
deres Interesse  zu,  in  welchen  Fällen  sich  die  Integrale  von  (G)  auf 
„bekannte  Functionen"  reduciren  lassen.  Seit  der  Zeit  Euler's 
und  Pf  äff 's  hat  sich  der  Kreis  der  als  bekannt  anzusehenden  Func- 
tionen wesentlich  erweitert,  insbesondere  sind  wir,  Dank  der  Arbeiten 
Abel's  und  seiner  Nachfolger,  in  der  Lage,  die  Integrale  algebraischer 
Functionen  in  gewissem  Sinne  als  bekannte  Functionen  ansehen  zu 
dürfen.  Nun  soll  es  sich  nicht  etwa  danim  handeln,  zu  untersuchen, 
unter  welchen  Bedinguucren  sich  die  Lösungen  der  Differentialcfleichunsr 
(G)  durch  AbeFsche  Integrale  darstellen  lassen,  sondern  vielmehr 
darum,  einen  anderen  Zusammenhang  zwischen  der  Theorie  dieser 
Integrale  und  der  Differentialgleichung  (G),  beziehungsweise  der  allge- 
meinen Tissot-Pochhammer'schen  Differentialgleichung  zu  erörtern. 

Die  Form  des  Integrals  ic^  der  Eul  er 'sehen  Transformirten  der 
Tissot-Pochhammer'schen  Differentialgleichung  legt  es  nahe,  die- 
jenigen Fälle  genauer  zu  betrachten,  in  welchen  der  Ausdruck 


(1)  /  ii\ (z  —  xf" ^dx=      {s  —  xy~^  TJ{x  —  aj'"- 


dx 


ein  Abel'sches  Integral  wird.     Dies  ist  offenbar  stets  der  FaU,   wenn 
die  Grössen 

reale  rationale  Zahlen  sind,  denn  dann  genügt 

(2)  W=(z  —  xf-\x  —  a^'-'  •'■(x  —  aj"-' 

einer  algebraischen  Gleichung  von  der  Form 

30* 


468 


XII.    Theorie  der  Euler'schen  Trausfonnirton.    Kapitel  4. 


(3)  W"  =  R{x), 

wo  n  iliis  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Nenner  der  Zahlen 
ßi,  ß^,  •  •  ■  ß,„,  ^  und  R{x)  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet. 
Der  Punkt  z  spielt  die  Rolle  eines  Verzweigungspunktes  für  die 
durch  die  Gleichung  (o)  detinirte  algebraische  Function  W  von  x, 
wenn  wir  wie  immer  voraussetzen,  dass  |  keine  ganze  Zahl  sei. 
Wir  können  uns    W  in  die  Form  gesetzt  denken 


W  =  4'{x)(z  —  x)"{x  —  a^) "  {x  —  aj  "  ■  ■  ■  {x  —  aj  "  , 
wo  if{x)  eine  rationale  Function  von  x  und  die 


r.. ,    r. ,    7\ 


r 


07       '17       '2' 

positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  kleiner  sind  als  n.     Sei 
}■  r 

y    V 

n         n. 


(v  =  0,  1,  2,  •  ■  •  m) , 


wo  die  ganzen  Zahlen  >\,  und  n^  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen, 
dann  ist  der  Punkt  2  ein  Verzweigungspunkt  von  der  Ordnung 


(-4> 


der  Punkt  a    ein  solcher  von  der  Ordnung 


n    1 


(X  =  1,  2,  ■  •  ■  m) , 


und  der  Punkt  x  =  oo  ein  Verzweigungspunkt  von  der  Ordnung 


\  ''rn+J 


wenn  n    ,  .  den  Nenner  des  auf  seine  reducirte  Form  gebrachten  echten 

iit-\-i  'j 


Bruches 


2 


n 


^   n 

Lj=ü        J 


bedeutet,  wo  durch  die  eckige  Klammer  die  grösste  ganze  Zahl  ange- 
deutet wird,  die  in  der  eingeklammerten  Grösse  enthalten  ist.  Die 
Gesammtzahl  v  der  einfachen  Verzweigungspunkte  unserer  algebraischen 
Function  ist  demnach 

v  =  0     ^ 

die  bekannte  Rie  mann 'sehe  Beziehung 

V  —  2w  =  2p  —  2 
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giebt  Jilso  für  den  Hang  2>  (»las  Geschlecht  nach  Clebsch)  der  alge- 
braischen  Gleichung  (3)   den   schon   von   Alxl  aufgestellten  Ausdruck 

(4)  ^  =  1„^'^1_-L\       (n_l). 

1=0 

Denken  wir  uns  mm  die  «blättrige  Riemann'sche  Fläche  F 
construirt,  in  welcher  W  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  ist,  so 
ist  dieselbe  (2^>  -f-  l)-fach  zusammenhängend  und  kann  durch  ein 
System  von  2^j  Querschnitten  (vergl,  z.  B.  Nr.  187,  S.  213)  in  eine 
einfach  zusammenhängende  zerlegt  werden.  Die  2^)  über  diese  Quer- 
schnitte hin  erstreckten  Integrale 

fWdx 

liefern  dann  die  Periodicitätsmoduln  des  Abel'schen  Integrals  (1),  und 
es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  2^>  bestimmten  Integrale  sich  als 
lineare  homogene  Functionen  der  m  über  die  Doppelschleifen 


erstreckten  Integrale 


—  1   —1 

S    6'    6'        S- 
X     0     X         0 


u^  =  j  Wdx 

\  X   0   y.       0    J 

darstellen  lassen  mit  Coefficienten,  die  rational  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  aus  den  Grössen 

'         1  ^         J  '  in 

zusammengesetzt    sind.     Die    Doppelschleifeu    sind   geschlossene  Wege 
in  der  Riemann 'sehen  Fläche  F.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  das  Integral  der  Eul  er  "sehen  Transformirten  der 
zu  einem  rationalen  Werthe  von  |  gehörigen  Tissot-Poch- 
hamm  er 'sehen  Differentialgleichung  (E)  eine  algebraische 
Function  von  x  ist,  so  befriedigen  die  Periodicitätsmoduln 
des  Abel'schen  Integrals  (1),  als  Functionen  des  Verzwei- 
gungspunktes 2  aufgefasst,  die  Differentialgleichung  (E). 
Aus  dem  Satze  der  Nr.  243  (S.  457)  folgt  ferner: 
Bedeutet  r{x)  irgend  eine  rationale  Function  von  .r,  die, 
abgesehen  von  einer  Potenz  von  2  —  x  als  Factor,  von  z  un- 
abhängig ist  und  nur  für  Punkte  aus  der  Reihe 

1  /  2'  in'        ' 

unendlich   wird,   so   befriedigen   die   Periodicitätsmoduln   des 
Aberschen  Integrals 
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fr{x)W(1x 

als  Functionen  von  ~  eine  Differentialgleichung,  die  mit  (E) 
zur  selben  Classe  gehört. 

Wenn  die  rationalen  Zahlen  ß^,  ß.,,  ■  •  ■  /?„,,  ^  wesentlich  positive 
Werthe  haben,  so  können  wir  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  244 
(S.  459  ff.)  an  Stelle  der  über  die  Doppelschleifen  erstreckten  Integrale 
II    die  auf  directem  Wege  genommenen  Integi'ale 

fwdx  =  [.^  aj 

einführen.  Aus  diesen  setzen  sich  dann  die  auf  directem  Wege  zwischen 
irgend  zweien  der  Yerzweigungspunkte  a^,  a„,  ■  ■  •  a^^,  z  erstreckten 
Integrale  zusammen;  z.  B.  hat  man 

K^    ^x  +  lJ  =    /    ^'^^  =  ^^'    ^xl  —  [^^    «x  +  J  • 

Die  Fundamentalsubstitutionen,  welche  die  Integrale  [2,  aj  erfahren, 
wenn  z  die  Querschnitte   L,  l,^,  ■  ■  ■  l     überschreitet,   werden   durch  die 

^  17      2';«  " 

Foi-meln  (11)  der  Nr.  244  (S.  460)  gegeben.  Dieselben  sind  zuerst 
von  Herrn  Broecker  aufgestellt  worden. 

Die  an  der  binomischen  Gleichung  (3)  beobachtete  Erscheinung, 
dass  die  Periodicitätsmoduln  gewisser  zu  derselben  gehöriger  Abel- 
scher  Integrale  als  Functionen  eines  Verzweigungspunktes  eine  lineare 
Differentialgleichung  befriedigen,  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allge- 
meinen von  Herrn  Fuchs  aufgestellten  Satzes  über  die  Periodicitäts- 
moduln der  zu  einem  beliebigen  algebraischen  Gebilde 

(I)  F{s,  a:)  =  0 

gehörigen  Integrale. 
Bedeute  nämlich 


/cpjs,  x) 
cF 
CS 


CS 

etwa  ein  zu  dem  algebraischen  Gebilde  (I)  gehöriges  Integral  erster 
Gattung,  so  kann  man  dasselbe  als  Function  eines  Verzweigungs- 
punktes z  der  durch  d)  definirten  algebraischen  Function  s  von  x 
studiren.  Bei  geeigneter  Wahl  der  rationalen  Function  (p(s,  x)  des 
Ortes  der  zu  (I)  gehörigen  Kiemann'schen  Fläche  T  lässt  sich  dann, 
wie  Herr  Fuchs  gezeigt  hat,  jede  Ableitung  von  U  nach  z  in  der  Form 
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^"^  i?'  =  ^>-^''  ^^  +  ^^^^^  +  '^..^.  +  •  •  •  +  ^;..^. 

a  =  i,a,  ■••) 
darstellen,  wo  p  dun  Hang  des  algebraischen  Gebildes  (I), 

ein  System  linear  unabhängiger  Integrale  erster  Gattung, 

gewisse  Integrale  zweiter  Gattung,  X){s,  x)  eine  rationale  Function  des 
Ortes  auf  der  Hache  T  und  die  ö^  f  Txy.  tlonstanten  bedeuten,  die  sich 
rational  zusammensetzen  lassen  aus  den  Coefficienten  von 

(p{s,x),    F{s,x) 
und   deren  Ableitungen   nach  z,  femer  aus  2  und  dem   zu  x  =  z  ge- 
hörigen  Werthe    s.  von    s,    sowie    endlich    aus    den    Coefficienten    der 
Integranden    der    U^,  ü^,  •  •  •  U     und    den    Unendlichkeitsstellen    der 

Denken  wir  uns  nun  die  (2p-\-  l)-fach  zusammenhängende  Fläche 
T  durch  2j)  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  zerschnitten 
und  mögen 

K,    K,,  ■  ■  ■  K-, 

1  7  -2'  2p 

die  Periodicitätsmoduln  von  U  an  jenen  2^)  Querschnitten  sein.  Ebenso 
sollen 

T       T        ■  ■  T 

■^i\1      ■^i2'  i,-2p 

die  entsprechenden  Periodicitätsmoduln  von  t.  und 

1 1  '  i2  ■  ',  -P 

die  analogen  Grössen  für  U.  bedeuten.  Dann  ist  nach  (II),  da  das 
über  eine  geschlossene  Curve  in  der  Fläche  T  erstreckte  Integral 

verschwindet, 

1=1  1=1 

Bildet  man  diese  Gleichimgen  für  l  ^  C\,  \,  ■  ■  •  2p  und  eliminirt  für 
jeden  Werth  von  v  die  Grössen 

T,  ,  •  '  ■  T    ,     K,   ,  ■  '  •  K    , 

Iv'  pr'  1>'  pr ' 

SO  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 
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iÜl-  durch   die   2^)  Grössen 

befriedigt    wird.     Die    Coefficienten    dieser   linearen    homogenen    Difte- 

rentialgleichung  22J**'  Ordnung  setzen  sich  rational  zusammen  aus  den 

Coefficienten  von 

(p{s,x),     F{s,x) 

inid  deren  Ableitungen  nach  2. 

Für  besondere  Formen  der  algebraischen  Gleichung  (I)  sind  die 
sich  aus  (III^  für  A  =  0,  1,  •  •  •  2j7  ergebenden  Gleichungen  nicht  sämmt- 
lich  von  einander  unabhängig;  dann  ergiebt  sich  eine  lineare  Diffe- 
rentialgleichung von  niedrigerer  als  der  2p^^''  Ordnung,  die  durch  die 
•2j)  Feriodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung  U  befriedigt  wird. 
Dies  ist  z.  B.  stets  der  Fall,  wenn  die  Gleichung  (I)  eine  binomische  ist. 


247.    Differentialgleicliung  für  die  Periodicifätsmoduln  der 
hyperelliptischen  Integrale.    Fundamentalsubstitutionen.    Differential- 
gleichungen, die  zu  derselben  Classe  gehören.     Unabhängigkeit  der 
Fundamentalsubstitutionen  von  den  singulären  Punkten. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Gleichung  (I)  ein  hy  per  ellip- 
tisches Gebilde  darstellt,  hat  Herr  Fuchs  die  lineare  Differential- 
gleichung, der  die  Feriodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung  als 
Functionen  eines  Verzweigungspunktes  genügen,  explicite  aufgestellt 
und  die  Fundamentalsubstitutiouen  derselben  angegeben.  Wir  wollen 
diese  Differentialgleichung  herleiten,  indem  wir  die  für  die  allgemeine 
binomische  Gleichung  (/>)  erlangten  Resultate  specialisiren. 

Wir  nehmen  zu  dem  Ende  in  der  Differentialgleichung  (!')  der 
Nr.  243  (S.  455) 

während  wir  ^  vorläufig  noch  beliebig  lassen,  dabei  aber  im  Auge  be- 
halten, dass,  wenn  |  gleich  einem  ungeraden  Vielfachen  von  y  genommen 

wird,  der  Ausdruck 

_  1  _  1  _  1 

(z  —  xf~^u\  =  (x  —  ff,)     ^(x  —  a.^    ^  '-  -(x  —  aj     ^  {z  —  x)'~'^ 

einer  quadratischen  Gleichung  mit  dem  Verzweiguugspunkte  z  genügt 
und  somit  zu  einem  hyperelliptischen  Gebilde  Veranlassung  giebt. 

Es  ist  in  diesem  Falle  (vergl.  die  Gleichungen  (1),  (2)  der  Nr.  243, 
S.  455) 


247.    Hyperelliptische  Periodicitatsmoduln.  473 

^,„(^0  =  (^  —  «i) (■"  —  "..)  •■■(x  —  «,„), 

y  =  l 

wir  lial)en   also 

Die  Coefficienten  der  Differentialgleiclinng  (Ev),  die  durch  die  Ausdrücke 

(5) 


r ü 


)  {x  —  «g)  ■••(«  —  aj 

befriedigt  wird,  lauten  demnach  (Gleichung  (5),  Nr.  24.3,  S.  456) 

(-1)— (l-f-l)  ,_„^ 

(6)  ^,.(^>  ^)  —  (I  _i)(4_2)...  (§_,;)  1.  2  •••(m-i')  -^'«         ^^) 

(»■  =  0,  1,  •••  m). 

Insbesondere  ergeben  sich  für  |  =   -  die  Coefficienten  der  Difierential- 
gleichung 

in  der  Form 

(V  Q,  [^,  "2  j  =  Qr  (^)  =  1. 3. ..(2r-l). 1.2. ..(,«-..)  ^-  V^)  ' 

und  diese  Differentialgleichung  (E)   wird  befriedigt   durch   die  Periodi- 
citätsmoduln 

(8)  .  ^  ^"^ 


J  y(^-«i) 


■  —  aj)---ix  —  aj  {z  —  x) 

des  zu  dem  hyperelliptischen  Gebilde 

(9)  s  =  (x  —  a^  (x  —  a.,)  ■  •  ■  {x  —  a^^)  {z  —  x) 

gehörigen  Integrales  erster  Gattung 

(10)  r,       ^^ 

J  y{x  —  aj)---ix  —  aJ  {z  —  x) 

Dabei  ist  (wie  auch  stets  bisher)  vorausgesetzt,  dass  die  Verzweigungs- 
punkte 

1  ■        2  ■  m 

des  hyperelliptischeu  Gebildes  (9)  von  z  unabhängige  Grössen  sind; 
ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  der  Punkt  x  =  oc  eine  Yerzweisfunffs- 
stelle  der  algebraischen  Function  s  von  x,  d.  h.  dass  m  eine  gerade 
Zahl  sei.  Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  so  könnten  wir  z.  B.  den 
Ausdruck 
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X  = 


als  neue  unabhängige  Variable  einführen  und  erliielten  dann  für  die 
Periodicitätsmoduln  (8)  eine  lineare  Differentialgleichung  von  der 
{in  —  1)'®"  Ordnung. 

Als    Fundamentalsystem    von    (E)    können    wir    die    auf    directem 
Wege  erstreckten  Integrale 


lll) 


V    = 


"X 

^  '     "  I    yKX-a^)...{x-aJ{z-x) 


(x  =  1,  2,    ■  •  I«) 


nehmen.    Die  Fundamentalsnbstitutionen  derselben  lauten  dann  zufolge 
der  Gleichungen  (11)  der  Nr.  244  (S.  460) 


(12) 


0.^.  =  ^v-2^', 


(X  >  A>, 

0  t-   =  r   +  '2i\         (y.-^h). 

h     •/.  y.      '  h 

Wir  sehen,    dass    die   Substitutionen,    die    das    Fundamental- 
svstem 


1' 


V,,  ■  ■ 


bei    Umläufen    der  Variabein   z    erfährt,    ganzzahlige   Coeffi- 
cienten  und  die  Determinante  Eins  besitzen. 

Betrachten  wir  neben  dem  Integrale  (10)  irgend  ein  zu  dem  hyper- 
elliptischen Gebilde  (8)  gehöriges  Integral 


(13 


r  R(x)dx 


wo  Bix)  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet,  welches  keine  loga- 
rithmische Unendlichkeitsstelle  hat,  und  folglich  in  der  durch  die 

2  p  =  m 

canonischen    Querschnitte    zerschnittenen    Riemann 'sehen    Fläche    des 

Gebildes  (9)  eindeutig  ist,  so  sind  die  Residus  von 

E{x) 
s 

für  diejenigen  Unendlichkeitsstellen  von  B{x),  die  nicht  zu  den  Ver- 
zweigungspunkten von  s  gehören,  gleich  Null,  und  die  Coefficienten 
von  B(x)  hängen  folglich  im  Allgemeinen  noch  von  z  ab.  Wenn 
insbesondere  Rix),  abgesehen  von  einer  ganzzahligen  Potenz  von  z  —  x 
als  Factor,  von  z  unabhängig  ist  und  für  keinen  von  den  Verzweigungs- 
stellen von  s  verschiedenen  Punkt  unendlich  wird,  so  genügen  nach 
dem  Satze   der  Nr.  246  (S.  469)  die  Periodicitätsmoduln   des  Integrals 
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(13)  einer  Differentialgleichung  m^"^  Ordnung,  die  mit  der  Diflerential- 
gleiebung  (E)  zur  selben  Classe  gehört.     Es  ist  dann 

-~  =  9{^)  (^  -  «i)  '      ix  —  «..)'  -      ■■•{x  —  aj  "•      {z  —  xy      , 

wo    (j[x)    eine   von    z    unabhängige    ganze    Function,    ßi,  ß.,,  ■  ■  •  ß  ,  1 

Zahlen  bedeuten,  die  sich  von   ,,   nur  durch  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

Wir  können  in  diesem  Falle  nach  der  in  der  Nr.  240  (S.  440)  dar- 
gelegten Methode  die  Differentialgleichung,  der  die  Periodicitäismoduln 
des  Integrals  (13)  genügen,  ohne  Schwierigkeit  herstellen,  und  den 
Ausdruck  der  abhängigen  Variabein  dieser  Differentialgleichung  durch 
die  abhängige  Variable  von  (E)  und  deren  Ableitungen  angeben. 

Wir  können  also  sagen:    Die  Periodicitätsmoduln  eines  Inte- 
grals erster  Gattung 


rg{x)dx 
J         s      ' 


wo  g(x)  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  2^ —  I  ^lit 
willkürlichen  (aber  von  z  unabhängigen)  Coefficienten  be- 
deutet, genügen  einer  Differentialgleichung,  die  mit  (E)  zur 
selben  Classe  gehört.  Die  Differentialgleichung,  der  die 
Periodicitätsmoduln  eines  Integrals  zweiter  Gattunjj  Re- 
nügen,  gehört  mit  (E)  zur  selben  Classe,  wenn  der  Integrand, 
abgesehen  von  einer  Potenz  von  z  —  x  als  Factor,  von  z  un- 
abhängig ist  und  die  Unendlichkeitsstellen  des  Integrals  mit 
Punkten  aus  der  Reihe 

übereinstimmen. 

Wenn  wir  in  dem  hyperelliptischen  Integrale 

r dx ,, 

J    y{x  —  a^)---{x  —  aj{x  —  a^_^^ 

die  Verzweigung.spunkte  a^,  a^,  ■  •  •  a^,  a,^  ,  ^  als  von  einander  unab- 
hängige Variable  auffassen,  so  befriedigen  die  Periodicitätsmoduln  des- 
selben, oder  wie  wir  lieber  sagen  wollen,  m  linear  unabhängige  der 
über  die  Doppelschleifen 

(«.,    a   )  =  S.S   S~^S~^  (i,  >f  =  l,  2,  •       m  +  l-  /  t  x) 

erstreckten  Integrale 

1  '  1'  '  m' 

als  Functionen  irgend  eines  a^,  aufgefasst,  eine  lineare  homogene  Diffe- 
rentialgleichung (E^)  von  der  Form  (E).  Die  Coefficienten  von  (E^) 
hängen  von  den  singulären  Punkten 
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1  '  »  —  1  '  V-j-\  '  III -\-  1 

als  Parameter  ab,  dagegen  sind  die  Fimdamentalsubstitutionen,  die  das 
Fundamentalsystem 

1  '         2  ■  in 

erleidet,  \yenn  a  Umläufe  um  diese  singulären  Punkte  vollzieht,  von 
diesen  Parametern  unabhängig,  sie  haben  nämlich  ganzzahlige  Coeffi- 
cienten. 

Auf  Grund  der  Fuchs'scheu  Sätze  der  Nr.  228  (S.  397)  folgt 
hieraus,  wie  wir  bereits  in  der  Nr.  243  (S.  458)  für  die  allgemeine 
Ti SSO t-Pochhammer 'sehe  DiflFerentialgleichung  hervorgehoben  haben, 
dass  die  u    ein  Svstem  von  Gleichungen 

cu  r  u.,  c         n 

(14)  ^  =  iJ„„,  +  i?, ,  .^  +  ■  ■  ■  +  if,  ,„_,  j^        « * .. 

befriedigen,  wo  die  2?^^,  Ji^^,  •  •  •  -R;  ,„_i  rationale  Functionen  von  a^, 
bedeuten.  Da  aber  die  Substitutionen,  welche  die  u^,  ^'2'  *  '  '  ^'m  ®^' 
fahren,  wenn  irgend  ein  a  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  von 
allen  übrigen  «1,  «2'  '  '  '  ^m+i  "^abhängig  sind,  so  folgt,  wenn  wir  aus 
den  Gleichungen  (14)  für  x  =  1,  2,  •  ■  •  w  die 

(15)  J?,c.    ^;.,>  •  •  •  ^;.,._i 

ausrechnen,  mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  w^,  u^,  •  •  ■  «^^_ 
und  ihre  sämmtlichen  Ableitungen  nach  den  r?^,  «^,  •  •  •  «„,^1  keine 
Stellen  der  Unbestimmtheit  besitzen  können,  dass  die  Coefficienten  (15) 
rationale  Functionen  aller 

«1.     «2J    ■   ■    •    «m  +  1 

sein  müssen  (vergl.  Nr.  230,  S.  403  ff.). 

Die  Gleichungen  (14)  stellen  folglich  ein  System  linearer  homo- 
gener partieller  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  dar, 
denen  die  u^^  «.,,  •  •  •  u^^  Genüge  leisten.  Mit  speciellen  Fällen  solcher 
pai-tieller  Differentialgleichungen  haben  sich  die  Herren  Appell,  Picard 
und  Hörn  beschäftigt,  auf  die  allgemeine  Theorie  derselben  bezieht 
sich  eine  Abhandlung  von  Herrn  Fuchs  in  den  Sitzungsberichten  der 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1891. 


24>^.  Legendre'sche  DifiFerentialgleiehung  für  die  Periodicitätsmoduln 

des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung.     Darstellung  der 

Periodicitätsmoduln. 

Ehe  wir  auf   eine   weitere  Untersuchung   der  Periodicitätsmoduln 
des  allgemeinen  hyperelliptischen  Integrals  eingehen,   beschäftigen  wir 
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uns  mit  dem  einfachsten  und  auch  vom  liistorischen  Standpunkte  aus 
besonders  interessanten  Falh?  m  =  2,  d.  li.  mit  dem  Falle  des  ellipti- 
schen Integrals, 

Wir  werden  alsdann  «^  =  0,  «.,  =  1   setzen,  so  dass  also  zunächst 
die  Periodicitiltsmoduln  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 

(I)  r--  '"^  - 

J  Vx{x  —  l){z  —  x) 

zu  behandeln  sind.  Da  m  =  2  ist,  haben  wir  es  mit  einem  besonderen 
Falle  der  Diöerentialgleichuug  (G)  der  Gauss 'sehen  Reihe  zu  thun, 
und  zwar  ist  ( vergl.  Nr.  244,  S.  460) 

also  lauten  die  Coefficienten 

d.  h.  Avir  haben  die  zuerst  von  Legendre  aufgestellte  Differential- 
gleichung 

(L)  .(l-.)^^^,  +  (l-2.)^-^«  =  U, 

die  durch  die  bestimmten  Integrale 

/* dx^ r  .  dx 

'  ,/   yx  {X  —1){Z  —  X)'  ^  ,/    YxTx  —  1)  (2  —  X) 

(0,  --J  (i, .-) 

befriedigt  wird.  Die  Fundamentalsubstitutionen,  welche  u^,  u.^,  be- 
ziehungsweise die  auf  directem  Wege  erstreckten  Integrale  (vergl. 
Nr.  244,  S.  461) 

(  " 

[^>  ^J  =  "T  "i  =    /  — 


(1) 


[^^  1]  =    4    ''-^  =f^ 


J  yx(x  —  l){z  —  xy 
dx 


yx  {x  —  Vj{z  —  x) 


erfahren,    wenn    z    einfache   Umläufe    um    die    Punkte    0,  1    vollzieht, 
lauten  (Nr.  245,  S.  463) 

1 0^,  u^  =  itj  -|-  2  u., ,      02  ?t,  =  i<2  • 

Es  möge  zunächst  der  Zusammenhang  der  u^,  u^  mit  den  Periodi- 
citätsmoduln  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  genau  festgestellt 
werden. 
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Sei  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  mit  dem  Modul 
(3)  z  =  x' 

in  der  L ejj endre-Jac ob i 'sehen  Normalform 

dy 


(4) 


)(1-^!/') 


vorgelegt;  setzt  man  mit  Jacobi  die  beiden  „completten  Integrale" 

dy 


(5) 


/y(l_y2)(l_^/) 


r dy 

j'  1/(1- 2/2)  (1_^/) 


=  K'i        (/  =  V-i), 


so  sind  4Z"  und  2K'i  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  (4).     Die 
Substitution 

verwandelt  das  Integral  (4)  in 


und  die  Integrale  (5)  in 


"2"  .  /  Vtil  —  t)(\- 


,1  ytil-t){\-zt) 


(6) 


K=^ 


1  /'  dt 

^  J  ■]/t{\—t){i—zty 

u 
1 

2  J   yt{\-t){l~Zt) 


Setzt  man  hierin  femer 
so  kommt 


t  = 


(7) 


^  j  yx{x  —  \){x—z) 

,■_  }_    C  dx        

2  J  yx  {x  —  l){x  —  z) 


K'i  = 


Bei   der  durch   die   Fig.  15   (Nr.  245,  S.  4(5:^)    angedeuteten   Lage 
besteht  zwischen  dem  in  der  Nr.  245  (S.  4G4)  definirten  Integrale 


J  yx{x—i){z— 


X) 
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und  H^  die  Beziehung 

so  dass  also  mit  Rücksicht  auf  (1) 

^  J  yx{x  —  l){z-x)'        ^  J  y^{x—l){z  —  x) 

00  z 

gefunden  wird.     Wir  haben  demnach 

(8)  u^  =  ±HiK,     u.,  =  ±SK', 

wo  jetzt  noch  die  Vorzeichen  +  in  geeigneter  Weise  zu   fixiren  sind. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  werden  die  Functionen 

K  und  K'  i  so  definirt,  dass  für  Werthe  des  Moduls  z,  die  zwischen  0 

und  1  liegen,  K  sowohl   wie   K'  real   positiv  sind;   dann   ist  nämlich 

der  rein  imaginäre  Quotient 

K'i 

so  beschaffen,  dass  sein  Coefficient  von  /  einen  positiven  Werth  hat. 
Es  ist  für  unsere  Zwecke  am  nützlichsten,  wenn  wir  die  Definition  der 
K  und  K'i  dadurch  geben,  dass  wir  die.se  Functionen  durch  die  zu 
den  singulären  Punkten  0,  1,  oo  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systeme darstellen. 

Da  für  die  Differentialgleichung  (L)  die  Grössen 

1—7;     7  —  «  —  /5,     u  —  ß 

gleich  Null  sind,  treten  in  den  Entwickelungen  der  Integrale  in  der 
Umgebung  der  Stellen  0,  1,  oo  nothwendig  Logarithmen  auf.  Nach 
den  Formeln  der  Nummern  71,  72  (Bd.  I,  S.  253  ff.,  259  ff.)  haben  wir 
für  z  =  0  die  Integrale 

"o2  =  ^'i(y^  Y'  ^'  ^)  +  ^(t'  Y'  ^'  ^)log^, 
woselbst 


;.=i 


und  (vergl.  Nr.  71,  Bd.  I,  S.  25 7  j 


.■.(i-,  1, 1, .) = 4^r--,:"^r'ri^^ '' 


zu  nehmen  ist. 
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Analog  ist  für  z  =  l 

"v.  -  F,  (y ,  1,1,1-  ^)  +  J-'d,  Y,  1,1-^)  1%'(1  -  ^), 

und  für  «r  =  cv) 

Zufolge  der  Formeln  (2)  und  (8)  kann  sich  K  von  <<^j  und  Ä^' 
von  u  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden.  Um  diese 
Factoren  zu  bestimmen,  setzen  wir  zuvörderst  in  K  für  s  den  Werth 
Null  ein;  dann  reducirt  sich  K  auf 


T.A 


(2« 


u 
Wir  wählen  das  positive  Vorzeichen,  so  dass  also 

lim  K{s)  =  K{0)  =  Z 

wird.     Dann  ist 

(9)  i:(^)  =  f  «„  =  |-J'(-i-,A,  1,,), 

und  wir  sehen,  dass  die  so  definirte  Function  wirklich  für  reale  Werthe 
von  z,  die  zwischen  0  und  1  liegen,  real  positiv  ist. 

Da  sich  die  Differentialgleichung  (L)  nicht  verändert,  wenn  wir 
an  Stelle  von  z  setzen  1  —  z,  oder  in  der  Sprache  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen,  wenn  wir  an  Stelle  des  Moduls  x,"  den  com- 
plementären  Modul 

X       =1   X 

nehmen,  so  schliessen  wir,  dass  K'  sich  von  dem  Integrale 

dt 


./ 


yt{l—t){l  —  {l—z)t) 

0 

nur   durch   einen   constanten  Factor  unterscheiden   kann.     In  der  That 
ergiebt  sich  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (0)  durch  die  Substitution 

, 1  —  zt 
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Wir  wählen  die  Vorzeichen  so,  dass 

(10)  2K'(z)  =   I'  ^  '''  :.:_  =  2Kn  —  z) 

^   ^  ^       Jytii-t){i-a-zt)  ^ 

0 

ist,  dann  haben  wir  also 

lim^'(^)=^(0)  =  f, 
und  folglich 

(11)  K'{z)  =  Kii-z)  =  ^  u^^  =  \  f[\,  i-,  1,  1  -  .), 

es  ist  demnach,   wie  wir  verlangten,   für   ein  reales   zwischen  (>  und   1 
gelegenes  z  auch  K'  real  positiv. 

249.    Pundamentalsubstitutionen    der    Legendre 'sehen   DifiFerential- 

gleichung.     Darstellung  von  K  und  Kl  durch  die  canonischen 

Fundamentalsysteme. 

Wenn  wir   uns  K' {z)   durch   das  Fundamentalsystem  w^^^,  «^.,  dar- 
gestellt denken 

(12)  2K'{z)  =  c^u^^^c.^u^.^, 

so  gelangen  wir  zu  einer  interessanten,  zuerst  von  Legendre  gegebenen 
Ent Wickelung  dieses  Integrals   in   der  Umgebung  von  ^  =  0.     Es  ist 

z  z 

(13)  2K'{z)  =  -  f'^^J^=^  =  -   /V  -^^"^ =, 

j  yx(\  —x){x—z)        j  yx{x—i){z—x) ' 
1  1 

setzen  wir  also 


^_  r  i-vi-x_^     ^_rdx^ 

J  yx{x-l){z-x)  Jyx{x-z)' 

1  1 

so  ist 

(14)  2K'iz)  =  -{Ä-i-B). 

Durch  elementare  Rechnung  ergiebt  sich 

j5  =  log  (1  -  i/r=r^)  -  log  (1  +  }/r^^) , 

und  wenn  wir  in  der  Umgebung  von  z  =  0  entwickeln, 

i?  =  -2  1og2  +  ^(^)  +  logi;, 
wo   '^{z)   eine  nach  positiven   ganzen  Potenzen   von  z   fortschreitende 
Reihe  bedeutet,  die  für  z  =  0  verschwindet.     Das  Integi-al  Ä  reducirt 
sich  für  z  =  0  auf 

0 


/( 


'^^  =-21og2. 


(i  +yi  —  x)yi  —  x 
1 

Schlesinger,  Differentialgleicbangen.   II.  31 


4!^2  XII.    Theorie  der  Euler'scbcu  Trausformirten.    Kapitel  4. 

so  dass  sich  also 

lim  (.1  +  7?  —  log  ^)  =  —  4  log  2 

und  demnach  mit  Rücksicht  auf  (14) 

(14  a)  lim  {2K\z)  +  log  z)  =  A  log  2 

ergiebt.  Addiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (12)  log  z 
hinzu  und  setzen  dann  z  =  0,  so  erhalten  wir  y.ufolge  der  Darstellung 
von  u^^,  M^,2 

(15)  4  log  2  =  c^  +  (r.,  +  1)  lim  log  ^, 

wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  von  u^,,  den  Werth  von  log  z  so  wählen, 
dass  derselbe  für  positives  z  zwischen  0  und  1  real  ist.    Aus  (15)  folgt 

r^  =  41og2,     c.,  =  —  \, 
wir  haben  also  die  Darstellung 
(IG)  2K'{z)  =  4  log  2  •  w,j  —  w„2 , 

Avorin  jetzt  auch  u^^^  eine  eindeutig  festgelegte  Bedeutung  besitzt. 
Zufolge  der  Grleichung  (10)  ist 

K{z)  =  K'{\-z), 

wir  können  also  der  Gleichung  (16)  die  daraus  durch  Vertauschung 
von  z  mit  1  —  z  hervorgehende  Gleichung 

(16a)  2K{z)  =  4  log  2  •  u^^  —  u^, 

an  die  Seite  stellen. 

Nun   ist  für  einen  Umlauf  von  z,   der   den  Querschnitt  l^  einmal 
in  positivem  Sinne  überschreitet, 

0i^2  =  «ü2  +  2;ri«^,^, 
folglich  haben  wir  nach  (9)  und  (16) 

und  daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2),  dass  wir  in  (8) 


Mj  =  8iK 


VM  setzen  haben,  da  nach   (13) 


u^  =  8K' 


zu  nehmen  ist.  Die  Gleichungen  (2)  liefern  dann  sofort  die  dem 
Umlaufe  um  z  =  1  entsprechende  Fundamentalsubstitution  von  K  und 
K'i:  wir  stellen  beide  Substitutionen  zusammen: 
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(17) 


Q,K=K, 


Q^(K'i)  =  K'i-{-2K, 
e.,K=  K—2Ki, 
Q,,{K'i)  =  K'i, 


\ 


Wir  geben   nun   noch   die   Darstellung   von  K  und  K'  durch    die 

frale 

Sei 


Integrale  u   ,,  u    ., 

O  CO  1'  CO   i 


K'^z)i  =  yu   ,4-  du  ., , 

/  '        X  1       I  CO  2  * 

dann  wissen  wir  zunächst,  dass  bei  einem  einfachen  positiven  Umlaufe 
um  ;?  =  oü  die  Integrale  K,  K'  i  die  Substitution 


a?r(^D"'=c 


1       2\ 

2—3/ 


erfahren   müssen.     Andererseits    verwandeln    sich    m   , ,  «   ,,    bei    einem 

X  1  /        X  2 

solchen  Umlaufe  in 

—  2t   ,  ,     —  (II   .,  4-  2;r«M   , ); 

wir  erhalten  demgemäss  die  Gleichungen 


(18) 


\         /i  +  ö      =0. 


Führen  wir  in  den  Integralen 

CO 


2  — a;) 


die  Grösse  —  als  neue  Integrationsvariable  ein,  so  ergiebt  sich 


K{z)  =  -z 


dx 


+ 


dx 


j  y7ix-^){x-i-)  j  y7{x-i)[x-\)\ 


K'{z)  = 


dx 


yx{x-i)[^-x) 


Nun  ist  aber  (vergl.  die  Gleichungen  (1),  (8)  und  (9))  offenbar 

31* 


484  XII.    Theorie  der  Euler'scben  Trausforinirten.    Kapitel  4. 

1 


=r7  =  ^if"ocP    «i  =  +i, 


1         2       /  dx 

J  ]/x(a;-l)(.x--^) 

0 

und  ebenso  folgt,  wenn  wir  in  (l)})  und  (IG)  an  Stelle  von  z  setzen  — , 
1 

1  2       /  dx  ^1  1        v^  1 

T^        /,  /-        n  =\=^  -^  log  2  •  H^,  -  y  u^^^, 
J  1   -■(^■-i)(t— ) 


also 

1 
1 


Wir  finden  folglich 

d.  h.  es  ist 

y  =  —  2  ilog  2 ,     ö  =  y  , 

und  da  die  Gleichungen  (18)  hiernach 

/3  =  —  y ,     a  =  —  y  +  2nog  2, 

also  für  die  zu  bestimmenden  Vorzeichen 

^1  =  —  1,     «2=1 
ergeben,  so  haben  wir  die  gesuchte  Darstellung 

^(.)  =  (-|  +  2ilog2)u„^-4n„,, 

K'{z)i  =  —  2i  log  2  •  M^j  +  ^  M^2- 


(19) 


250,  Differentialgleichung  für  die  Periodicitätsmoduln  des  elliptischen 

Integrals  zweiter  Gattung.    Darstellung  der  Classenbeziehung  zu  der 

Differentialgleichung  für  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  erster 

Gattung.     Die  Legendre'sche  Relation. 

Indem  wir  nun  dazu  übergehen,  die  Differentialgleichung  für  die 
Periodicitätsmoduln  des  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung  als  Func- 
tionen   des   Moduls    yC  =  z   aufzustellen,    bemerken    wir,    dass    in    der 
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Litteratur    verschiedene    Normalintegrale    zweiter    Gattung    betrachtet 
worden  sind. 

Legendre  hat  das  Normalintegral 

r      il-zy^)dy        _     f  dy  _  ^     C  y^Ay 

.  /   |/(l-2/2)(l-V)       J  y^-  y^)  (1  -  zy')  J  iV-  y^)  (1  -  zy^) 

und  dem  entsprechend  als  Periodicitätsmoduln  die  Integrale 

»'  /7 

/{l  —  zy^)dy  r      (1  -  zy^)  dy 

]/(T_2/2)(l-^J/2)'       ./    1/(1-/)  (1-^2/2)' 


0 

die  sich  durch  die  Substitution 


/=i 

in  Integrale  von  der  Form 

X*         3                              1 

1 

^--\  h  ' (^ - 1)  ' (^ 

-zYdx 

verwandeln.     Für  dieselben  ist  also 

Pi  2  '      P-  2  '  2  ' 

und   die   entsprechende   Differentialgleichung,    wie    sie   von  Legendre 
aufgestellt  worden  ist,  lautet  demnach 

Nur  hat  Legendre  hier  ebenso  wie  für  (L)  die  unabhängige  Variable 

x=/z, 
so  dass  bei  ihm  die  Gleichungen  die  Form  haben 

/i  2^  d^  U      ,      1  — 3/t"   du  ^ 

. ^  2n  rf^ «•     ,     1—%^    du     ,  . 

''-'•)^'  +  ^^- <*»  +  "  =  -• 


Spätere  Autoren  pflegten 
/    I 


./  >/(r-t/2)(i-V) 

als  Normalintegral  zweiter  Gattung  zu  nehmen;  die  Periodicitätsmoduln 
desselben  sind  in  der  Form 
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V  =     /  ./•      ^  {x  —  1)      "  {x  —  Z)      '  (Jx 


enthalten.     Man  hat  also 

luul  somit  die  Diö'erentialgleichimg 

-(i--)g  +  (2-3.)'^-|-r.  =  o. 

Wir  wollen  entsprechend  der  Normalform  (I)  (Nr.  248,  S.  477) 
des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  die  von  Herrn  Fnchs  benutzte 
Normalform 

(II)  f-=M^=. 

J  ■]/x{x-\){z-x) 

des  Integrals  zweiter  Gattung  zu  Grunde  legen,  die  sich  auch  den  Fest- 
setzungen, wie  sie  Herr  Weierstrass  und  Riemann  für  die  hyper- 
elliptischen beziehungsweise  Abel'schen  Integrale  getroffen  haben,  am 
besten  anpasst. 

Die  Integrale  der  Form 

/*  i-  _  A  _  A 

dx 


u  = 

,  /  yx{x 

xdx 
-1)(2 

-X) 

=    ix'ix- 

1) 

'\'- 

-X) 

1 

"1 

genügen 

,  da 

ßr- 

^                 0 

1 

~2  ' 

t 

b  

1                  1 
T5     «^  =  T^ 

ß 

=  — 

1 

2  ' 

y 

ist,  der 

Differentialgleichung 

(L') 

.(1- 

s  d'-n 
^  dz^ 

du    ,     1 
dz     '     4 

u  = 

=  0, 

von  der  wir  ebenso,  wie  von  den  beiden  vorhin  aufgestellten  Differential- 
gleichungen für  V  und  v  wissen,  dass  sie  mit  (L)  zur  selben  Classe 
gehören  muss.  Wir  stellen  zunächst  die  Beziehung  her,  die  u  mit  der 
abhängigen  Variabein  u  von  (L)  verknüpft. 

Nach   der  in   der  Nr.  240  (S.  445  ff.)   dargelegten  Methode   haben 
wir  zu  diesem  Ende  die  Differentialgleichung  für 

vjd)  ^^    l{z  —  x)'^dx 


|/j;(a;  —  1) 


aufzustellen.     Dieselbe  lautet,  da 


/3  =  '       /3  =   -      £  =  - 
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ist,  wie  folgt: 


,,i_,)!?!iL^^_|r'  =  o. 


Da  in  unserem  Falle  die  ganze  Function  (/^(x)  einfach  gleich  ./;  ist,  so 
haben  wir,  nach  Gleichung  (iV.»)  der  Nr.  240  (S.  447), 

u  =  ZH  —  ]X^'\ 
Femer  ist 


dx 


Yx  {X  —  1)  (2  —  X) 


=  2 


dz 


d^  dz"" 


—  1 


(1) 


—  1)2   ^      ' 


\{Z-1) 


also  folgt 

wir  finden  also 

(20)  u  =  zu  +  22{z  -  1)  2 

Setzen  wir  nunmehr 

\j=zK^  2z{z  -  1)   ^^  , 

\J'=zK'+2z{z-\)^§, 

so   sind  die   so   definirten   Lösungen   von   (L')   (^vergl.  die   Gleichungen 
(7),  (13)) 


du 

Iz  ' 

dK 


(20a) 


j 1      /*  xdx  j, 1      f*  xdx 

~  ^  J  yx{x—i)(x—z)'      ~  ^  J  y^x—\){z— 


X) 


1  1 

die  den  K,  K'  entsprechenden  aliquoten  Theile  von  Periodicitätsmoduln 
des  Integrales  (II).     Zwischen  den  vier  Grössen 

K,  K  ,  J,  J 

besteht  nun   eine  höchst  wichtige   Beziehung,    die   wir   jetzt  herleiten 
wollen. 

Bilden   wir   die  Determinante   des  Fundamentalsystems  K,  K'  der 
Differentialgleichung  (L),  so  ist 

dK  \  ^  ni-2z 


K 
K 


dz 

,  dK' 

dz 


=  c-  e 


2(1  —  Z)  ' 


wo  c  eine  Constante  bedeutet.     Um  diese  zu  bestimmen,   ersetzen  wir 
K,  K'  z.  B.  durch  ihre  Ausdrücke  in  den  u^^^,  u^^,  dann  kommt 


log  4  •  w 


TT    "  ""Ol 

Y  llz' 


"02     1        .'^«01         1    du^ 


dz 


2      dz 


2(1  —  2)' 
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oder  nach  einfacher  Keductiou 


(21) 

Nun  ist  aber 


*oi  dz 


c 


02  dz 


^%i  ^  ~  * 


lim  M,,,  =  1 ,     lim  —,-  =  — , 

lim^tt    =0,     lim^r-v-  =  l, 
wir  finden  also,  indem  wir  in  (21)  z  gleich  Null  nehmen, 

TT 

d.  h.  wir  haben  die  Gleichung 

(22)  Ä-^-^'^=^-^- 

^      ■'  dz  dz  i    z{z  —  l) 

Führen  wir  hierin  an  Stelle  von  z 

X  =  yj 

als  unabhängige  Variable  ein,   so  ergiebt   sich  die   von  Legendre  ge- 
fundene Beziehung 
(22a)  .(i_.^)[^'^_X-^]  =  _|. 

Aus  den  Gleichungen  (20  a)  folgt 

dK        •  1 T £ T^ 

dz  ~  2z{z  —  l)''        •2z{z  —  l)      ' 
dK' 1  j^,  z  j^, 

~d7        2z{z  —  l)       ~~  '2z{z—\)       ' 

dies  in  (22)  eingesetzt,  liefert  die  gesuchte  Beziehung 

(23)  KJ'—JK'=^, 

die  wir  als  die  Legendre'sche  Relation  bezeichnen  wollen,  obwohl 
sie  der  Form  nach  nicht  ganz  mit  der  von  Legendre  aufgestellten 
Gleichung  übereinstimmt,  in  welcher  nämlich  an  Stelle  von  J,  J'  die 
Periodicitätsmoduln  des  Legendre 'sehen  Normalintegrals  zweiter  Gat- 
tung (S.  485)  auftreten. 


Fünftes  Kapitel. 

201.    Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  hyper- 
elliptischen   Integrale.     Die   H ae denk amp -Fuchs 'sehe   Relation. 

In  eiuer  Abhandlung  „Note  von  der  geodätischen  Linie  auf  einem 
EUipsoid"  (Crelle's  Journal,  Bd.  19,  S.  309 ff.)  bemerkt  Jacobi,  dass 
er  mit  Hülfe  einer  daselbst  auseinandergesetzten  „merkwürdigen  analy- 
tischen Substitution"  u.  a.  „die  berühmte  von  Legend re  entdeckte 
Relation  •  •  •  •  auf  alle  Abel'schen  (will  sagen  hyperelliptischen)  Inte- 
grale ausgedehnt  habe".  Im  22.  Bande  desselben  Journals  hat  Haeden- 
kamp  eine  Relation  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  hyperellipti- 
schen Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  entwickelt,  die  wahrschein- 
lich mit  der,  die  Jacobi  im  Sinne  hatte,  übereinstimmt.  Herr  Fuchs 
hat  dann  im  71.  Bande  der  erwähnten  Zeitschrift  die  Hae  denk  amp 'sehe 
Relation  von  einem  Fehler  gereinigt  und  in  neue,  elegante  Form  ge- 
setzt, indem  er  sich  einer  Methode  bediente,  von  der  diejenige,  die 
wir  zur  Ableitung  der  Legendre'schen  Relation  benützt  haben,  eine 
specielle  Anwendung  darstellt. 

Betrachten  wir  nämlich  wie  in  der  Nr.  247  die  Differentialgleichung 
(E),  der  die  Periodicitätsmoduln  des  hyperelliptischen  Integrales  erster 
Gattung 


/ 


dx 


(m  —  0  mod  2) 


]/(x  —  a^)  -  •  •  (a;  —  aj  {z  —  x) 
Genüge  leisten,  so  stellen  z.  B.  die  Integrale 

r  dx 

U,.       ,   ,   =    /  --  (x  =  0,  1,  ■      r,i  — 1), 

'"'^'       J  y{x-a,)ix-a^)---{.v  -  a,„) 

wo  der  Gleichmässigkeit  -wegen.  2  =  a^  gesetzt  wurde,  ein  Fundamental- 
system von  (E)  dar,  und  es  ist  folglich  die  Determinante  dieses  Funda- 
mentalsystems 

-J^  !  =  ^(«oi>  «0-2.  •  •  •  %,n )  =  const.  e  ^       '" 

(z  =  1,  2,  •  ■     m  \ 

-l  =  0,  1,  ,;,  —  1/ 
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WO  nach  Gleichung  (7)  der  Nr.  1247  (S.  473) 

^   r\-  =  (m  —  l ) 3 

ist,  so  dass  also 
-.  I  \  T-v  /  N  const. 

gefunden  wird. 

Nun    gehören    die    Differentialgleichungen    (E  ^),    die    durch    die 
Periodicitätsmoduln  der  Inteerrale 


f 


a^dx 

a  =  1,  2,  •  •  •  m  —  1) 


)---{x  —  aj  {z  —  x) 

befriedigt  werden,   nach   dem  Theoreme  der  Nr.  247  (S.  475)  mit  (E) 
zur  selben  Classej  es  ist  also: 

(25)         u.  =    I  —  =  r,Ai^  +  r.,  -,—  +  •  •  • 

^      '  ^  /   y(x-a^)...{x-aj{x-z)  ''    '  ^    ''    dz   ^ 

dz' 
wenn  wir  setzen 


_   r dx 

"*"  ~J  y(^-«i)  •  •  •  ix-aj{x-^y 


und  durch  >*-„,/,,,••■  >%  ,  orewisse  wohlbestimmte  rationale  Func- 
tionen  von  z  bezeichnen.  Setzen  wir  in  (25)  der  Reihe  nach  für  «^,  die 
Integrale 

und  bezeichnen  die  entsprechenden  auf  den  linken  Seiten  stehenden 
Integrale  von  (E^"^)  durch 


"''=/*! 


x^dx 

(>{  =  1,  2,  •  •  ■  m)  , 


y{x  —  Uq)  {x  —  aj)---{x  —  nj 


>o  können  wir,  da,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  die  Determinante 


f_     I  (;  x  =  i,  2,  •■  •  «(-  1) 


nicht  identisch  verschwindet,  die 


d%,  d"'-'u. 


als  lineare  homogene  Functionen  der 


"o,,   "i„  •  •  •  «„,_i,x 


'-Tj-J.    ll^pcroUiptisclie   l't'iiüiliiitiit.siiiuiliilii. 
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mit  in  z  rationHleu  Coefficienten  ausreclmeii.    Tragen  wir  diese  Werthe 
in  die  Determinante  auf  der  linken  Seite  von  (24j  ein,  so  ergiebt  sieh 


rn  —  \  ' 


n=0,l,  ■■■  m  —  l\ 
U  =  1,  2,  •  •    m       / 

WO   Riz)    eine    rationale  Function    bedeutet.     Herr   Fuchs    zeigt    nun 

zunächst,  dass  R{z)  sich  von 

const. 

nur  durch   einen   numerischen,   d.  h.   von   den    a^,  «.,,  •  •  •  a^,  z    unab- 
hängigen Factor  unterscheidet  und  findet  dann  durch  Specialisirung 


(26) 


(-l)M2»r)' 


1  •  3  •■  •  (m  —  3)  (m  —  1) 


/;i  =  0,  1,  •  •  m  — 1\ 

\x  =  1,  2,  •  •  •  tu       ) 

Dies  ist  die  gesuchte  Relation;    für   m  =  2   reducirt  sie   sich   auf  die 


Legendre'sche 


r         dx  r         c 

J  yx{x-i){x-z)  J  Yxix  — 

0  1 


1){X-Z) 


yx{x  —  i){x  —  z) 


r xd 

,/  yx{x—i 


){x-z) 


=  2ni, 


die  mit  unserer  Gleichung  (23)  übereinstimmt,  wenn  man  die  hier  be- 
nutzten Integrale  durch  die  K,  K',  J,  J'  ausdrückt. 


252.  Differentialgleichung  für  die  Periodicitätsmoduln  der  hyper- 
elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  vom  Range  Zwei. 
Fundamentalsubstitutionen.     Reduetibilität   der  zweiten  Assocürten. 

Für  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  ist  die  Relation 
(26)  von  geringerer  Wichtigkeit  als  gewisse  andere  Beziehungen  zwischen 
den  Periodicitätsmoduln,  die  Herr  Weierstrass  entdeckt  hat  und  von 
denen  wir  schon  wiederholt  andeutungsweise  gesprochen  haben.  Wir 
wollen  in  dem  (nächst  dem  Falle  des  elliptischen  Integrals)  einfachsten 
Falle  m  =  4  diese  Relationen  herleiten,  indem  wir  uns  einer  Methode 
bedienen,  die  Herr  Fuchs  angegeben  hat,  und  bei  welcher  sich  die 
gedachten  Relationen  als  Consequenzeu  aus  dem  Fuchs 'sehen  Satze 
der  Nr.  230  (S.  403)  ergeben. 

Die  Differentialgleichung,  der  die  Periodicitätsmoduln  des  hyper- 
elliptischen Integrals  erster  Gattung 
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dx 


«  / 


T/(a;  —  Oj)  {x  —  Oj)  (x  —  Oj)  {x  —  a^{z  —  x) 

il.  h.  die  Integrale  von  der  Form 

/*  dx 

,  1  y{x  —  Oj)  (a:  -  02)  {X  —  flg)  {x  —  a^)  {z  —  x) 

Genüge  leisten,  lautet  zufolge  der  Gleichung  (7)  der  Nr.  247  (S.  473), 
wenn  wir 

(2)  P,  (^)  =  (a:  —  a J  (o;  -  aj  (:^•  -  «3)  {x  -  « J  =  ^  {x) 

setzen,  wie  folgt: 

'^^^     I      Q   /  V   \  ^^^"     I      ""''    ;  'V   \  ^^"     I       ^      ;(3)/   \    <^t* 


(E)  ii;{z)  -^^  +  3,^.  (^)  ^^3  +  g  T^.   (^)  ^2  +  Y  r  '(^)  ^ 


128 
Die  Integrale 

xdx 


+  ^A^>  =  0 


y'n>{x){z—x)' 


unter  denen  die  Periodicitätsmoduln  des  zweiten  von  (1)  unabhängigen 

Integrals  erster  Gattung 

J*       xdx 
y'>i,{x){z-x) 

enthalten  sind,  befriedigen,  wie  wir  wissen,  eine  Differentialgleichung, 
die  mit  (E)  zur  selben  Classe  gehört  5  wir  wollen  den  Ausdruck  von  u 
durch  u  und  seine  Ableitungen  herstellen. 
Es  ist  zunächst  (vergl.  Nr.  240,  S.  447) 

(3)  u  =  ^H-U^'', 

wenn  wir  setzen 

i*  {z  —  x)äx 


ytp{x)(z  —  x^ 

3 
Da  für  dieses  letztere  Integral  |  den  Werth  —  hat,  so  genügt  dasselbe 

der  Differentialgleichung  (E3),  deren  Coefficienten  nach  der  Formel  (6) 

o 

der  Nr.  247  (S.  473)  wie  folgt  lauten: 

also  haben  wir,  da 

2      dz 
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(1) 


ist,  für  U      Jen  Ausdnick 

lt{l)  ^      ,  /■   \  '^''*  16       ,,   .   <fu  .),'//    v  flu  1      ,(3)  .    , 

—  ^     =  -  T  ^(^)  ;^  —  Y  '^  (^^  ^1,2  -  •^'^'  ^^)  ^  —  3  ^   (^)*^ 

und  folglich  nach  (3) 

Zufolge  des  Fuchs'schen  Satzes  der  Nr.  230  (S.  403)  ist  die 
zweite  associirte  Differentialgleichung  von  (E)  reductibel.  Wir  können 
dies  mit  Hülfe  der  h'undamentalsubstitutionen  von  (E)  in  folgender 
Weise  verificiren. 

Betrachten  wir  das  Fundamentalsystem 


(4)     u  =  [.  -  -[  ^<"(.)]»  -  3«."(.)  '^  -  \^  *'W  f;  -  f  *(.) 


^-/, 


dx 

(X  =  1,  2,  3,  4) 


(/-i^(a;)(2  —  x) 

von  (E),  so  lauten   nach  den  Formeln  (12)   der  Nr.  247  (S.  474)  die 
Fundamentalsubstitutionen  für  dasselbe: 

ö.>^  =  ^  +  -^'2^    ©2^2  =  ^"2'  Ö,«;3  =  V3  — 2«;,,    Q^v^  =  v^  —  2t\^, 

d.  h.  wir  haben 


Büeraus  finden  wir  sofort  die  entsprechenden  Fundamentalsubstitutionen, 
die  zu  dem  Fundamentalsysteme 

v^v;  —  v,y;  =  co^ ,   v^v.;  —  v^v;  =  «^ ,   v^v;  —  v^v;  =  «^ , 

der  zweiten  Associirten  von  (E)  gehören,  indem  wir  gemäss  dem 
Satze  der  Nr.  168  (S.  130)  die  zweiten  Associirten  der  Substitutionen 
A.,  A,,,  A„,  A.  bilden.  Bezeichnen  wir  dieselben  durch  £,'B,,B,,B  , 
so  ist  also 
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Der  blosse  Anblick  dieser  Substitutionen  lehrt,   dass   das  Integral 

(5)  «  =  C3^  —  03^  +  Ö3  +   0)^  —  (0.    +   Mg 

der  zweiten  Associirten  von  (E)  bei  den  Umläufen  von  2  um  die  singu- 
lären  Punkte  a^,  a,^,  a._^,  a^  ungeändert  bleibt;  w  ist  also  eine  eindeu- 
tige Function,  und  da  die  Differentialgleichung  (E)  zur  Fuchs'schen 
Classe  gehöi-t,  0  also  keine  Stelle  der  Unbestimmtheit  besitzen  kann, 
so  ist  es  eine  rationale  Function  von  z.  Damit  ist  die  Reductibilität 
der  zweiten  Associirten  von  (E)  direct  in  Evidenz  gesetzt. 


Zwischen  den  to. ,  cj 


1? 


•  o,  besteht  überdies  die   in  der  Nr.  170 


(S.  139)  allgemein  abgeleitete  identische  Beziehung  (y) 
(G)  «j  (o^  —  a^co,^  +  CJ3COJ  =  0 . 

Bezeichnen    wir   die    den  Integralen    v^,  t'.,,  v.^,  v^    entsprechenden 
Lösuncjen  der  Differentialcrleichunsr  für  u  durch 


»'  =./ 


xdx 


'\/il}{x){z  —  x) 


(x  =  l,  2,3,4) 


und   untersuchen   die   Difi'erentialgleichung    sechster   Ordnung,    der    die 
Ausdrücke 

(7)  W.O     V   '0.  (/,  x=l,  2,  3,  4;  .•<  X) 

/  I     x  y.     i 

Genüge    leisten,    so    wissen    wir   nach    den    Ergebnissen    der    Nr.    174 
(S.  154),  dass  diese  Differentialgleichung 


mit  der  zweiten  Associirten  von  (E)  zur  selben  Art  gehören  muss.  Sie 
gehört  aber  offenbar  mit  dieser  zweiten  Associirten  sogar  zur  selben 
Classe;  denn  da  die  Differentialgleichung,  der  u  genügt,  mit  (E)  zur 
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selben  Clnsse  gehört,  stimmen  die  singulären  Stellen  der  Hj,  D.,,  ü.^,  t)^ 
mit  denen  der  v^,  v^,  v,^,  v^  überein;  die  Differentialgloichnng  (8)  kann 
demnach  keine  anderen  wesentlichen  singulären  Stellen  haben  wie  die 
zweite  Associirte  von  (E),  d.  h.  keine  anderen  als  die  Stellen 

a^,   a,,,   «3,    a,,    oo. 

Da  die  zweite  associirte  Differentialgleichung  von  (E)  reductibel 
ist,  so  ist  auch  die  ganze  zweite  associirte  Art  der  durch  (E)  bestimmten 
Art  reductibel;  die  Differentialgleichung  (H)  ist  also  jedenfalls  reductibel. 
Dies  folgt  auch  schon  daraus,  dass,  wenn  wir  setzen 

^'.^3  -  ^3^2  =  ^".1 .       ^'2^  -  '^4^  =  %  r       ^3^..   -  ^4»3  =  ^".  ^ 

das   dem  Integi*ale   ö   der  zweiten   Associirten   von   (E)    entsprechende 

Integral 

n)  =  iTj  —  tu.,  +  lu,  +  lu,  —  ir,  +  lu, 

von  (8)  offenbar  auch  eine  rationale  Function  von  z  sein  muss. 

Wir  werden  beweisen,  dass  dieses  Integral  tu  von  (8) 
identisch  verschwindet,  so  dass  also  (8)  in  Wirklichkeit  nicht 
von   der  sechsten,   sondern  nur  von  der  fünften  Ordnung  ist. 

Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  zuvörderst  die  Entwickelungcen  der 
Integrale  von  (E)  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen  her. 

253.    EntWickelungen    für    die    Lösungen    der   Differentialgleichung, 

der   die  Periodicitätsmoduln   des   Integrals   erster  Gattung  genügen, 

in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte. 

Nach  den  allgemein  für  die  Tissot-Pochhammer'sche  Differen- 
tialgleichung gefundenen  Resultaten  (Nr.  243,  S.  456)  sind  die  Wurzeln 
der  zu  z  =  a    gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (E) 

0,    1,    2,    0  (x  =  l,2,3,4), 

und  (S.  453)  das  Integral  v  gehört  zum  Exponenten  0.  Aus  der 
Form  der  Fundamentalsubstitutionen  A  folgt  demgemäss,  dass  die 
v^,  1^2,  Ug,  v^  für  jeden  der  singulären  Punkte  a^,  a.,,  a.^,  a^  als  ein 
canonisches  Fundamentalsystem  aufgefasst  werden  können,  und  dass  in 
der  Umgebung  von  z  =  a^ 

'\  =  ^n(^  I  ^xX  ^2  =  ^i2(^  I  «i)  -  ^-  log  (^  -  aj, 

^3  =  ^n(^  I  «:)  -  ^-  log  (^  -  a,) ,       v^  =  ^^^(^  I  a^)  -  ^^.  log  (z  -  «J, 
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iu  der  Umgebung  von  z  =  a^ 

^\  =  ^;\i  (^  1  «2)  +  '^i  log  (z  -  a._^),       V,  =  %,iz  I  aj, 

^'3  =  %i  (^  I  «2)  —  ^-  log  (^  —  a,) ,      i',  =  ^,,  (^r  I  a^)  -  ~  log  (^  —  a,) , 
in  der  Umgebung  von  2  =  a.^ 

'\  =  ^^3x  l^  i  «3)  +  ^-  log  (^  -  «3).       ^'.  =  %.  (^  1  «3)  +  ^i  log  (^  -  «3). 

^'3  =  '^33 (^  I  «3)^  ^'4  =  '^34 (^  1  «3)  —  "^i  log  (^  —  «3). 

in  der  Umgebung  von  0  =  a^ 

^\  =  '^41  (^  I  «4)  +   ^i  log  (^  —  «4);  ^^2  =  ^42  (^  i  «4)  +   ni  l^g  (^  ~  ^4). 

^'3  =  ^43  (^  ^  «4)   +   ^i  log  (^  —  «4) .  ^4  =  ^44  (^  I  «4) 

sein  muss,  wo  die  ^^     gewöhnliche  Potenzreihen  ihrer  Argumente  be- 
deuten, und 

^ll(«ll«l),       %2M^2)>       ^33KI«3)^       ^44Kl«4) 

jedenfalls  von  Null  verschieden  sind. 

Um  die  Darstellung  in  der  Umgebung  von  ^^  =  00  zu  finden,  be- 
merken wir,  dass  die  v^ ,  v^ ,  v.^ ,  v^  bei  einem  Umlaufe  um  z  =  00  die 
Substitution 

/l     —2    2    —2 

(9)        ä,  =  ä-'ä-U-'ä-'=(  ^     ~^    ^    -^|=(a.) 

^/  5  1234  19       9       1        9     '  ^    'X/ 

\2     —2    2    —3, 

erfahren.     Die  zugehörige  Fundamentalgleichung 

\a.^  d.^ö|  =  0  (/,x=l,  2,  3,4) 

hat,  wie  man  sofort  übersieht,  die  Wurzel 

(O  =  —  1, 

und  das  System 

(a.    — d.  ( — 1))         (.,  X  =  1, 2, 3, 4) 

ist  vom  Range  1.     Das  System 

/O     0     0     0^ 

V  <x         .xv        /         1  0     0    0     0 
\0     0    0     0, 


(1,  X  =  1,  2,  3,  4) 
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ist  vom  Rauge  Null  uiul  das  Gleiche  gilt  von  allen  folgenden  Potenzen. 
In   ihr  Bezeichnung  der  Nr.  .">7  (Bd.  I,  S.  124  ff.)  i.st  also 

CO    =  —  1,     T   ,  =  p   ,  =  3,     T  .,  =  4,     T  „  =  4,  •  •  • . 

E.S  mu.ss  folglich  lo  =  —  1  eine  vierfache  Wurzel  der  Fundamental- 
gleichung sein  (A  =  4),  und  da  ferner 

p    ,  =  r   ,  —  T   ,^1,     p   .,  =  T,,  —  r.,  =  0 

ist,  so  besteht  das  canonische  Fundamentalsystem  für  ;?  ^^  oo  nach  der 
in   der   erwähnten  Nummer   aufgestellten  Regel   aus   einer  Gnippe   von 
zwei  Elementen  und  zwei  Gruppen  von  je  einem  Elemente. 
Das  Integi-al 

wird  sich  bei  einem  Umlaufe  um  ^  =  oo  mit  —  1  raultipliciren,  wenn 
(10)  c^  +  c,  +  ^3  +  c,  =  0 

ist,  und  es  giebt  drei  linear  unabhängige  Integrale  von  dieser  Be- 
schaffenheit, die  also  in  der  Umgebung  von  ^f  =  oo  in  Reihenform 
darstellbar  sind.  Ein  viertes  Integral  enthält  in  der  Umgebung  von 
^  =  ^%D  einen  Logarithmus.  Diese  Resultate  gelten  nicht  nur  für  die 
Differentialgleichung  (E),  sondern  auch  für  jede  mit  (E)  zur  selben 
Art  gehörige  Differentialgleichung. 

Bestimmen  wir  nach  der  Regel  der  Nr.  59  (Bd.  I,  S.  211)  die  zu 
z  =  <X)    gehörige    determinirende    Fundamentalgleichung    von    (E),    so 
lautet  dieselbe 
p(p+l)(p+2)(;p+3)-12p(p+l)(;p+2)+^%(p+l)-:30p+^=0; 

ihre  Wurzeln  sind 

1        3        .3        5 

Y'     2  '     Y'     Y' 

also  gehören  zu  den  Exponenten  —,  -^^  —  m^  Reihenform  darstellbare 

3  .  .  . 

Integrale  und  zum  Exponenten  —  noch  ein  mit  Logarithmen  behaftetes. 

3  . 

Das    zum    Exponenten  gehörige    und    in    Reihenform    darstellbare 

Integral  können  wir  durch  ein  ähnliches  Verfahren  erhalten,  wie  in  der 
Nr.  245  (S.  463)  das  daselbst  betrachtete  Integral  ü. 

Bei  der  durch   die  Fig.  1(3  (S.  49Sj  angedeuteten  Lage  stellt  sich 
das  Integral 

erstreckt  über  eine  um  die  Punkte  z  und  «j.  =  oo  herumgelegte  Doppel- 
schleife 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    IT.  32 
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wie  folirt  dar: 


oder,  da  ja 


i(.  =  u,  —  II.  4-  li.,  —  «. , 
u.  =  4  /'l-^^ 


ist,   das  Integi-al  erstreckt   auf  direotem   Wege,    d.  h.  in  der  durch  die 
Sclinitte 

^.  h,  /..  h^  K 

zerschnittenen  Fläche,  so  haben  wir 

(11)        r.  =   -    f\^  ^^  ==   /-      ^^  =  .•   -  r,  +  r.  -  r  . 

^  "  J  \il>{x){z-x)       Jyip{x){s-x)  '  •*    '      -  ' 


Fig    16. 

Hieraus  erkennen  wir,  dass  das  Integral  v.  als  Element  des  zu  z  =  (x 
gehörigen  canonischen  Fuudameutalsystems  angesehen  werden  kann, 
denn  die  Bedingung  (_10)  ist  für  dasselbe  erfüllt.  Nach  der  Methode 
der  Nr.  242  (S.  453)  können  wir  auch  leicht  die  Entwickelung  von 
V,  in  der  Umgebung  von  z  =  c>o  angeben. 

Denken  wir  uns  nämlich  t,  und  z  in  der  Umgebung  von  x  =  oo 
ffelegen,  so  können  wir  in  u.  den  Integranden  nach  fallenden  Potenzen 
von  X  entwickeln.     Sei 


dann  haben  wir 


b  =  AK  +  '+7  +  -)'    ^«=^' 
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1 


1  =1)      ,  ' 


uud  wenn  wir  die  Substitution 


maohon,  woduroli  sich  das  übor  dio  DoppolsohliMfo  (^v,  ^'l  oi-streokt«' 
lutoüfnil  in  ein  übor  dio  Doppt^lsohleife  {0,  l)  der  /-Ebene  erstreckt*^s 
verwandelt,  welches  sich  in  der  Form 

/  (s  — .r)      -    ,  —  *«■    d/       ,     '^       M 


darstellen  lässt,  so  erüciebt  sich 


8 


'  V 


^"^,b(.+  ;,}) 


und  foljTlioh 


'..  =  -'    2, ? 


Nun  ist  aber  (vergl.  Nr.  244,  S.  402')  für  positiv  g-anzzahliges  r 


also  hat  man 

und  da 


R(„_L  -^      n  _lS-2t>+l      i  1      i\ 


ist,  so  linden  wir  endlich 


3 


Dies  ist  also  das  zum  Exponenten  -^  gehörige,  in  Keihonform  darstell- 
bare Integral;  wir  w^ollen  die  Bedeutung  desselben  fiir  die  Theorie  des 
Integrals  erster  Gattung  (1)  (S.  492)  hervorheben,  um  dadurcJi  gleich- 
zeitig auch  die  übrigen  Elemente  des  zu  ^^  =  .-v  gehörigen  canonischen 
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Fundamentalsystems   in    der   für  unseren   Zweck   bequemsten   Form   zu 
erhalten. 

Denken   wir   uns  in   üblicher  Weise   die  zu   dem  hyperelliptischen 
Gebilde 


113) 


s'  =  (z  —  x){x  —  a^){x  —  a^)(x  —  a^){x  —  a;) 


gehörige  zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche  construirt,  indem  wir  z 
mit  a,,  a.,  mit  a,  und  ii,  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  durch  Ver- 
zweigimgsschnitte  verbinden,  längs  deren  dann  die  beiden  Blätter  sich 
in  einander  fortsetzen.  Diese  fünffach  zusammenhängende  Fläche  (p  ==  2) 
werde  nach  dem  Vorgange  von  Biemann  durch  das  in  der  Figur  17 
gezeichnete  System  der  vier  Querschnitte  a^,  a^,  b^,  b„  in  eine  einfach 
zusammenhänsrende  zerschnitten.     In  dieser  letzteren  sind   dann   die  zu 


Fig.  17. 

dem  vorgelegten  hyperelliptischen  Gebilde  gehörigen  Integrale  erster 
und  zweiter  Gattun^r  eindeutige  Functionen  des  Ortes.  Bezeichnen  wir 
mit  ?{j,  2(.,,  Sj,  ^2  ^^^  Periodicitätsmoduln,  die  das  Integral  (1)  be- 
ziehungsweise an  den  Querschnitten  o^,  a^,  b^,  b^  besitzt,  d.  h.  die 
(constanten)  Differenzen  zwischen  den  Werthen  des  Integrals  am  posi- 
tiven und  am  negativen  Ufer  des  betreffenden  Querschnittes,  so  stellen 
sich  dieselben  durch  die  in  der  zerschnittenen  Fläche  zwischen  den  ein- 
zelnen Verzweigungspunkten  hin  erstreckten  Integrale  in  folgender 
Wei.se  dar  (vergl.  z.  B.  Prym  „Zur  Theorie  der  Functionen  in  einer 
zweiblättrigen  Fläche",  Zürich   1866,  S.  7  ff.): 


ÜÖ3.    Reihenentwickclungen 
dx 


501 


?{„-5l 


'  JVV'{x){z-x 


«2 


(2x 


^       '  y^{x){z  —  x) 


"3 


—  5L 


2  /'       J±_ 

J  y^p{x){^- 


(U) 


(16) 


|/V(a;)  {z  —  X)' 
"1 
Wir  haben  also 

^^  =  -  ('l  -  ^3  +  ^2  —  ^)  =  2y,, 

5l^  =  2(.,-^^), 

[93^,  =  2  (.3-.^,). 
Zufolge  der  Gleichung  (9)  erleidet  das  Fundamentalsystem 
(15)  2t,,    «,,    "d,,    «, 

von  (E)  bei  einem  Umlaufe  von  z  um  den  unendlich  fernen  Pimkt  die 
Substitution 

1  0  0  0 

2—1  0  0 

0  0—1  0 

0  0  0—1/ 

es  ist  also  (15)  ein  zu  s  =  oc  gehöriges  canonisches  Fundamental- 
system, und  zwar  bilden  51^,  93^  die  eine  zweielementige  Gruppe,  )!l^,  Sg 
die  beiden  einelementigen  Gruppen.  Wir  haben  demnach  die  Ent- 
wickelungen 

1_ 

_      1 

wo  ^j,  'In^,  '^3?  'I'i  gewöhnliche  Potenzreihen  von  s~^  bedeuten,  von 
denen  jedenfalls  ^^  für  ^  =  co  nicht  verschwindet.  Es  ist  nämlich 
nach  Gleichung  (12) 


(17) 


lim  z'  21^  =  lim  '^^[])  =  2  lim  z'  v.  =  27ii 


Bemerken  wir  noch,  dass  zufolge  der  Entwickelung  (12)  der  Nr.  242 
(S.  453)  in   der  Umgebung  von  a 
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/■•  o\  XI  ,    1  •  3  •  ••  2  V  —  1  ,  .  V 

(18)  V,  =  -  .^  >;  ö.,  -oTITTTä^  (^  -  «J 

gefunden  wird,  wo  die  ö^,  durch  die  Grleichung 

^_  =  (.  -  -,;-  =■(*„  +  *,  „■  -  „;.  +  ä,.  -  af  +  ..^ 

definirt  werden,  so  dass  also 

_  j_ 

und  demgemäss 

1 

(19)  lim   r^  =    —   TT  «/•'(«  J        '  (>!  =  1,2,  3,  4) 

ist. 


254.    Entwiekelungen    für    die    Lösungen    der    Differentialgleichung, 

der   die    Periodicitätsmoduln    des    anderen   Integrals   erster  Gattung 

genügen,  in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte. 

Da  die  Difierentialgleiclumg  für  ii  mit  (E)  zur  selben  Classe  ge- 
hört, gelten  für  die  f^,  »2,  üg,  t)^  im  AVesentlicheu  die  analogen  Ent- 
wiekelungen wie  die,  welche  für  v^,  v^,  v.^,  v^  gefunden  wurden.  Die 
Gleichung  (4)  der  Nr.  252  (S.  493)  gestattet  uns  die  betreffenden  Ent- 
wiekelungen unmittelbar  anzugeben. 

Für  die  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Stellen  können  sich 
die  Exponenten,  zu  denen  die  ü^,  i\,  ü^,  t)^  gehören,  von  den  ent- 
sprechenden Exponenten  der  v^,  v^,  v.^,  v^  nur  um  positive  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  da  die  Coefficienten  der  rechten  Seite  von  Glei- 
chung (4)  ganze  rationale  Functionen  sind.  Wir  haben  also  in  der 
Umgebung  von  «^ 

^;  =  ^..(^  ^  %)  +  ^^.  ^  log  (^  -  aj,     A  =h  X, 

wo  die  C  , ,  C  , ,  C  , ,  C  ,  gewöhnliche  Potenzreihen  von  2  —  a  be- 
deuten,  und  e  .  gleich  -|~  1  oder  —  1  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  x 
kleiner  oder  grösser  wie  X  ist.  Die  Entwickelung  von  ü^  ergiebt  sich 
aus  der  Gleichung  (12)  der  Nr.  242  (S.  453)  ähnlich  wie  oben  die 
Entwickelung  von  v  in  der  Form 
« 

/nr.\  "Xl  1   •  3  •  •  •  2  V  1    /  vi 

(20)  t.^  =  -  ^2j  '»•  ~2T4-Tr2V-  (^  -  «.)  <"  = ''  '• ''  '> • 


254.    Reihenentwickelungen.  f)03 

wo  jetzt  die  e^   ilurcli   dw  Gleichung 

-zz:=--  =  (x  —  a)     ^  (e,,  -\-  e,  (x  —  a^  4-  eJx  —  a  i^  +  •  •  •) 


(22) 


definirt  sind;  es  ist  also 

(21)  \im\)^  =  —  7ia^il>'(a^)     ^ 

'="x 

Bedeuten    51^',  33^'^  ^I^',  ^Ög'   die   Periodicitäismoduln    des  Integrals 

erster  Gattung 

/*       xdx 

J  '[/ii){x){z  —  x) 

an  den  Querschnitten  a^,  h^,  ii^,  b^?  ^^  ^^^  gemäss  den  Gleichungen  (4) 
und  (14) 

?i;  =  2(D,,-üj, 

(S;=2(ö.-lO; 

um  die  Entwickelungen  dieser  Integrale  in  der  Umgebung  von  r  =  3o 
aufzustellen,  greifen  wir  wieder  auf  die  Gleichung  (4)  zurück. 
Sei  in  der  Umgebung  von  ^  =  oo  entwickelt 

«='=-— '03(4), 

dann  ist,  da  die 

1 '       1 '       2 '    ^^t 

beim  Umlaufe  von  z  um   den   unendlich   fernen   Punkt  auch   die  Sub- 
stitution (16)  erfahren, 

wo  r  die  kleinste  der  Zahlen  r^,  r^,  r^,   die   C^,  Q^,  Dg,  Q^   gewöhn- 
liche Potenzreihen  von  z~    bedeuten.    Setzen  wir  für  einen  Augenblick 
^ J^ 1  

und  sei  ferner 

so  haben  wir  nach  (4)  die  Gleichungen 
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(x=l,3,4), 

-v^o  [— ]   Grlieder  andeutet,    die  jedenfalls  mit  r~'   verschwinden.     Die 
Entwickelung  auf  der  rechten  Seite  hat  also  die  Form 

(23)  {^y'-'[{-l+m,- ;* 9M^+l^+ 1 «'.(?.+lH9«+2))*,.+[|]}- 
Für  x  =  1  ist  also  r^  jedenfalls  positiv,  es  ist  aber  auch  für  x  =  3,  4 
positiv,   da  für  Q^  =  -^  der  Factor  von  Ö,^^  verschwindet.     Wir 

können  demnach 

r  =  r^  ^  r^  =  r^  ==  — 

nehmen,  so  dass  wir  die  Entwickelungen 

!8;  =  ."^Q,(i)-i.a(;iog(i), 

1 
erhalten,  wo  C,(-5)  für  z  =  oo  jedenfalls  von  Null  verschieden  ist. 


Sechstes  Kapitel. 

255.    Die  Weierstrass'schen  Relationen  zwischen  den  Periodicitäts- 
moduln   der  hyperelliptischen  Integrale   erster  und  zweiter  Gattung 

vom  Bange  Zwei. 

Wir  kehren  nunmehr  zur  Untersuchung  des  am  Schlüsse  der 
Nr.  252  (S.  4!l5)  aufgestellten  Integrals  lü  der  DiflFerentialgleichimg  (8) 
zurück,  von  welchem  vorläufig  nur  feststeht,  dass  es  eine  rationale 
Function  von  z  ist. 

Denken  wir  uns  in  den  Ausdruck  von  iü  für  die  t'j,  y^»  ^3?  '^"i  "^^1 
Öj,  Og,  ög,  t)^  ihre  Entwickelungen  in  der  Umgebung  der  Stellen 

«17    «2?    S'    "47    '^ 
eingesetzt,   so  müssen  sich   (wie  man  auch  direct  verificiren   kann)  die 
mit  einem  Logarithmus  behafteten  Glieder  wegheben,  weil  tu  allenthalben 
eindeutig  ist.     Wir  erhalten  also  in  der  Umgebung  von  z  =  «^ 

X 

it3  =  ^(^|aj         (x  =  i,2,3,4), 

X 

wo  ^   eine   gewöhnliche  Potenzreihe   andeutet,   und  in   der  Umgebung 
des  unendlich  fernen  Punktes 


ro 


=  I^t). 


wo  auch  ^  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  vorstellt.  Die  Function  ro 
ist  oflPenbar  in  der  Umgebung  jeder  von  den  Stellen 

ttj,    a^,   rtg,    a^,    00 

verschiedenen  Stelle  regulär,  sie  ist  also  allenthalben  regulär  und 
folglich,  nach  einem  bekannten  Satze  der  Functionentheorie,  constant. 
Da  sie  überdies  für  z  =  <X)  verschwindet,  so  ist  also,  wie  wir  behauptet 
hatten,  lü  identisch  gleich  Null. 

Wir  haben  also  die  Gleichung 

(24)  iDj  —  nj,  +  m.  +  \\\^  —  it),  +  \i\  =  <) , 

und  die  Differentialgleichung  (S),  der  die  Ausdrücke  (7)  (S.  494)  Genüge 
leisten,  ist  von  der  fünften  Ordnung. 


(L^5) 
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Ehe   wir  weiter  auf  allgemeine  Ueberlegiingen    eingehen,    wollen 
wir  in  die  Ausdrücke  der  tu    an  Stelle  der  r.  und  0.  die  Periodicitiits- 

X  I  I 

moduln  ?l,  ÜJ^,  ?(',  33'  einführen.  Es  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 
(^14)  beziehungsweise  (22) 

f 2r,  =  33,  +  35:  -  51, ,  2 u^  =  33;  +  33/ -  ^I/, 

2  r_„  =  s^  +  93,  +  ?t,  -  \ ,    2  u,  =  33;  +  33/  +  51;  -  ^;>i;, 
o  ,^  =  ©^  +  31,  -  5t„         2  D3  =  93;  +  3r;  -  9i;, 

I2r,  =  33,,  2ö,  =  S;; 

bilden  wir  hiernach  die  Ausdrücke  (7)  (Nr.  252,  S.  494)  und  setzen 
die  so  gefundenen  Werthe  der  \ü^  in  (24)  ein,  so  erhalten  wir 

(26)  91,33;-  33,5t;  +  K33;-  33,3t;  =  0, 

und  dies  ist  nichts  Anderes  als  die  von  Herrn  Weierstrass  entdeckte 
Relation   zwischen   den  Periodicitätsmoduln   der  zu   einem   hyperellipti- 
schen Gebilde  gehörigen  Integrale  erster  Gattung  in  dem  Falle  p  =  2. 
Setzen  wir  noch 

9t, 3t;  -  3t,3t;  =  a,    31,33;  -  33,3t;  =  h, 

3t,i8;-3i;33,  =  6',    2t,33,'-Ö,3t;=r7, 

^2  53;  -  «2  '^2'  =  ^ .    ^1^2'-  ^2  ^1'  =  f^ 

so  verwandelt  sich  die  Relation  (26)  in 

(26a)  e  +  &  =  0; 

überdies  besteht  noch  zwischen  den  Integralen  a,  h,  r,  (7,  c,  f  der  Diffe- 
rentialgleichung (8)  (S.  494)  die  der  Beziehung  (6)  entsprechende 
identische  Gleichung 

af —  hc  -{-  cd  =  0. 


Die  Quotienten 

0             ^2 

^  _  &22 

a          Tri' 

d   _ 
a 

e 
a 

ni 

liefern  dann  unmittelbar  die  Coefficienten 

der  quadratischen  Form 

''27)  h^^m^ -^21  ^,mn-^\^n\ 

die   in   den   Exponenten   der  Weierstrass'schen   Thetafunction   (vergl. 
Nr.  206,  S.  205)  auftritt. 

Herr  Weierstrass    hat    ausser   der    Relation  (26)   noch    ähnliche 
Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  canonischen  Integrale 
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erster  und  zweiter  Gattuiif^  aufgestellt-,  wir  wollen  zeigen,  wie  auch 
diese  aus  demselben  Principe  hergeleitet  werden  können,  welches  uns 
die  Relation  (2G)  geliefert  hat. 

Nach  dem  Theoreme  der  Nr.  247  (S.  475)  befriedigen  die  Periodi- 
citätsmoduln  irgend  eines  canoni.schen  Integrals  erster  oder  zweiter 
Gattung,  welches  dem  hyperelliptischen  Gebilde  (13)  entstammt,  eine 
Differentialgleichung,  die  mit  (E)  zur  selben  C  lasse  gehört.  Sei  allgemein 

(E)         %{^)  -,  +  9^, (^)  —3  +  9>2(^)  —2  +  %(^)  -dJ  +  9',(^  *^  =  0 
(l  z  ctz  uz  "" 

irgend  eine  Differentialgleichung,  die  mit  (E)  zu  derselben  Art  gehört, 

und  bedeute 

,         du    .         (fu    .         d^u 
^  =  'V'  +  ^-1  ^77  +  '^  J^  +  '':.  äz' 

die  Relation,  welche  die  abhängigen  Variabein  von  (E)  und  (E)  mit  ein- 
ander verknüpft.  Möge  ferner  iv^,  tv,^,  w^,  w^  das  dem  Fundamental- 
systeme v^,  v^,  fg,  v^  von  (E)  entsprechende  Fundamentalsystem  von  (E) 
darstellen,  dann  wissen  wir,  dass  die  sechs  Determinanten 

V.IV     r    IV.  (',  y=l,  -',  3,  1;  /  <  y) 

IX  XI 

eine  Differentialgleichung  sechster  Ordnung 

(28)  0,{z)  ^^  +  $,(.)  '^  +  •  •  •  +  ^.(^W=  0 

befriedigen,  die  mit  der  zweiten  Associii*ten  von  (E)  zur  selben  Art 
gehört.  Sei  oj  die  abhängige  Variable  dieser  zweiten  Associirten,  dann 
ist  also 

(29)  w=B„co  +  R,'^^^+-+ll,^^, 

WO  die  U.,  i?, ,  •  •  ■  B.  rationale  Functionen  von  z  bedeuten.    Bezeichnen 

0 '        1  '  o 

wir  nunmehr  mit 

w   w     ■  •  w 

die  den  Integralen  a^,  a)„,  •  •  ■  oj^.  der  zweiten  Associirten  von  (E)  ent- 
sprechenden Lösungen  von  (28),  so  dass  also  die  W^  nichts  anderes 
sind  als  die  in  bestimmter  Reihenfolge  genommenen  Determinanten 

v.iv   —  V  w., 

«        X  XI' 

so  ist  das  Integral 

von  (28)  mit  dem  Integrale  oj  (Gleich.  (5),  S.  404)  der  zweiten  Asso- 
ciirten   von    (E)    durch    die    Relation    (29)    verknüpft;    es    ist    also   W 


(31) 
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ebenso  wie  a  eine  rationale  Function  /\^)  von  s.    D.  h.  wir  haben 

die  Gleichung 

(30)  W^—W^_-\-  W^  +  TF,  —  W.  +  W,  =  f{z) . 

Nehmen  wir  für  (E)  die  Differentialgleichung,  der  die  Periodicitäts- 
nioduln  irgend  eines  zum  Gebilde  (13)  gehörigen  canonisclien  Integrals 
erster  oder  zweiter  Gattung  genügen,  so  liefert  uns  die  Gleichung  (30) 
eine  bilineare  Relation  zwischen  diesen  Periodicitätsmoduln  und  den 
entsprechenden  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  erster  Gattung  (1). 
Analoge  Relationen  bestehen  offenbar  auch  zwischen  den  sechs  Deter- 
minanten zweiter  Ordnung,  die  wir  aus  den  Fundamentalsystemen 

irgend  zweier  mit  (E)  zur  selben  Art  gehöriger  Differentialgleichungen 
bilden  können;  auf  diese  Weise  ergeben  sich  also  die  sämmtlichen 
Wei  er  st  ras  s 'sehen  Beziehungen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der 
canonischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

Die   Relation   (30)   wird   insbesondere   homogen,    wenn  identisch 

(32)  m  =  -R.»  +  U,  ^f  +  .  .  .  +  R,  0  =  0 

ist;  die  Differentialgleichung  (28)  ist  in  diesem  Falle  von  der  fünften 
Ordnung.  Da  die  zweite  Associirte  der  durch  die  Differentialgleichung 
(E)  bestimmten  Art  reductibel  ist,  so  muss  es  nothwendig  innerhalb 
derselben  Differentialgleichungen  von  niedrigerer  als  der  sechsten  Ord- 
nung geben.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Differentialgleichung  (8) 
eine  solche  von  niedrigerer  Ordnung  ist,  so  dass  also  in  dem  vorliegen- 
den Falle  der  algebraische  Typus,  den  die  Differentialgleichungen,  die 
durch  die  Determinanten  zweiter  Ordnung  des  Systems  {pl)  befriedigt 
werden,  innerhalb  der  zweiten  associirten  Art  bilden  (vergl.  Nr.  174, 
S.  156),  auch  Differentialgleichungen  von  niedrigerer  Ordnung  enthält. 
Die  Coefficienten 

der  Gleichung  (32)  hängen  nur  von  den  Coefficienten 

r       r       r       r 

der  zwischen  u'  und  u  bestehenden  Beziehung  ab;  wenn  man  also  die 
rationale  Function  to  als  bekannt  ansieht,  so  stellt  die  Gleichung  (32) 
eine  Bedingungsgleichung  dar,  der  die  r^,  r^,  r^,  r^  genügen  müssen, 
damit  die  Relation  (30j  homogen,  d.  h.  die  Differentialgleichung  (28) 
von  niedrigerer  als  der  sechsten  Ordnung  werde.     In  dieser  Form  hat 
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Herr  Fuchs  Jone  JJediuguiigsgleichung  aufgestellt.  Anders  gefasst  kann 
man  sagen:  die  Gleichung  (?>0)  wird  dann  und  nur  dann  homogen 
werden,  wenn  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
der  Differentialgleichung  (E)  so  beschatten  sind,  dass  die  Exj)onenten, 
zu  denen  das  Integral  IT  von  (28)  gehört,  für  keinen  der  singulären 
Punkte 


negativ  und  wenigstens  für  einen  derselben  wesentlich  positiv  sind. 
In  der  That  muss  dann,  wie  wir  es  für  die  Differentialgleichung,  der 
die  Periodicitätsmodubi  des  Integrals  erster  Gattung 

xdx 

yip{x){z — x) 

genügen,  auseinandergesetzt  haben,  /'(,?)  verschwinden.  Sind  die  Ex- 
ponenten von  W  sämmtlich  gleich  Null,  so  ist  f(z)  constant,  kann 
aber  von  Null  verschieden  sein. 


,A 


25G.    Herleitung  der  Weierstrass'schen  Relationen  aus  dem  Satze 
von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument. 

Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  für  die  Fälle  eines  hyper- 
elliptischen Gebildes  vom  Range  p  =  1  (elliptisches)  und  vom  Range 
p  =  2  nach  der  Methode  von  Herrn  Fuchs  entwickelten  Relationen 
zwischen  den  Periodicitätsmodubi  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung wurden,  wie  wir  bereits  (Nr.  232,  S.  414)  bemerkt  haben,  von 
Herrn  Weierstrass  im  allgemeinen  Falle  eines  beliebigen  p  aus  dem 
Abel'schen  Satze  von  der  Vertauschung  des  Parameters  mit  dem  Argu- 
mente hergeleitet.  Wir  wollen  die  Weierstrass'sche  Methode  hier 
darlegen,  um  dann  an  dieselbe  eine  Uebersicht  über  die  Ergebnisse 
anzuknüpfen,  die  Herr  Fuchs  aus  der  Verallgemeinerung  des  Ver- 
tausch ungssatzes  auf  Integrale  beliebiger  linearer  Differentialgleichungen 
für  die  Theorie  der  letzteren  gewonnen  hat. 

Wir  halten  die  in  der  Nr.  232  (S.  412  ff.)  eingeführte  Bezeichnungs- 
weise fest,  setzen  also 

P^{-x)  =  {x  —  a^ {x  —  öj  ■  ■  ■  {X  —  a,J, 

nehmen  aber  jetzt  m   ungerade,  so  dass  ^•  =  00   eine  Verzweigungs- 
stelle des  hyperelliptischen  Gebüdes 

(1)  ^^  =  ^M 

ist.     Die    Punkte    a, ,  a„,  ■  •  ■  a      (die    Herr  Weierstrass    als    reale 

1  /       2  ■  m        ■ 

Grössen  annimmt)  denken  wii-  uns.  nach  HeiTu  Fuchs  unter  einander 


510  XII.    Theorie  der  Euler'schen  Transformirten.    Kapitel  6. 

und  mit  j-  =  es:;  durch  eine  continuirliche  sich  selbst  nicht  durch 
schneidende  Curve  I  verbunden,  die  als  Querschnitt  gelten  soll.  Mögen 
nunmehr  a,  b  irgend  zwei  Nullstellen  der  Function  P^OO?  cc,  ß  irgend 
zwei  Punkte  der  Curve  /  bedeuten,  die  so  beschaffen  sind,  dass  die 
Strecken  von  a  bis  a  und  von  b  bis  ß  keinen  Punkt  mit  einander 
gemein  haben. 

Integriren  wir  dann  die  den  Vertauschungssatz  darstellende  Glei- 
chung' (10)  der  Nr.  232  (S.  413)  in  Bezug  auf  x  von  a  bis  u,  in 
Bezug  auf  z  von  b  bis  ß  beide  Mal   längs  der  Curve  /,  so  erhalten  wir 

(2)  I'  f__Udxdz_  _  yfU)  t ^'    — 

ab  b 


ypÄß)  f — ^V=- 


Nehmen  wir  nun 

a  =  a   ,     b  =  a  ,     a4=v, 

so  können  wir,  wenn  z.  B. 

(3)  ^-{-  \<v<m 
ist,  die  oberen  Grenzen  a,  ß  so  wählen,  dass 

«  =  «„  +  1,     ß  =  «.+1 
sei.     Dann  ist  nach  Gleichung  (2) 

(4)  /7^;p^  =  0 


,{x)  yp,{z) 


'^fi 


Wenn    dagegen    v  ^  ^  -\-  1  genommen  wird,    so    ist    der   Werth    des 
Integrals 

.-V  /'         /*        Udxdz 

^  ^  J  J  yp^)yp;{z) 

nicht  Null;   wir  wollen   uns  die  Aufgabe  stellen,   diesen  Werth  zu  be- 
rechnen. 

Setzen  wir 

a    =  a,  a    ,.=c,     a   ,  ,  =  b, 

so  verwandelt  sieh  das  Integral  (5)  in 


~~    J  J  ypj^  ypÄ^) 


s  = 

ä      b 
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Seien  nun  *•,  t  zwei  veränderliche  Grössen  von  der  Beschafi'enheit,  dass 
die  Punkte  c  —  .v  und  c  -\-  t  stets  auf  der  Curve  /  verbleiben,  und 
zwar  c  —  6"  auf  dem  zwischen  <i  und  r,  da«^egt'n  c-{-t  auf  dem  zwischen 
c  und  h  {^eleiienen  Theile  dieser  Curve.     Dann  ist,  wenn    wir 

c — s      c-\-t 

„, /*       /*       Udxdz 

a  b 

setzen,  offenbar 

(6j  S  =  lim  -S". 

t—o 
*=o 

Nehmen  wir  in  der  Gleichung  (2) 

u  =  c  —  s,     ß  ^  c  -\-  t, 
so  erj^iebt  sich 


^,_  r  Yp^{c+t)dx r  ypi 


(c  —  s)dz 


-c^s)yp^{z) 

a  b 

Wir  machen   nun   in   den   beiden  Integralen   auf  der  rechten  Seite  be- 
ziehungsweise die  Substitutionen 

X  =  c  —  x',     z  =  c  -{-  z' 

und  schreiben  dann  wieder  x  beziehungsweise  z  an  Stelle  von  x'  und  ^'; 
wir  finden  auf  diese  Weise 


s  t 


—  s)dz 


Seien  (?,  t  feste  Werthe  von  s  beziehungsweise  t,  die  so  gewählt  sind, 
dass,  wenn  c  —  s  auf  /  zwischen  c  und  c  —  o,  und  c  -\-  t  ebenfalls 
auf  l  zwischen  c  und  c  -\-  r  liegt,  die  Ausdrücke 


durch  die  in  der  Umgebung  von  s  =  0  beziehungsweise  ^  =  0  gültigen 
Entwickelungen  darstellbar  sind,  dann  ist 

s'  =  yF~(r  +  t  f ^; -ypj^zrj^  f ^ 


{z+c) 


»  t 

/'  yp,{c-\-t)dx    _   /'j/p^- 

J  {x-\-  t)yp;(:r=r^)      J  (2  -f  s)  ]/p^ 


—  s)dz 
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uud  da  die  beiden  ersten  Glieder  des  Aggregates  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  für  ^^0,  .«j  =  0  verschwinden,  so  haben  wir 


(<)  hm  (S   :=  hm  >     / 7 r:i^  —    I  -^ ,_- ^ 

,=0  *=o     ./   {X -\- t)yp^{c  -  X)       J   {z-{-s)yP^{c 


•  —  s)de 

Nun   ist  aber  offenbar  in   der  Umgebung  von  z  =  0   beziehungs- 
weise X  =  0 


(8)  >         ^ 

I  ]/P;(r  -x)=   Y-  P/(c)  l/x(l  +  ^,(-  rr)), 

wo  "'^j(,~)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  0  fortschreitende 
Ueihe  bedeutet,  die  für  2  =  0  verschwindet.  Wir  finden  also,  wenn 
wir,  was  zufolge  der  über  6,  r  getroö'enen  Bestimmungen  zulässig  ist, 
in  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (7)  die  Entwicke- 
limgen  (8)  einsetzen, 

s  a  1 

ryp^{c  +  t)dx    ^.  /"   yt      f  i  +  ^iffl  \'^^ 
J  {x-\-t)yp^{c—x)     \J  {x+t)yx\i  +  ^i(—^)\    ^^ 

a  a 

also,  wenn  wir  weiter  entwickeln  und  t  gegen  Null  convergiren  lassen, 


t=»J    {x-^t)yP^{c-x)  t=^J    (x  +  OVa: 


und  analog 


t 


Vs~ä! 


Die  Gleichung  (7)  verwandelt  sich  demgemäss  in 


T      o'        •  1-          /     1/*  <ia;        ,      (    Vs  dz 
lim  >S   =  ?  lim  1    / -^  +    I  — ^^ ;rr  I 

,  =  0  s  =  \i  \J   {x-\-t)Yx  J    {S-\-Z)\Z 

Führen  wir  in  dem  ersten  Integrale  unter  dem  lim -Zeichen  durch  die 
Gleichung 

yx  =  iyt, 

in  dem  zweiten  Integrale  durch  die  Gleichung 
eine  neue  Integrationsvariable  ein,  und  setzen 
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so  verwandelt  sich  die  Summe  beider  Integrale  in 

p 
r  dl,    . 


\f. 


+  f' 


also  ergiebt  sieb,  da  mit  abuebmendem  S  und  /,  ^)  gegen  Null   und  q 
gegen  Unendlich  couvergirt, 


lim  S'=2i  1-^ 


/  =  0  " 

Wir  hnden  also  nach  Gleichung  (G) 

S  =  -"- 
t 

und    erbalten   somit   die    der   Gleichung  (4)   an   die   Seite    zu    stellende 
Formel 

,^s^  /*        /*       Udxdz  "jt 

^'^  J    Jyp; 


ix)y~p,{s) 

Beachtet  man^  dass  U  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  z 
ist,  so  erkennt  man,  dass  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (4)  und 
(9)  als  homogene  bilineare  Ausdrücke  von  Periodicitätsmodulu  der 
zu  dem  Gebilde  (1)  gehörigen  canonischen  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  darstellbar  sind;  sie  liefern  für 

^,  V  =  1,  2,  ■  •  •  m 
die  sämmtlichen  Relationen  zwischen  diesen  Periodicitätsmodulu. 


257.  Untersuchungen  von  Fuchs,  die  an  den  allgemeinen  Ab  ersehen 
Vertauschungssatz  anknüpfen.     Die  erste  Fuchs 'sehe  Gleichung. 

Herr  Fuchs  hat  nun  an  den  allgemeinen  Abel'schen  Vertauschungs- 
satz, wie  er  durch  die  Gleichung  (T)  der  Nr.  282  (S.  412j  für  die 
beliebige  Differentialgleichung 


(A)  JD^  (,j)  =  P,  '£.  +  P,  'f' „  V  +  . . .  +  p  j,  =  0 


dargestellt  wird,  ähnliche  Folgerungen  geknüpft,  wie  die,  welche  wir 
im  Vorhergehenden  für  den  besonderen  Fall  w  =  1  und  (vergl.  Nr.  232, 
S.  413) 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  33 
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ans  der  Gleicliimg  (10)  der  Xr.  2'.\-  gezogen  hatten,  nnd  isst  dadurch 
zu  ausserordentlich  tief  liegenden  Ergebnissen  gelangt,  deren  Wichtig- 
keit besonders  für  die  Behandlung  von  Uinkehrprol)lemen  bei  linearen 
Ditferentialjjleichunijen  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnun«;  auf  der 
Hand  liegt,  und  die  darum  der  weiteren  Forschung  ein  weites  und 
aussichtsvolles  Gebiet  darzubieten  scheinen. 

Indem  wir  in  der  Gleichung  (F)  die  beiden  Variabein  x  und  s 
mit  einander  vertauschen,  nimmt  der  Vertausch ungssatz  von  Abel  die 
folgende  Gestalt  an : 

m     L  ^M^)'  .^i)  -  -r.  ^. (/-i'  "W)  =  f^^w^ic^)' 

wo  y{x)  ein  Integral  von  (A),  ?;(a')  ein  Integral  der  zu  (A)  adjungirten 
Differentialgleichung 

bedeutet,  und  wo  ferner 

"     '-'  ,d''{P.ix.g)  a'-'-'f 


^.M',!J)=yy.(-^) 


jiL  ^^         ^         dx''        dx' 


i—fi  —  i 


1  =  1  //  = 


den  begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck  von  (A),  f/ den  Ausdruck 

y.=^0  i  y- 

darstellt. 

Es    möge    die   Differentialgleichung  (A)    der    Fuchs 'sehen   Classe 
angehören,  ferner  sei 

wo  t(x)   ein  Product  von  lauter   von   einander  verschiedenen  linearen 

Factoren 

tl;(x)  =  {x  —  aj  •••(.«  —  aj  (a;  —  &,)••  •  {x  —  h^) 

bedeutet;  und  zwar  mögen  die  Punkte 

IJ        i'  III '        iu-\-l 

diejenigen  Verzweigungspunkte   des  allgemeinen  Integrals   von  (A),   in 
denen  sich  auch  die  Integralquotienten  verzweigen,  die 

K  K,  ■  ■ '  K 

dagegen  die  scheinbar  singulären  Stellen  sein. 
Wir  bezeiclinen  mit 

T  T  ...■/" 

xl'        x2'  y.n 

die   Wurzeln   der  zu  x  =  a    gehörigen   determinirenden   Fundamental- 
gleichungen von  (Aj,  für  x  =  1,  2,  •  •  •  m,  mit 
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die  Elemente  des  cunonisehen  Fundameiitalsystciiis  von  (A),  mit 

die  des  entsprechenden  (adjun«jfirtenj  Fuudamentalsystems  von  (A')  und 
setzen   voraus,    dass    die   Wurzeln    r  ,,  r  ,,  ■  •  •  r       sieh    von    einander 

'  xl'       x'i'  y.n 

nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  und  dass  die  realen  Theile  der- 
selben zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit  gelegen  sind. 

Nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  223  (S.  372)  involvirt  die  letztere 
Annahme  insofern  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  als  wir  von 
einer  gegebenen  Differentialgleichung  stets  zu  einer  Diflerentialgleichung 
derselben  Classe  übergehen  können,  für  welche  diese  Annahme  erfüllt 
ist,  und  als  die  Resultate,  die  wir  im  Auge  haben,  sich  auf  die  Funda- 
mentalsubstitutionen der  vorgelegten  Differentialgleichung  beziehen, 
also  nicht  nur  für  die  specielle  Gleichung  (A),  sondern  für  jede  mit 
(A)  zur  selben  Art  gehörige  Gleichung  Gültigkeit  haben. 

Die  Entwickelungen  der  y^^  in  der  Umgebung  von  x  =  «.  haben 
dann  die  Gestalt 

(11)  y..  =  (^-«x)'''''^W.(^l«x)  (^  =  1.2.    ••'.). 

die  der  adjungirten  Integrale  lauten  (vergl.  Nr.  109,  Bd.  I,  S.  3!U) 

(12)  n.,  =  {x-  a.X'-^-^--'%,{x\a.)  ß  =  i,.,-nu 

wo  die  'p^^,  ^^^^  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a  bedeuten,  die 
für  X  =  a^  nicht  verschwinden,  und  wir  sehen,  dass  die  für  die 
*'zi'  *z2'  ■  '  ■  **z«  g^^^tiachten  Voraussetzungen  auch  für  die  Wurzeln 

—  r  ,  —  1 ,     —  r  .-,  —  1 ,  •  ■  •  —  r     —  1 

xl  >  /.i  >  X II 

der  determinirenden  Fundamentalgleichung  der  adjungirten  Differential- 
gleichung  erfüllt    sind,   d.  h.   auch   diese    unter.scheiden    sich   nicht   um 
ganze  Zahlen  und  haben  reale  Theile,  die  zwischen  Null  und  der  nega- 
tiven Einheit  liegen. 
Endlich  seien 

Vi^    V->7  ■  ■  ■  l/„ 
beziehungsweise 

Vi,    %,  ■  ■  ■  Vn 

die  zu  ^-=00  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  der  Diffe- 
rentialgleichungen (A)  beziehungsweise  (A'),  und  die  Wuraeln  der  zu- 
gehörigen determinirenden  Fundamentalgleichungen  mögen  ebenfalls 
nicht  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden  sein. 

.33* 
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Betrachten  wir  den  Ausdruck 


DM^}'K--)=2'S^-''> 


=  1      A  =  H 


in  der  Umgebung  von  o:  =  «^,  so  ist  zunächst 

x  =  l  -1  =  1 

also  nach  i^/  —  //  —  1)- maliger  Differentiation 


i=i 


•wo  die  ^*'j  ''  *^  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a^,  die  c^  Constanten 
bedeuten.  Ferner  hat  man,  da  (A)  zur  Fuchs  sehen  Classe  gehören 
soUte  (vergl.  Nr.  Ö2,  Bd.  I,  S.  L'20), 

P,(:i-)  =  J;_,u,„  +  ,_x,(^)['^(^)]'', 

wo  F  eine  ganze  Function  von  dem  durch  den  Index  angegebenen 
Grade  bedeutet,  und  demgemäss 

(i  X       '  .t  -  ;  (^,(,  —  ^^ 

Also   ist  in  der  Umgebung  von  x  =  a_^ 

wo  die  "ip.  ebenso  wie  '^  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a^  dar- 
stellen, und  daraus  folgt,  dass  dieser  Ausdruck  für  x  =  o^  verschwindet, 
da  ja  nach  unserer  Voraussetzung  die  realen  Theile  der  Grössen 

)•  .  +  1 
wesentlich  positiv  sind.     D.  h.  es  ist 

(13)  Um  I)X»(x),  ,  i  ,)  =  i>„„,(»W,  ^)  =  0, 

und  analog  ergiebt  sich 

(U)  lim  D^^,  ,(.))  =  D^=.X-x>  ^(^))  =  ^- 

"x 

Nun  können  wir  sofort  zu  einer  Gleichung  gelangen,  aus  welcher 
die  Weierstrass'sche   Gleichung  (4)   durch  Specialisirung  hervorgeht. 
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Sei,   \vi(!   in  *h'v  vorigen   Nuiiiiiier,  /  eine  die  sin<^nliiren  Piinkto 

vorbindende  Curvo,  so  sind  in  der  dnn-Ii  /  /-erschnittenen  Ebene  die 
Integrale  von  (A)  und  (A')  eindeutig  bestimmt.  Bedeuten  dann  a,  h 
irgend  zwei  der  Punkte  «,,«.,,•••«,  ferner  cc,  ß  ein  Werthepaar 
von  X,  z  auf  l  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Stücke  {<i  •  -  •  a)  und 
(6  •  •  •  ß)  keinen  Punkt  mit  einander  gemein  haben,  so  folgt,  wenn  wir 
die  Gleichung  (JT)  in  J^czug  auf  x  von  (i  bis  «  und  in  Bezug  auf  z 
von  h  bis  ß  integriren  uiul  beachten,  dass 

'i>,(.(.'-),.fe)=A(^(^')'.-^.)''(^)"'-' 

(15) 

a  a 

ist,  mit  Rücksicht  auf  (13),  (14)  die  der  Gleichung  (2)  analoge  Gleichung 
il6)         /    iuy{x)^ii,z)dxdz 

a      b 

Die  Integrale  haben  einen  Sinn,  da  die  unbestimmten  Integrale  auch 
in  den  Punkten  a,  b,  wo  die  Integranden  unendlich  werden  könnten, 
zufolge  der  über  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen getroffenen  Bestimmungen  endliche  bestimmte  Werthe  an- 
nehmen. 

Für  die  Wahl 

a  =  a  ,     h  =  a 

können  nun,  wenn  die  Ungleichung  (3)  erfüllt  ist, 

a  =  a    ,,,     ß  =  o   ,, 

genommen  werden.  Beachtet  man  dann  wieder  die  Gleichungen  (15), 
so  ergiebt  sieh  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (13),  (14)  die  erste 
Fuchs'sche  Gleichung 

«;<  +  l    ".+1 

(17)  /       I  Uy(x)rj(z)dx(iz  =  () 

(/u,  v  =  1,  2,  •  •  ■  7;i ;  /u -{- 1  <  v  <  m) . 

Ungleich   viel  schwieriger  ist  die  Herleitung  der  zweiten  Fuchs- 
schen    Gleichung,    aus    welcher    die   Weierstrass'sche    Gleichung    (9) 
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durch  Speoialisirung  gewonnen  werden  kann;  es  bandelt  sich  dabei  um 
die  Berechnung  des  Doppelintegrales 

(18)  S^=J      jUij{x)n{z)dxdz. 


258.    Die  zweite  Fuehs'sche  Gleichung. 

Wir  führen  ähnlich  wie  in  der  Nr.  25G  (^S.  511)  zwei  auf  der 
Curve  l  gelegene  veränderliche  Punkte  ein,  die  zu  beiden  Seiten  von 
a    ,  ,,  aber  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  liegen.    Setzen  wir  wieder 


=  c,     a 


."+i 


'.  =  ^, 


s  =  i 


so  möge  der  veränderliche  Punkt 

c  — 
auf  l  zwischen  a  und  c,  der  Punkt 

c-\-t  =  t 
auf  l  zwischen  c  und  b  liegen.     Die  den  festen  Werthen 

6  =  6,      t  =  z 
entsprechenden  Punkte 

c  —  6  =  a\     t  -f-  r  ^  1/ 


Fig.  1- 


mögen  so  beschaffen  sein,  dass,  wenn 
5  in  dem  Intervalle  von  <j  bis  Xull, 
und  t  in  dem  Intei^valle  von  Null 
bis  r  verbleibt,  die  Punkte  |,  ^  auf 
/  und  innerhalb  der  Umgebunj?  von  c, 
d.  h.  innerhalb  des  Kreises  verbleiben, 
der  den  Convergenzbereich  der  Ent- 
wickelungen  der  lutegTrale 

nach    aufsteigenden    Potenzen    von 
.'•  —  a^  bildet  (vergl.  Fig.  18). 
Setzen  wir  dann 

S^=j  jUy{x)ri{z)dzdx, 

a      , 

so  ist  offenbar 


iiy; 


S   =  lim  S 
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Ferner  hat  luiin 

5;  =  —  j   I  Un(x)ri{:)(lx(h, 

a      b 

also   folgt,    wenn    wir   heidc   Integrationsintervallo    in    dt-n    Pinikten   a 
beziehnngswei.se  b'  theilen, 

n'     h'  a'      t 

-K=   I    i  Uii{.v)n{z)<lxilz-{-   I    I  Uy{x)y^{z)<l.c,lj: 

ab  ah' 

+  Uy  (x)  t]  (z)  dx  dz  -\-   I    I  Uy  (x)  tj  {z)  dx  dz . 

Wir  formen  nnn  jede.s  dieser  vier  Doppelintegrale  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung (F)  um,  indem  wir  allemal  auf  die  Gleichungen  (13),  (14),  (15) 
Rücksicht  nehmen;  wir  erhalten  auf  diese  Weise 

ah'  !>,' 

ffuy{x)yi(z)dxdz  =  1>_.  (!/(^-),/':,^^1t) 

oft  b  ' 

a 

j\fuy{x)niz)dxdz  =  D_^,(y(..),/^) 

ab'  b' 

a  a 

^       b'  h' 

Jfuy{x)ri{z)dxdz  =  D_.  [yix),  j*^) 

a'     h  l 

b  a' 

a'  6'  ^  6'  6' 

a  a' 

Addiren    wir   diese    vier   Gleichungen    und    beachten,    dass    nach    (13), 

(14),  (15) 
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a  a 

lim  2>„,  (K-),  j'^O  = /"!)„.  (y(.r),  j^,)  .W  -'.  =  0 

''  b  b 

ist,  so  erhiilten  wir  nach  Gleichung  (19) 

t  t  i  a' 

Denken   wir  nns   das  Intef^ral  y  von  (A)   z.  B.  durch   das  Funda- 
mentalsystem 

Pi,  11,^  ■  ■  •  y„, 

das  Integral  r]  von  (A')  durch  das  adjungirte  Fundamentalsystem 

%y  %^  ■  ■  ■  V„ 
dargestellt,   so   lässt  sich   das  Doppelintegral  S ^  als   ein  Aggregat  von 
Gliedern  der  Form 

schreiben.     Seien 

V     =^b    .11     ,,    .  (a  =  l,  2,    ••«), 

1=1 

n 

^,^=^^.^/ *?,<+!,,•  (^  =  1.2,...«) 

/  =  1 

die  zwischen  den  Punkten  a  ,  ^  und  co  vermittelnden  Uebergangs- 
substitutionen  der  DifiFerentialgleichungeu  (A)  beziehungsweise  (A'), 
dann  ist 

also  mit  Rücksicht  auf  (20) 

(22)    C'''=i'i'^.,-,.>Jrj^.=.^(^,.+.,.w-A*^0 


(21) 


.=1  J=l 
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Die    Beri'chnung   des   i)oi)i)eliiitc'<^ral('s  (18)   iist    somit   uul'  die    Berech 
nung  des  auf  der  rechten  Seite  unter  dem  Summenzeichen  auftretenden 
Grenzwerthes    zurückgeführt.      Herr    Fuchs    findet,    dass    dieser 
Grenzwerth  verschwindet,  wenn  i  von  j  verschieden  ist,   und 
dass  er  für  i=j  den  Werth 

^  sin  nr^    ,  , 

annimmt.  Wir  versagen  es  uns,  die  überaus  feine  und  eigenartige 
Rechnung,  durch  welche  Herr  Fuchs  dieses  einfache  Resultat  erzielt, 
hier  wiederzugeben ,  verweisen  vielmehr  auf  die  Abhandlung  von 
Herni  Fuchs  im  76.  Bande  des  Crelle'schen  Journals,  wo  diese  Rech- 
nung in  den  Nummern  13 — 19  auf  S.  195 — 206  durchgeführt  ist. 
Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  findet  Herr  Fuchs  somit  die  Gleichung 

«/,  +  i  y  +  2 

(23)  K"'^'=f    fuyS^)r}^(z)dxdz 

die   wir  als  zweite   Fuchs'sche    Gleichung  bezeichnen   und   der  ersten 

in  der  Form 

"fi  +  i  ''»■+1 

(24)  /*      fuySx)%{^dxdz  =  0 
geschriebenen  Gleichung  (17)  an  die  Seite  stellen. 


259.  Bedeutung  der  Fuchs'schen  Gleichungen  als  Relationen  zwischen 

den  Coefficienten  der  Fundamentalsubstitutionen  und  gewissen 

bestimmten  Integralen. 

In  einer  späteren  Arbeit  hat  Herr  Fuchs  die  rechte  Seite  seiner 
zweiten  Gleichung  noch  etwas  umgeformt  und  aus  beiden  Gleichungen 
noch  einige  weitere  Consequeuzen  gezogen,  die  wir  hier  darlegen 
wollen. 

Da  nach  dem  Theoreme  der  Nr.  23  (Bd.  I,;S.  65,^^66)  die  Sub- 
stitutionen, welche  zwei  adjungirte  Paare  von  Fundamentalsystemen  in 
einander  überführen,  zu  einander  reciprok  sind,  so  haben  wir  für  die 
Coefficienten  der  Substitutionen  (21)  die  Beziehungen 

n 
y^  h     .C..  =  d     ,  (Of,  ^  =  1,  2,  •••  n), 

1  =  1 
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WO  d  ^  in  jiewöhnlicher  Weise  Null  oilrr  h^ins  l)('(leutot,  io  nachdem 
a  von  /3  verschieden  ist  oder  nicht.  Bezeichnen  wir  also  mit  B^.  die 
zu  dem  Elemente  Ji  .  Ljehöriife  Subdetermiuante  der  Determinante 

^  =  \b     .1  (a, /•  =  l,2,  ■•■  «) 

und  setzen 

so  nimmt  die  Cxleichung  (23)  die  Form  an 

(27)  I       I  UySx)n^{^dxdz  =  (-  ly^^V^i^  xf-i- 

Die  Grössen  A .  sind  die  Wurzeln  der  zu  x  =  a^  gehörigen  Funda- 
mentalgleichimg  der  Ditterentialgleichung  (A),  also  lautet  (vergl.  Nr.  )U, 
Bd.  Ij  S.  101)  die  Fundamentalsubstitution,  die  das  Fundamentalsystem 
[?/J  von  (A)  bei  einem  Umlaufe  um  «,,  ,  ^   erleidet, 

wenn  wir  setzen 


J^-iU, 

ß   = 

/K  0  . 

0    A,. 

•0 
•0 

(et,  (*  =  1,  2,  ■  .  -  n) 

\    ("i      r\ 

0    0 

H 

Wenn   die   Substitution   Ä    ,  ,    bekannt  ist,   so   sind   die    A,,  A.,,  •  •  ■  A 
nach  Auflösung  einer  Gleichung  n^^^  Grades  ebenfalls  bekannt,  und  die 
Coefficienten    der   Substitution   B   ergeben    sich   (vergl.  Nr.  33)    durch 
Auflösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen.     Also  sind  die  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (27)  für 

«,  /3  =  1,2,  ••■« 
wohlbestimmte  algebraische  Functionen  der  Coefficienten  der  Substitution 
Ä    ,,,  d.  h.: 

Die  Gleichungen  (27)  repräsentiren  für 
li,  (i  =  1,2,  '  '  '  n 
n    Gleichungen  für  die  Coefficienten  der  Fundamentalsubsti- 
tution   A    ,  ^,    die    das    Fundamentalsystem    [i/J    von    (A)    bei 
einem  Umlaufe  um  den  singulären  Punkt  a    ,^   erleidet. 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (24)  und  (27)  lassen  sich, 
wenn  man  für  U  seinen  Ausdruck  (10)  einsetzt,  als  Aggregate  aus 
den  Intet^ralen 
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(28) 


'V  +  1 


K^''^  =  I  x^r]^(x)dx 


darstellen.  Denken  wir  uns  die  Curve  /  als  einen  Querschnitt  und 
bezeichnen  das  eine  Ufer  desselben  als  das  positive,  das  gegenüber- 
liegende als  das  negative,  so  haben  wir  die  Integrale  (2H)  längs  eines 
bestimmten  dieser  Ufer,  z.  B.  längs  des  positiven  zu  erstrecken.  Wir 
fügen  nun  den  Integralen  (28),  für  }i  =  l,  '2,  •  •  ■  m  —  1,  noch  die 
beiden  Systeme  von  Integralen 

"1 


"i 


K'x  =  J  x^nß{x)dx 


hinzu,  in  welchen  die  Integration  jetzt  längs  des  negativen  Ufers 
von  l  zu  vollziehen  ist.  Dann  ist  die  Gesammtheit  der  hintereinander 
durchlaufenen  Integrationswege 

(rt   •  •  •  «.,) ,    («.,-••  rt.J  ,  •  ■  ■  (a         '  ■  ■  a  ),    (a    •  ■  •  a.) 

\    1  2-'  '  2  3    '  ^    in  —  1  in     '       ^    in  1 

aequivalent  einem  geschlossenen  Umlaufe  um  den  Punkt  x  ^  cti.  und 
die  Punkte  h^,  h,^,  •  •  •  6^ ;  wir  haben  also 


(29) 


m 


WO  die  q  ,,  h  ,  bestimmte  Constanten  bedeuten. 

Nun   ist  zufolge    der  Lag  ränge 'sehen   Beziehung    (Nr.  24,  Bd.  I, 
S.  69,  Gleichung  >ßO})  für  das  Integral  y^  von  (A) 

—  71  D  'ix')  =  :t-  D  (y  ,  x), 

also,  gemäss  den  über  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fimdamental- 
gleichungen  gemachten  Voraussetzungen, 
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(30)  fyJx)D^{x')dx  =  0, 
und  antilo«;  t"ol<]jt 

(31)  fri{x)D^{x')dx  =  0. 

Die  Ausdrücke 

D^{x'),    DJ{,^) 

sind  ganze  rationale  Functionen  von  x  vom  Grade 

»(w  +  9  — 1)  -f  A; 
setzen  wir  also  in  (30)  und  (31)  successive 

so  erkennen  wir,  dass  die  Integrale  J^J'^   und  K^'^    sich  durch 

jif)       jU>)  t(/') 

beziehungsweise 

j-;0  '  (•?!'    '    '    '  j^,n(m  +  o-l)  — I 

homogen  linear  darstellen  lassen  mit  Coefficientcu,  die  von  den  in  den 
Coefficienten  der  Difierentialgleichung  (A)  auftretenden  constanten 
Parametern  rational  abhängen. 

Es  sind  also  die  Coefficienten  der  Fundamentalsubstitu- 
tionen A    .  ,    mit  den  Grössen 

(32)  Jl^^,     KI"^  (a  =  l,2,...n;;i  =  0,l,.-.n(m  +  ()-l)-l) 

und  den  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  auf- 
tretenden Parametern  durch  die  Gleichungen  (27)  algebraisch 
verknüpft,  während  zwischen  den  Grössen  (32)  und  den  Para- 
metern der  Differentialgleichung  die  Gleichungen  (24)  be- 
stehen. Ueberdies  befriedigen  die  Grössen  (32)  für  fi==l,  'J,---m 
noch  die  Gleichungen  (29). 

Man  wird  mit  diesem  Ergebnisse  einerseits  die  Resultate  der 
Nummern  207  (S.  302)  und  225  (S.  381,  382),  andererseits  die  in  der 
Nr.  242  (S.  455)  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten 
der  Uebergangssubstitutionen  in  Verbindung  zu  setzen  haben. 


Nachtrüge  und  Berichtigungen 
zum  ersten  Bande. 


S.  3,  Zeile  9  v.  o.  ist  statt  „elliptischen"  besser  zu  setzen  „doppelt- 
periodischen". 

S.  15,  Zeile  1  v.  o.  lies  (2)  statt  (3). 

S.  23,  Zeile  15  v.  o.  lies  (2)  statt  (6). 

S.  23,  Zeile  2  v.  ii.  lies  (6)  statt  (5). 

S.  27  am  Kopfe  lies  10  statt  11. 

S.  54,  Gleich.  {!)  und  S.  55,  Gleich,  (ß)  auf  der  rechten  Seite, 
S.  6!',  Gleich.  (31)  auf  der  linken  und  in  der  zweiten  Gleichung  von 
(32)  auf  der  rechten  Seite,  ist  am  Fusse  des  ersten  Summenzeichens 
zu  setzen  x  =  1  statt  x  =  0 . 

S.  63  ist  hinter  der  ersten  Gleichung  von  (19)  zu  setzen 
X  =  0,  1,  •  •  •  (11  —  2)     statt     x  =  (),  \,  ■  ■■  (n  —  \). 

S.  95,  Zeile  14  v.  u.  Die  reciproke  Substitution  müsste  genauer 
in  der  Form 

(^/.y)  (/',  X  =  1,  2,  ■    ■  n) 

geschrieben  werden,  wo 

ü'    =  cc' , 

hy.  y.li 

ist.     Ebenso  müs.ste  die  Gleichung  in  Zeile  9  v.  n.  lauten 
wo 

hy.  y.lt 

gesetzt  wurde.     Der  einfacheren  Schreibweise   wegen  wurde  aber  hier 
ebenso  wie  auch  oft  im  Folgenden  die  aus  einer  Substitution 

durch  Transposition  hervorgehende  Sub.stitution  schlechtweg  durch 

(u    , )  (A,  X  =  1,  2,  •  •  ■  /.) 

N       X/l/ 

bezeichnet. 

S.  102,  Zeile  9  v.  ii.  lies  ..Nr.  30  (S.  93)"  statt  Nr.  31. 
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S.  103.  Für  den  Zeile  0  v.  o.  erwähnten  Deteriuinautensatz  vergl. 
die  Nr.  IGT  (S.  127  ff.  des  vorliegenden  Bandes). 

S.  IIa,  Zeile  20  v.  o.  ist  zwischen  „etwa*'  und  „Functionen*'  ein- 
zuschalten „linear  nnabhiingige". 

S.  127,  Zeile  8  v.  o.  ist  zwischen  „Kangzahlen"  und  „bilden"  ein- 
zuschalten „von  n  subtrahirt";  Zeile  14  v.  o.  und  ö  v.  u.  lies  „Minuendu.s" 
statt  „Subtrahendus*"'. 

S.  13oti".  Riemann  bezeichnet  eine  Stelle,  die  nach  unserer 
Terminologie  ein  ()-facher  Windungspunkt  genannt  wird,  als  einen 
{q  —  1)- fachen  Windungspunkt. 

S.  140,  Zeile  12  v.  u.   lies   „keine  negativen"   statt   „nur  positive". 

S.  142,  Zeile  7  v.  o.  ist  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  dem 
Gliede  x^^f.^^  der  Factor  log  'x  hinzuzufügen. 

Zu  Nr.  53  (Bd.  I,  S.  184 ff.): 

Das  auf  S.  185  (Bd.  I)  angegebene  allgemeine  Kriterium  für  die 
Existenz  einer  zum  Exponenten  r_^  gehörigen  Reihe  g{x,  r^,  wonach 
der  Rang  des  Systems  (o7j  mit  dem  Range  des  Systems 

(0)  =  («„P  (a,  /*  =  1,  2,  .  •  .  (ro  - r.,)) 

übereinstimmen  muss,  führt  auch  leicht  auf  ein  von  Herrn  Heffter 
aufgestelltes  Verfahren  zur  Entscheidung  der  in  Rede  stehenden  Frage. 
Wir  bezeichnen  kurz  die  Elemente  a^^  des  Systems  (37)  als  die 
Diagonalglieder.  Multiplicirt  man  dann  die  Elemente  der  nicht  ver- 
schwindende Diagonalglieder  enthaltenden  (Vertical-)Reihen  des  Systems 
(37)  mit  geeigneten  Constanten  und  addirt  dieselben  zu  den  Elementen 
der  vorhergehenden  Reihen  hinzu,  so  kann  mau  das  System  (37)  in 
ein  anderes  umformen,  in  welchem  aUe  Elemente,  die  nicht  Diagonal- 
«rlieder  sind  oder  in  einer  der  Zeilen 

^y.  —  D     ^"z-2'     ■    '    ■    ^0 

stehen,  verschwinden.  Multiplicii-t  man  ferner  die  Elemente  der  nicht 
verschwindende  Diagonalglieder  enthaltenden  Zeilen  mit  geeigneten  Con- 
stanteu  und  addirt  sie  zu  den  Elementen  der  folgenden  Zeilen  hinzu, 
so  kann  man  zu  einem  Systeme 

(3^»)  (ä.,)    (;:»,^,V-::) 

gelangen,  in  welchem  auch  noch  diejenigen  Elemente  der  Zeilen 
s       ,  s       ,  •  •  •  s ,  verschwinden,  die  nicht  in  einer  der  Reihen 

0,     S^_i>     ^x-2>    *   *   *    ^1 

stehen.     Von   dem   so   erhaltenen   Sy.steme  (37a)    ist   zunächst  evident. 
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dass   sein  lumg   mit    ck'iii   llaiii^c   von  (37),    luul  dass  ebenso  der   Uang 
des  Systems 

mit  dem  des  Systems  (0)  übereinstimmt. 
Bezeichnet  man  diircli 

die  Determinante,  welche  aus  2J.  (Bd.  I,  S.  187)  liervorgeht,  indem  man 
die  Zeilen  und  (Vertical-)Reihen  s^,  .s^,  •  •  ■  s    weglässt,  und  setzt 

so  ist  klar,  dass  die  sümmtlichen  Determinanten  (1)  ebenso  wie  die  S' 
selbst,  gebildet  aus  den  Elementen  des  Systems  (37j,  denselben  Wertli 
haben,   wie   die   entsprechenden   Determinanten,    gebildet   aus   den  Kle 
menten   von  (37a).     Für  das  letztere  System   übersieht   nuui   al)er   un- 
mittelbar, dass 

(II)  Z.    ^=-\-ä  A.    ^E., 

(III)  Z,        ,     ,  ^,  =  +  ä  yl,  •••.4      ,r 

ist.    Bei  Entscheidung  der  Frage,  ob  sich  für  ^^('"J  ein  von  Null  ver 
schiedener  Werth  ergiebt,  kommen  aber  offenbar  diejenigen  Zeilen  und 
Reihen,   die  abgesehen  von    dem  Diatjonalgliede   aus   lauter  Nullen  be- 
stehen,  nicht  in  Betracht.    Wir  können  also  das  System  (37j  beziehungs- 
weise (37a)  durch  das  System 
(37b)  (ä  j         r=    'x-i.*x-2.--oA 

ersetzen.     Nun    muss    jedenfalls    die    Determinante    E^^    verschwinden; 
wenn  (vergl.  (,«),  Bd.  I,  S.  18S) 

z.    ,  =  0,    2:.  4=  0 

I  —  1  '  (I 

ist,  so  folgt  aus  (III) 

ä  =0,     ä  4=0         (;.  =  x-.--i,  Z-/-2,  ■  -0) 

und    wir    können    offenbar    das   System   (37  b)    noch    weiter    reduciren, 
indem  wir  die  Zeilen,  welche  den  Werthen 

y.  —  ( —  1'       X  —  I  —  s'  0 

entsprechen,  weglassen,  so  dass  also  das  System 

(ä''^)  («.P    (;:.,Xi.';.  Xr;) 

verbleibt,  dessen  Rang  mit  dem  Range  des  Systems 

(IV)  (ä^^)  K,'?  =  .^_i,.-*^_,) 
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übereinstimmen  muss.     Hiertür  ist  nothwendig 

C^)  .        .  "..-.0  =  '''' 

und  stets  hinreichend 

ä  n    =   0  («  =  1,-.',     •■  l). 

'x-ti'^ 

Die  letzteren  Gleichungen  besagen  nichts  Anderes,  als  dass  die  Deter- 
minanten (/3)  (Bd.  1,  S.  188)  sänimtlich  verschwinden.  In  der  That 
folgt  z.  B.  aus  (III)  und  aus  der  Gleichung 


^0;    X  —  ] 

1,  X  — 2,  ■ 

..x-v  +  l             1 

o                  c 
'   "x— 1'   "'x  — 2' 

x-1'      x-2' 

■   ^x-u  +  J 

=  h 

'x- 

-/A   >f'^*x— l'*x  — 2- 

(vergl.  Bd.  I,  S.  188,  wo  diese  Gleichung  für  ft  =  i  angegeben  ist*)) 
unmittelbar 

sy_f,^   x'!^_l,s^_.2,-s.^_„^l  'x-.nO      0      1  ,«-1 

Damit  ist  zunächst  die  auf  S.  189  (Bd.  I)  angegebene  stets  hinreichende 
(nur  im  Falle,  wo  das  System  (0)  vom  Range  r^  —  r^  —  i  ist,  auch 
nothwendige)  Bedingung  unmittelbar  in  Evidenz  gesetzt. 

Nimmt   man   die  stets  nothwendige  Bedingung  (V)  als  erfüllt  an, 
so  kann  man  das  System  (37c)  durch 

ersetzen,  welches  jetzt  genau  dieselbe  Beschaffenheit  besitzt  wie  das 
ursprüngliche  (37).  Reducirt  man  dasselbe  auf  die  für  (37)  angegebene 
Weise,  so  kommt  man  wieder  auf  eine  stets  nothwendige  und  eine 
Gruppe  stets  hinreichender  Bedingungen.  Setzt  man  die  nothwendige 
Bedingung  als  erfüllt  voraus,  so  hat  das  reducirte  System  wieder  die 
Form  von  (37j,  und  man  kann  diese  Reduction  so  lange  wiederholen, 
bis  ein  System  erscheint,  welches  aus  einem  einzigen  Elemente  besteht. 
Dieses  Element  muss  dann  verschwinden. 


S.  195,  Zeile  9  v.  u.  ist  das  specielle  Kriterium  (Bd.  I,  S.  189) 
gemeint.  Die  Zeile  9 — IG  v.  o.  für  r_  gemachte  Bemerkung  gilt  natür- 
lich auch  für  jedes  r  (a  =  i,  2,  x),  da  offenbar  die  zu  den  Exponenten 
r  ,  ^1 ,  •  •  •  ^a  gehörigen  Reihen  in  der  Form 


*)  Daselh^^t  ist  auf  der  rechten  Seite  ?v,  an  die  Stelle  von  r  zu  setzen. 
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darstellbar  sind.    Darum  liefert  das  specielle  Kriterium  eben  für  jedes 
«  =  1,  2,  •  •  •  X  die  notlnvendigen  und  hinreichenden  Bedingungen. 

S.  210,  Zeile  1,2  v.  o.  ist  in  den  Gleichungen  |  statt  x  als  un- 
abhängige Variable  der  Differentialquotienten  zu  schreiben,  also 

S.  218.  Die  m  ■  n  Functionen  y^.  brauchen  Tvergl.  Thome,  Crelle's 
Journal,  Bd.  llf),  S.  138  ff.)  im  Allgemeinen  nicht  linear  unabhängig 
zu  sein.     Sind  nur  /  <  mn  derselben,  etwa 

Vi,  V-.,  ■■•  Vn 
von    einander   linear    unabhängig,    so    befriedigen    alle  y.     die    lineare 
Differentialgleichung  P^^  Ordnung 

D{y,yi.  yo'  •••  y<)  _  , 

-D(2/ii  2/2'  ■■■  Vi)    ~~     ' 

von    der    ebenso    wie   a.  a.  0.  für    die  Differentialgleichung  (3)    folgt, 

dass  ihre  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind. 

S.  222,  Zeile  15  v.  u.,  unter  dem  Z"- Zeichen  lies  </^(p)  statt  ^^(p). 

(V — ^  w 
S.  244,  Zeile  11  v.  u.  lautet  der  Coefficient  von nicht  a  , 

sondern  q^  . 

S.  257,  Zeile  10  v.  o.,  in  der  Fonnel,  lies  im  Nenner  ß  —  1 
statt  ß-\-  1. 

S.  288,  Zeile  3  v.  o.  muss   es  im  Coefficienten  von  i'^~'^  heis.sen 

n  —  1      2       ,   , ,        .    /;  —  1      2 
,— 1\       statt      4-,       «,   . 

S.  307,  Nr.  86.  Wenn  in  der  Differentialgleichung  ( A)  der  Coeffi- 
cient der  («  —  1)*®"^  Ableitung  nicht  verschwindet,  so  besitzt  die  aus 
den  Coefficienten  der  Recursionsformel  gebildete  unendliche  Determi- 
nante nicht  mehr  die  Norraalform  (Nr.  77,  Bd.  I,  S.  276),  man  kann 
aber  die  Convergenz  derselben  erweisen,  indem  man  sich  des  folgenden 
von  Herrn  Helge  von  Koch  (Comptes  Rendus,  1893^,  S.  179 ff.)  auf- 
gestellten Satzes  bedient. 

Herr  von  Koch  definirt  (a.  a.  0.)  die  Convergenz  einer  unend- 
lichen Determinante,  indem  er  von  der  Darstellung  III  (Nr.  78,  Bd.  I, 
S.  278)  ausgeht.     Die  unendliche  Detenninante 

D    =     [«7.  J  (/,  X  =  —    VC, f-*) 

wird    also    convergent    genannt,    wenn    das   Pi-oduct    /  \a..    unbedingt 
convergent  ist,  und  die  Summe  der  Producte 

Schlesinger.  Differentialgleichangen.    II.  34 
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einen  endlichen  Werth  besitzt.  Als  Yerallgemeinening  des  (Poincare- 
schen)  Satzes  (Nr.  77,  Bd.  I,  S.  276),  dass  die  unendliche  Determinante 
convergirt,  wenn  die  Reihen 

2'".-.-'.  2 2 Kl 

i  X 

convergent  sind,  ergiebt  sich  dann  der  gedachte  Satz: 

Die  unendliche  Determinante  D  ist  convergent,  wenn  die 
Reihen 

2'i«":'  2 2 2  "o"..^'-'  221:2'''''"^'"'- 

i  I  j  y.  I  j  y.  l 

convergent  sind. 

S.  311  muss  Zeile  2,  3,  4  v.  o.  lauten:  „so  ist  nach  dem  Multi- 
plicationstheoreme  der  unendlichen  Determinanten  die  aus  den  d  ge- 
bildete Determinante  convergent  und  gleich  dem  Producte  von  A(()) 
und  H(^p),  d.  h.  wir  haben". 

Zu  den  Nummern  95,  96  (Bd.  I,  S.  339 ff.): 

S.  340,  Gleichung  (10)  lautet  der  Factor  von  D^  auf  der  rechten  Seite 
nicht  r.  sondern  v\  Gleichung  (11)  lautet  der  Nenner  im  letzten  Gliede 
der  linken  Seite  x"^'   und  nicht  x'. 

S.  841  ff.  ist  es  vielleicht  zweckmässig,  deutlicher  hervortreten  zu 
lassen,  dass  die  Darstellbarkeit  der  Function  w  in  der  Form 

IC  =  c^  +  c  J  +  cX  -\ , 

d.  h.  die  Convergenz  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite,  ausdrücklich  ge- 
fordert wird.     Es  möge  darum 

S.  341,  Zeile  5 — 7  v.  o.  lauten:  „der  Differentialgleichung  (91)  dar- 
stellt, und  wenn,  falls  wir  setzen 

1         t 
V  =  X  w,       =  5  , 

die  so  definirte  Function  iv  von  ^  in  der  Form". 

S.  342,  Zeile  10  v.  u.    ist    an    Stelle    von    „Differentialgleichung" 

besser  zu  setzen  „Gleichung".    Die  auf  S.  342  detinirten  Wj,   (;.  =  i,  2.    •«) 

sind  natürlich  von  den  auf  S.  841  eingeführten  tv^  auseinander  zu  halten. 

S.  343  am  Schlüsse  der  Nr.  95  wäre  noch  Folgendes  hinzuzufügen: 

Im  Allgemeinen  ist  für  x  >  0  eine  Entwickelung  der  Function 

X 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  ^  nicht  möglich,  sondern  die  Ent- 
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Wickelung  von  (V  nach  l'otenzen  von  ^  enthält  noch  unendlich  viele 
negative  Potenzen.  Die  Bestimmung  der  Wj,  y^,  z^  ist  aber  gleichwohl 
auf  die  angegebene  Weise  möglich,  diese  Grössen  stellen  jedoch  keine 
Lösungen  der  Gleichungen  (11),  (12),  ('^1)  dar,  wir  können  vielmehr 
nur  sagen:    In 

fallen  die  y.  -\-  \   niedrigsten  Potenzen  von  ^  und  folglich  in 

die  y.  -\-  \  höchsten  Potenzen  von  x  weg.     Es  ist  also 
(14a;  r;  +  <P.^r'  +  "    ■  +  ^„...  =  B.x''-''"-'  +  -  •  -, 

wo  Sj.  eine  einfach  zu  bestinjmende  Constante  bedeutet. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  z^  wirkliche  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (St)  darstellen,  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  die  für  iv  angesetzte  Reihe 

falls  sie  convergent  ist,  mit  der  x*^"  Potenz  von  h,  abbrechen  muss,  in 
der  Form,  dass  die  Coefficienten 

r  o  ... 

z+l?     ^y  +  2' 

verschwinden  müssen. 

S.  343,  in  der  Gleich.  (15)  sind  im  Coefficienten  von  u  die  Glieder 

^'■:  +  ^v,  +  ^Sh~'  +  ^;.,.-z)  +  •  •  •  +  9'(,._:).(''-,  +  J),.,)  +  9„. 
hinzuzufügen;  entsprechend  ist 

S.  344  in  der  ersten  Gleichung  oben  im  Factor  von  u  der  Coeffi- 
cient  von  a;<"~^'<''+^'  statt  6^_j  yC~^  gleich 

^;. +  ''.-,,,  C 

ZU  nehmen,  und  auch  (^Zeile  11  v.  o.j  in  dem  Ausdrucke  für  die 
determinirende  Function  das  Glied  -{-  B^  hinzuzufügen,  wo  H.  die 
durch  die  Gleichung  (14a)  definirte  Grösse  bedeutet. 

S.  340,  Zeile  12  v.  u.  ist  hinter  „von  a;"  hinzuzufügen  „mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Potenzen  mit  positivem  Exponenten". 

S.  347,  Zeile  11  v.  o.  i.st  hinter  „dass"  einzuschalten  „seine  loga- 
rithmische Ableitung  für  ic  =  cc  von  endlicher  Ordnung  unendlich 
wird  und  überdies". 

S.  402  in  der  Gleichung  (31)  hat  man,  da  ^i-   =1   zu  nehmen  ist, 

für  r>0 

y      =  0 . 
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S.  404,  Zeile  G  v.  ii.  und  S.  400.  Zeile  1  v.  o.  lies  H.    statt  H  . . 

S.  409,  Nr.  114  ist  stillschweigend  die  Voraussetzung  gemacht, 
dass  qPj(^),  ^q{z)  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen.  Wäre  etwa 
(z  —  a)'  ein  gemeinsamer  Theiler  dieser  beiden  ganzen  Functionen,  so 
besässe  (A^)  offenbar  die  Lösungen 

ax  n  X  ).  —  \    n  X 

e    ,   xe    ,  •  •  •  .T       e    . 
S.  410,  Zeile  13  v.  u.  soll  lauten 

S.  421  oben.  Die  Definition  von  r(Q)  durch  das  sogenannte 
Euler 'sehe  Integral  zweiter  Gattung 

f  e-''f'-'dt  =  r{Q) 

(I 

gilt   natürlich   nur  für  Werthe   von   q,    deren   realer  Theil  positiv   ist. 
Für  ein  beliebiges  q  hat  eben  die  Gleichung 

als  Definition  von  r{Q)  zu  gelten,  wo  die  Integration  längs  des  S.  420, 
Zeile  G — 3  v.  u.  (Bd.  I)  beschriebenen  Weges  zu  erstrecken  ist. 


Dem  Litteraturnachweis  ist  hinzuzufügen 
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bei  Nrn.  19,  21—23:  Grüufeld,  Crelle's  Journal,  Bd.  98,  S.  333ff.; 

Günther,  ebenda,  Bd.  117,  S.  IG«; 
bei  Nr.  39:  Hamburger,  Crelle's  Journal,  Bd.  83,  S.  204fl'.; 
bei  Nr.  42:  Koehler,  Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys.,  Bd.  33,  S.  23lff.; 
bei  Nr.  90:  v.  Koch,  Acta  Mathem.,  Bd.  18,  S.  337  ff. 
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